Séries de Dirichlet

30 octobre 2018

Soit (An)nen- une suite de nombres réels positifs strictement croissante de limite
+00. Une série de fonctions de la forme f =Y a, exp(=Anz), ol (a,) € CN” et

z € C s’appelle une série de Dirichlet. Le cas classique correspond & A = In(n)
pour tout n > 1, c’est-a-dire A la série Do,

Les questions notées (I) sont essenticlles & la compréhension du cours.

Préliminaire (I). Soient a,, et by deux suites complexes, n et m deux entiers na-
turels tel que n < m; pour k > non note Ay =

Y ni1<1<k @1 avec la convention
A4, =0. T
a) Vérifier que Zn<k5m arby, = Zn<k3m(bk = brt1) Ak + b1 Ay,
b) On suppose que la suite des sommes partielles de 3" a,, est bornée, que la

série Y |bx — bt converge et que b, tend vers 0. Montrer que la série S anbn
converge.

1  Séries de Dirichlet de variable réelle

Etant donné une série de Dirichlet f = ¥ a, exp(—Anz), on note p = p(f)
la borne inférieure des nombres réels  tels que 3 ay, exp(—=Anx) converge, et
p™ = p*(f) la borne inférieure des nombres réels = tels que 2 n exp(—=A,)
converge absolument. On dit que p est labscisse de convergence de la série
considérée, et p™ son abscisse de convergence absolue.

1.1 (J)

a) Déterminer p et p™ lorsque pour tout n, A, = Inn dans les cas suivants :
—-1"
) Vn> 1 an=11i) Y > 1, ay = (=1)" iii) Yn > 2,0, = In(1 + &L

7
b) Montrer, dans le cas général, que S ape T converge pour & > p.

1.2 (D)

a) Montrer que, dans le cas ot pour tout n, \, = lnn :
p<pt <p+1 et donner des exemples pour chacune des trois situations .

b) On suppose que, pour tout entier n > 1, A\, = n. )
i) Soit @ € R tel que la suite a,e™™2 soit bornée. que, pour tout nombre réel




x> a, la série } apne™" converge.
ii) Montrer que p = p*.
c) Déterminer p et p™ lorsque a, = (_% et A, =In(Inn). pour n > 2.

1.3

On suppose p < +20. Soit f la somme de la série de Dirichlet étudiée.
a) (I) Soit a > p*. Quelle est la nature de a convergence de S an exp(—Anz)
sur [a,+oc[? \Ieme questionsia> p. 1\, . _
_b) (I) Déterminer la limite de f en +oc.
“c) Montrer que, si f est nulle, la suite a, est nulle.

On se place jusqu’a la fin de cette partie dans le cas ol n > 1 et A, = In(n)
pour tout n € N*, ce qui donne

Yn€ N*, ¥z € C, exp(—A,z) = i

Toutes les séries de Dirichlet ci-dessous sont supposées d’abscisse de convergence
< +o00.

14

a) (I) Montrer la dérivabilité de la somme f de > n>1 5% sur sa demi-droite
ouverte A7 —]p . +2oc| de convergence absolue. On pourra se donner des réels
cet b tels que p” < ¢ < b, travailler sur [b, +2oc[ et exploiter pour r > b I’ égalité
z=c+(b—c)+havech>0.

b) Examiner la dérivabilité de f sur ]p, +|.

1.5

On conserve les notations de 4). Soient x un réel > pT, des réels a et T > 0,
mettre sous forme de série
2‘01[
S R—

et en déduire que F(T) tend vers ap lorsque a = n et vers 0 sinon lorsque T
tend vers +o0. (Calculez, paresseux!)

2 Séries de Dirichlet complexes

On note, ici et dans la suite, Arg(z) la détermination principale de I'argument
de z sur C\R™, on a donc —7 < Arg(z) < 7. Soit f = ¥ an exp(—Anz) une
série de Dirichlet.




5 .
2.1 Secteur angulaire de convergence (I)

Soit 2 = 2 44 2
oit T +1y, (x,y) € R? un nombre complexe. Montrer que si x # 0,

lexp(=A\,z2) — exp(=Any12)| €| exp(=Anz) — exp(—/\n-kl-'ﬂ)lﬁ-
T

s A
On pourra: évaluer fxn‘” e~ tdt,

b) Soit z bri
le&l)lt ’o._tel que la série 3~ ay, exp(—X,z,) converge et soit k €]0,7/2[. Montrer
que la série ) an exp(=\,z) converge uniformément dans le secteur

| Arg(z — 2,)| < k.

On pourra se ramener au cas ol z0 = 0 en posant z = zg + h.

¢) En déduire que, dans le demi-plan donné par P(f) = R(z) > p la série
> an ex%)(-—)\nz) converge et que sa somme y est continue. Que se passe-t-il si
wl vérifie x < p? N

2.2

Le résultat démontré ici est destiné a la question suivante. Soient z,, ..., T, des
réels; q un entier > 1. Montrer qu’il existe p € {1,...,q"} tel que, pour tout
i€ {1,...,n}, d(px;,Z) < %. On pourra appliquer le principe des tiroirs aux
g™ + 1 vecteurs (kx; — E(k;ti))lsisn, 0<k< g

2.3

Soit 3,51 42 une série de Dirichlet  coefficients positifs et d’abscisse de conver-
gence 0, et soit f sa somme. On suppose que S~ an diverge, et l'on se donne un
réel T > 0.

a) Prouver que f(z) tend vers +00 lorsque z tend vers 0. Cas particulier non

—nz i

utilisé dans la suite : Donner un équivalent en 0% de -5, <= ©

Soient M > 0, z > 0 tel que f(x) > M, et N e N* tel que erl = M/10.
b) En utilisant convenablement 2.2 montrer qu'il existe y € R tel que y > T et
¥p € [1,n], cos(yInp) > 1/2.

¢) Montrer que, pour tout T >0, f(z) n’est pas bornée dans l'ensemble

R(z) >0,90k) =T

3 Fonctions arithmétiques et séries de Dirichlet
(I)

Tous les entiers sont ici > 1.

Préliminaire. Soient m et n deux entiers 2 1 premiers entre eux. Montrer que
Iapplication s : (d.d’) — dd est une bijection de I'ensemble de couples (d,d")
formés d'un diviseur d de m et d’un diviseur d' den , sur I'ensemble des diviseurs
de mn.



On dit quiune fonction f v N* = @ st
W § -~ Jo2 . N

N\ ‘f\ l\lns\n) € N*° Qentiers premiers entre eux, on a f(mn) = f(m)f(n);
S VNS, S tinh 1

ot qu'el ¢ oSt totalement multiplicative lorsque ceci a lieu sans restriction sur

PN 2y AQ v ] ~ Y, » ~ . . . .

™oty Les valours dune fonction multiplicative J sont donc déterminées par

} 2 )

SESUIHRINS X A < T e i

o }m\“\\\‘m\\. des f(p hpeP v 0 € Ny et celles d’une fonction totalement
wltiplicntive f par les § ().

On vappelle que lindie
Gentiers & compris e
wultiplicative et qQue

multiplicative lorsque, pour tout

atrice d'Euler ¢ qui & un entier n associe le nombre
utre 1 et n tels que k et n sont premiers entre eux est
«SUp est premier et r € N*, o(p") =p" —p L.

Dans ce qui suit, on note .\ | ensemble des fonctions multiplicatives de N* dans

N

g
O
Moutrer que les fonctions suivante

§ suivantes sont multiplicatives :
a) La fonction + quid n € N+

associe le nombre de ses diviseurs.
b) La fonction p (dite de \Moe

‘ bius) qui est nulle sur tous les entiers possédant
un diviseur careé part

it non trivial, et vaut (=1)" sur les nombres de la forme
Pre..pe ol les p; sont premiers et distinets,

DG
07

72

olent f et ¢ deux éléments de A..

a) Montrer que I'application fx g : n — 2apn f(d)g(%) est mutiplicative (user
du préliminaire.)

b) En d&duire que :

1) Ia fonction o qui & un entier n > 1 associe la somme de ses diviseurs est
multiplicative;

ii) pour tout n € N*, :(:.1:: o(d) = n.

iii) Si 7 est une fonction multiplicative et g(n) = Zdl” fld)ona f=gxp.

a
2

(&7

197}

ofent ¥ ., S2et) ., :—* deux séries de Dirichlet de sommes respectives fet
g. Montrer que, pour tout = tel que N(z) > sup(p*(f),p™(g)) on a f(2)g(z) =

ro

Z:—: -El ou Cn = Z(:'>l.d|n ”ﬂ'b"/""!‘

En déduire, a I'aide de la fonction de Moebius jt, I'inverse 1/¢(z) de () pour =
' s . +0 ¢(n - e ¥

réel > 1 ainsi que, pour = > 2, 'expression de ) '™ == (¢ désigne 'indicatrice

d’Euler).

3.4

Solent x et y deux nombres réels > 1. Montrer successivement :
1,9 .
a) Drcmey M= 59" + O(y) en +o0;
u{d) _ +oo u(d) .
b) leds: T = g =+ O(1/x);
) Xicne 9(d) = Lr<ncs HA (X 1cmezsa m);



d) El-_-gn-_:.r d(n) = ;“;r.ve + O Inw),

Déterminer alors la probabilité pour que deux entiers soient premicrs entre cux,
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