Etude de la Fonction Maximale

20 janvier 2017

Notations et définitions

Dans tout ce qui suit, on note L*(R.) 'espace vectoriel des fonction intégrables
de R vers R ; lorsque f € LY(R), on note [; f = [*2 f(t)dt et || fll = fr |F]-

Soit f une fonction continue par morceaux de R vers R. On appelle fonction
mazimale attachée & f I'application de R dans R définie par
T

1 +r
M;(z) = sup — f(t)dt.

>0 2r Jz—r

Cette fonction est & valeurs réelles dés que f est continue et bornée, ou encore
deés que f est intégrable.

1 Premiéres propriétés

1.1 Etude de quelques exemples

Calculer My dans les cas suivants :

a. flz)==x

1.2

On suppose f positive Montrer que, si f est strictement positive en I'un de ses
points de continuité, il existe trois nombres réels a, b, c avec b et ¢ strictement
positifs tels que, pour tout nombre réel z, M¢(z) = g7 et que de ce fait
My n’est pas intégrable sur R.




1.3 Continuité de M f

1) Soient X un espace métrique , et F une fonction continue de X x [0, 1]
dans R. Montrer que la fonction ¢ définie sur X par ¢(z) = supyep.) £ (%)
est continue. .
Soit 2 une fonction continue par moreeausx de R, vers R ; on désigne désormais
par pp (vesp. 1) la fonction de R. vers R U {+o0} définie par

1 z+r
pa(z) = sup — f h(t)dt

0<r<1 27" Jz—r
resp.

1 T4+r
Up(z) = sup — / h(t)dt
er ZT I—r

2) On suppose f continue et bornée.
a) Montrer que I'application F qui & (z,7) € R x R** associe F(z,7) =
1 rx+r

o Je—r F(2)dt et telle que F(z,0) = f (2) est continue sur R x R*.
b) Montrer que les applications yy, v; et M 7 sont bornées et continues.

3) On suppose [ continue et intégrable.

a) Prouver qu‘il existe une suite (9p) de fonctions continues & supports com-
pacts telle que ||g, — f||; tende vers 0.

b) Montrer que I’application vy est a valeurs réelles et continue.
¢) En déduire que que M f est continue.

2 L’inégalité L'-faible pour la fonction maxi-
male

Dans toute la partie II, la fonction [ est continue, positive et intégrable.
Lorsque U est un ouvert de R, on note A(U) la somme des longueurs ‘des
composantes connexes de U, convenant que :

si l'une des composante connexe de U est non bornée, cette somme est +oo ;
si toutes les composantes connexes de U sont bornées, la somme est oo si
la série obtenue diverge, la somme ordinaire de la, série si celle-ci converge.
1) Soit I, ..., I, une famille finie d’intervalles ouverts bornés. Montrer qu’il
existe une partie finie P de {1,...,m} telle que :

i) les intervalles T, k, k € P, sont deux & deux disjoints ;

i) MU T) < 3% ep A(LL).

Soit s un nombre réel > 0.




2 a /’ 2.0 .
bg O)n\deollfeldque Us={zeR|Mf (z) > s} est un ouvert de R.
1€ des segments Sy, .., S, deux & deux disjoints contenus dans U,.

Montrer ’ i
Jone er que l Ol Peut recouvrir S;U- - -US, par une famille finie d’intervalles
erts bornés I, . .. y Iy vérifiant -

Ype {1...,m}, sA(I,) < / )t

P

¢) Montrer que s 322y A(S:) < 31 fls

\ d) Prouver que, pour tout s > 0, A(U;) est fini et que I'on a

ARSI

3 Convolution et prolongement harmonique

Etant donnés deux fonctions continues par morceaux f et g de R dans R et

un nombre réel z, on note - lorsque l'intégration est justifiée — fxg(z) le
nombre [; f(t)g(z — t)dt.

Dans toute cette partie, la fonction f est supposée continue.

3.1

Soit g une fonction de classe C? de R vers R bornée ainsi que ses dérivées
jusqu’a l'ordre p. On suppose f intégrable. Montrer que f *g est de classe
CP.

3.2 Convergence des convolées.

a) On appelle suite de Dirac toute suite K, de fonctions de R — R vérifant
les propriétés suivantes :

D1 : les K, sont continues et positives;

D2 : pour tout n € N, K, est intégrable et [T K, (¢)dt = 1.

D3; Pour tout ¢ > 0, la suite ;55 /(t)dt tend vers 0.

Soit f une fonction continue bornée de R vers C. Montrer que la suite K, % f
converge uniformément vers f sur tout compact X C R.

\ b) On suppose cette fois que f est intégrable et que la suite de fonctions

K, : R — R vérifie D1, D2, D3 et : pour tout § > 0, la suite K, tend
uniformément vers 0 sur {z € R||z| > ¢}. Montrer que la suite K, % f
converge uniformément vers f sur tout compact X C R.

3




3.3 Fonctions harmoniques

Soit £ un ouvert de R2. On dit que lafonction g : @ — C, (z,r) — g(z,7) est

harmonique lorsque g posséde des dérivées partielle continues jusqu’a l’ordre
deux et que 'on a

0% &%
2

¥(z,r) € Q2 gt 75 =
) =1_r

.
zi4p2”

0.
On pose, pour r > 0 et €ER: K.(z

a) On suppose f bornée. Montrer soigneusement que la fonction (z,r)
K. % f(z) est harmonique dans le demi-plan supérieur R.x]0, +oo/. (le point
(z0,70) étant donné, on se placera sur un voisinage compact de celui-ci pour
effectuer les dominations nécessaires),

b) On suppose f bornée. Montrer que lafamille r — (z —~ K,*f(z)) converge
uniformément vers f sur leg compacts de R lorsque r tend vers 0.

¢) Montrer que les résultats de a) et b) subsistent si 1’on suppose f intégrable,
sans qu’elle soit nécessairement bornée.

4 Prolongement harmonique et fonction maxi-
male

Pour toute fonction numérique £ de la variable réelle et tout réel > 0 on
pose ¥n(z) = 19(2).

Lorsque o est un réel > 0 on note Xa(Z) la fonction indicatrice de I'intervalle
[—a, a] et on désigne par € 'ensemble des combinaisons linéaires 4 coefficients
positifs des fonctions (xa), @ > 0. Soit f une fonction positive intégrable sur
R.

4.1

Montrer que, pour toute fonction ¥ € £ et tout z € R,

sup f * () < Mf(;r)/jl,/;.

>0

4.2

Soit ¢ la fonction R — R. définie par o(t) = -
a) Montrer que ¢ est limite uniforme de fonctions de £.




b) En déduire que
sup f * ¢, (z) < My(x) /J é.

r>0

4.3
i T:
Trouver deux constantes C > 0 et ¢ telles que l'on ait, pour tout

CM;(z) < sup K, x f(z) < C'Mj(z).
r>0

ot
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