ECOLE POLYTECHNIQUE

CONCOURS D’ADMISSION 2017 FILIERE MP

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES - B — (X)

(Durée : 4 heures)

L'utilisation des calculatrices n’cst pas autorisée pour cette épreuve-

* x k

On utilise la notation allégée pour l'intégrale d’une fonction f: R = R continue par morceaux

et intégrable sur R
+00
-0
. C a azf
Si f est une fonction de deux variables réelles ¢, z, on note d;f = %, O:f = gf? 0eaf = G2

les dérivées partielles de f (sous réserve de leur existence).
Si n est un entier naturel, on note % I'ensemble des fonctions f:R — R de classe ¢ et dont

toutes les dérivées f, f', ..., f(™, jusqu'a l'ordre n, sont bornées.

On dit qu'une fonction m : R — R est une mesure si elle est continue, positive, intégrable sur R

et telle que
/ m(z)dz = 1.

On considére la fonction A : [0,+00[ = R définie par h(0) =0 et pour z >0,

h(z) = zIn(z).
On dit qu'une fonction f : R — R admet une entropie relativement 4 une mesure m si f est
continue et h(f2)m est intégrable sur R. De méme, on dit que f admet une variance relativement

a m si f est continue et f?m est intégrable sur R.

Ou admet que la fonction p définic sur R par

1

u(z) = ﬁe

est une mesure.

Ce probleme étudie certaines inégalités fonctionnelles. Dans les parties I et II, on étudie un
opérateur différentiel lié 4 ]a mesure et on démontre une inégalité pour cette mesure. Dans la
partie III, on voit comment une telle inégalité en entraine une seconde, et on étudie une forme
de réciproque. La partie IV est indépendante des autres, et s'intéresse & une inégalité pour les

fonctions caractéristiques.



Préliminaires

Soit m une mesure.

. 1e fm est
. v m. Montrer qt
1. Soit f: R — R une fonction qui admet une variance relativement a

intégrable. En conséquence, le réel

Vara(f) = [ fepmistis - ([ 1 (@t |

est bien défini. Montrer que Varp,(f) > 0.

2. Soit f: R — R une fonction qui admet une entropie relativement am.

2a. Montrer que f>m est intégrable. En conséquence, le réel

Bitn(1) = [ (e m(alts 1 s mieies)

est bien défini.

2b. Soit a > 0. Montrer que
V>0, h(z)>(z—a)h'(a)+ h(a),

avec inégalité stricte si z # a.

2c. Montrer que Ent,,(f) > 0.

On pourra utiliser la question précédente avec a = /f(:v)gm(:c)d:v.

2d. On suppose ici que pour tout € R, m(z) > 0. Caractériser les fonctions f telles que
Entn,(f) =0.

Partie I

On note L 'opérateur qui & une fonction f : R — R de classe %, associe la fonction I, f définie

par .
VreR, Lf(z)= é-f"(:c) —zf'(z).

On étend également cette définition aux fonctions f(t,z) de deux variables, en posant

Lf(t,7) = 50en(t,) — 205 f(t,2),

sous réserve que ces quantités soient définies au point (t.z) € R2.

On rappelle que la mesure p a été définie dans l'introduction.



3a. or
. Soit f:R - R de classe %2. Montrer que Lf = 1 (uf’ ’

3b.  Soient hy, hy deux fonctions de %2. Montrer que

/hl(x)(LhZ)(-T)H(I)de: —%/h'l(x)hé(:z)p(z)dz,

\ IR VRl o
apres avoir justifié I'existence de chacun des termes de la formule.

On considere une fonction f € 4. On définit pour (t,z) € R?
Dy(tyz) = /f(a: cost + ysint)u(y)dy.
4. Montrer que la fonction @, : R? — R est bien définie et continue.
5. On suppose que f € 2.
\5a. Montrer que, sur R?, @; st de classe @' et 9, D est bien définie, continue et bornée.
5b. Soit (t,z) € R2. Trouver une relation entre 8:®5(t, z) et @ (¢, z).

5c. Montrer que pour tout (¢,z) € R?, on a 8,8 (t,z) cost = L&(t, z) sint.

5d. Montrer que pour tout ¢t € R, on a /<I>f(t, z)p(z)dr = /f(:r)p(a:)da:.

On admet pour la suite du probleme que cette égalité reste vraie pour tout fe ‘ﬁbo.

Partie I

Soit f : R — Ry une fonction de % positive. On définit pour ¢ € R
J(t) = /h(tbf(t, z))p(z)dz.

™

6. Montrer que J : R — R est continue, et calculer J(0) et J (2)

7. On suppose dans toute cette question que f € %2 et qu'il existe d > 0 tel que
PP b q

VzeR, f(z)>4.

7a. Montrer que J est alors de classe %! sur R et que

/ _ _sint [ (@:2(t2)"
vteR, J'(t)cost= 5 / 3;(t,2) p(z)dz.

On note g = (f')?/f.




Th. Soit (t,x) € R% Montrer que

(I)f,(t, :1‘)2 < (.T’f(l, -'K)‘Dg(tv 7‘)

-
{

¢. Conclure que

/ h(f ()n(a)de = h ( / f(y)u(y)dy> < -}i / o(@)plz)d.

8. Montrer que pour tout f € %2, f admet une entropie relativement & i et que
2
Ent,(f) < /|f’($)| pi(z)dz.

On pourra considérer la famille de fonctions définies par fs =0+ f? pour 6 > 0.

Partie III

. : . ' . Sl
Soit m une mesure. On suppose dans cette partic qu'il existe une constante C > 0 telle que, sl
f:R > Rest de classe ¢! et de dérivée f’ bornée, alors f admet une entropie relativement a

m et

Ent,,(f) € C’/]f’(:c)|2m(z)d:c. (1)

9. Montrer que /(1 + |z| + z%)m(z)dz < +oc.

10. Soit f € ‘ﬁbl. On souhaite montrer que f admet une variance relativement a m et que

Varn(f) < 5 [ 1 @)Pmioda o

10a. Montrer que fm et f2m sont intégrables, et qu'il suffit de montrer (2) dans le cas ol on

a de plus /f(x)m(x)d:c =0et /f(m)zm(a:)da: =1,

10b. Sous les hypotheses de la question précédente, montrer (2).

On pourra appliquer (1) & la famille de fonctions f. = 14¢€f pour e > 0.

11. Soit f une fonction de %}, telle que pour tout z € R, on a |f’(z)| < 1. On note, pour
AER,

H(\) =/e’\f(“’)m(:v)d:u.

On admet que H est de classe €' et que 'on obtient une expression de H’(\) en dérivant sous
le signe intégral de maniére usuelle (on pourrait le démontrer comme précédemment).



11a.
Montrer que pour tout ) e R

A'(A) = HO) InH()) < CTAQH ().

11b. gy déduire que pour \ > (,
A 2
[z < esp (* [ remeas+ ). (9
On pourra étudi J 1
udier la fonction \ — T InH(A).

12. e
Montrer que I'inégalité (3) s’applique & la fonction définie par f(z) = .

).

On pourra utiliser la suite de Jonctions définies par f,(x) = narctan (

318

13a. Soient M = /J:m(x)d:c et a > M. Montrer que

/a+°° m(z)dz < exp (_(a___é{u_)z) |

~ ]. 2
13b. Conclure que pour tout o < c la fonction z = ¢®* m(z) cst intégrable sur R.

Partie IV

14. Soient p,q,7 : R — R trois fonctions continues, & valeurs strictement positives et

intégrables sur R.

14a. . Montrer qu'il existe une fonction u : ]0,1[ — R de classe € bijective telle que
vt€]0,1[, «/(t)p(u(t)) = /p(a:)d:r.

De méme, il existe une fonction analoguc v : 0, 1[ = R pour q.

14b. On suppose que

Vz,y €R, p(z)ely) < (r (m er y))Q- (4)

Montrer que

( / p(:c)d:r) ( / q(a:)dx) < < / r(x)d:c>2. | )

On pourra utiliser, aprés avoir justifié son caractére licite, le changement de variable défini par
u(t) + v(2)
r=————>-"

5 dans le membre de droite de l'inégalité (5).



On admet pour la suite du probleme que I'inégalité (5) reste vraie en supposant uniquement que

Pr¢,7 : R = R¥ sont des fonctions & valeurs positives, continues par morceaux, intégrables sur
R, et qui vérifient (4).

Si ACR, on note 1, sa fonction caractéristique définie par 1,(z) = 1siz € A et T4(z) =0si

z ¢ A. On note d(z, ) = inf{lx — y| : y € A} la distance de z € R & A.

On note Int le sous-ensemble de & (R) dont les éléments sont les réunions finies d'intervalles de
R. Si A € Int. alors 14 est continue par morceaux. et on définit le réel

p(A) = /11‘.1(1:);1(1‘)(11‘ € [0.1].
15. Soit A CR.

15

P

Montrer que pour tous r,ye€R, ona

9

1 -+ y)?
exp g, 4) - #) Law)ewp (47) < exp (-2,
15b.  On suppose que A € Int et que p(A) > 0. En déduire que

/ exp (-;—d(:c, A)2> p(z)dr < ;ﬁ

16. Soit A € Int. Pour ¢ > 0, on définit 'ensemble Ar={zeR:d(z,A) <t}
16a. Montrer que 4; € Int pour tout ¢ > 0.

16b.  On suppose de plus que z(A) > 0. Montrer que pour tout ¢ > 0. on a

o122

u(4)

1—pu(4r) <
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Polytechnique MP 2017 - Epreuve 13 - corrige
Prélimininires
@ n \ v 1
1. Les fonctions y/m el f/m sont L= (on sous-cntendra : "sur ") ear m el f2m sonl, L', done lenr produit fin est

intégrable.
D’apreés 'inégalité do Cauchy-Schwarz,

(/f s ‘“) (/f \/”'__\/’"—d') <(/f Y fll)-(/m (|r> /j( miz)dz

done Vary,(f) >0
2.

(2a.) On remarque que @ > ¢ = h(x) = 2. On en déduit : Yz > 0, 2 < min(e, h(z)).
Par conquuout pour tout & € B, f(z)?m(z) < min(em(z), h(f(z)*)m(z)). Comme z +— em(z) et z
h(f(x)*)m(z) sont intégrables, on en déduit que f2m est intégrable,

(2b.) On pose o(z ) = h(z) = h(a) = I (a)(z = a). Pour & > 0, '(z) = W'(z) = W(a) et "(z) = 1/z > 0. On en
déduit que ¢’ est strictement croissante sur |0, +o00[, Comme ' (a) = 0, p est strictement décroissante sur [0, 4]
(continuité en 0) et strictement croissante sur [a, +00[. Or p(a) = 0, done ¥z > 0, p(z) > p(a) si = # a.

2 = 2 : - 2
(2¢.) On pose a = /f(T) m(x)dz. Si a =0, la continuité de f et 1 montre que f*m = 0. Pour tout z, on a donc

f(z)* =0 oum(x) = 0, done h(f(z))*m(z) = 0. De la, Entyy,( /h V)m(z)dz — h(a) = 0.
Sia >0, onadapres 2b. : h(f(x))? > h(a) + I (a)(f(z)? - a) pour tout z > 0. On multiplie par m(z) et
on iniégre, il vient : /lx(f(a:))2171(:v)(lz > h(a) + N (a) (/f( z)*m(z)dz - a) = (/f d:c), donc
Ent,,(f) > 0.

(2d.) Nous montrons que les fonctions d’entropie nulle sont les fonctions constantes.

On reprend les calculs précédents. Dans le cas a = 0, on obtient f = 0 (identiquement) car m ne s’annule pas.

Dans le cas a > 0, I'égalité Ent,n(f) = 0 implique que z — [h(f(2)?) — h(a) — K (a)(f(z)? = a)]m(z) est nulle
(car elle est positive et continue). Comme m ne s’annule pas, on obtlcnt le cas d’égalité de 2b., donc f(z ¥ =a
pour tout z, c'est-a-dire que f est constante (continuité).

1l est immédiat que les fonctions constantes sont d’entropie nulle, ce qui achéve la preuve.

Partie I

(3a.) Pour tout z € R, (iuf')(z) = :/l—EG_ng/(x) done (uf') (z) = —\—/_— "2[—2:cf’(z) + f"(z)] = 2u(z)Lf(z), ce qui

1
montre bien: Lf = 2—#-(/;]")’.

(3b.) Les fonctions hj et 1y sont continues et bornées, donc R hhu est Ly. D'aprés 3a., (uhy) = 2uLho. On intégre
formellement par parties :

Ry (Rp) = [hi(hop)] = [ hi-2uLho.
172

Le crochet est bien convergent et nul car /iy et hj sont bornées et p tend vers 0 en £oo. On en déduit la
convergence de la seconde intégrale, et I'égalite demandée.
4. Pour tout y € B, (¢,z) — f(zcost + ysint)u(y) est continue sur R? (théorémes généraux);
pour tout (t,z) € R2, y — f(zcost+ ysint)u(y) est continue sur R (donc continue par morceaux) ;
pour tout ¢, z, %, | f(zcost +ysin )| < |l flloopt(). Or y = || flloops(y) est intégrable, donc @ est continue sur
R2.
5.
(5a.) Notons F(t,z,y) = f(zcost+ysin t)u(y). Mentionnons une fois pour toute qu'a (t,z) fixé, y = F(t,z,y) est
continue et intégrable.
Fixons t € R. D’aprés les théorémes généraux, pour tout y € R, z — F(t,z,y) est C* sur R et sa dérivée est

donnée par :

ZF (t,z,y) = (cost) f'(z cost +ysint)u(y).

Remarquons que cette formule définit, pour tout z, une fonction continue de y.

Pour tout z € R et y € R, |(cost)f'(zw cost + ysint)u(y)| < |If|loott(y). Cette derniére fonction est intégrable,
et d’apres le théoréme de dérivation, la fonction z = ®(t, z) est C1 (attention, a t fixé!) et a pour dérivée :

BE;I;; (t,z) = /(cos t)f'(z cost + ysint)u(y) dy.



(5b.
(5¢.)

~

(5d.)

!
o . , o ko iy oo
Par un raisonnement identique au 4. (on domine I'intégrande par y = 1/ I
partielle définit une fonction continue sur R2.
On fixe maintenant x € R. On a cette fois, pour lout y € R :

(), OB constate que cette dérivee

oF . ;
at ot haw) = (-asint + yeost)f'(zcost + ysint)(y). 1(y). Cette derniére fonction est
Pour (¢,y) € R?, |(- xsint +ycost) f'(zcost + ysint)u(y)| < (|| + DIl lloar ¥ que t — Dy(t,x) est C! (a

n montre
continue et intégrable (= o(e~!*!) en o0), donc le théoreme de dérivatic

@ fix¢), de dérivée : %(f,r) = /(—zsiut + ycost)f'(z cost + ysin t)u(y) dy-

» our tout t € R, on domine :
L'intégrande est continue par rapport a (¢, x). Soit A > 0. Pour tout z € -4, 4L, p i)

(=2 sint +ycost)(wcost +ysin )u(y)] < (A+ [yl)u(y), fonction
R2

a2
Finalement, les deux dérivées partielles de @ 7 sont continues sur R*, donc

f . )
e —— est continue sur
LY, et on conclut que

n
Dy est de classe C! sur R*.

2 5 : our tout (z,y) € B
Fixons ¢t € R. Pour tout, (x,y) € R?, g F(i z,y) = (cost)* f"(zcost + ysmt)u(y)- Or, p
I(cost)?f"(z cost + ysint)u(y)| < || |icopt(y).
f(t T) = /(cosf)"’f”(rcost+z/sini)/1( ) dy.

(3
A nouveau, la continuité de 8,,® 4 se démontre comme au 4., en dominant par £ loot (y)-
montre en outre, pour tout (¢, ) € R? :

92
On en déduit que
o ). Cette domination

|02 B s (t, z)| < /llf"llm/l(y)dy = ||7"||oo, donc 7z est bornée sur B2,
La formule du 5a. montre : 0:0y(t,z) = (cost) (4, z).

Los(t,z) = /‘%[(Cost)"‘f”(rc cost + ysint) — x(cost) f'(z cost + ysint)]u(y) dy

donc (sint)Ldy(t,z) = @ /(sint)f”(n: cost +ysint)u(y) dy — z(cost) /(sin t)f'(zcost +ysint)u(y)dy
On remarque 4'(y) = —2ypu(y), puis on intégre par parties (le crochet étant "convergent" et nul) :

/(sin t)f"(z cost+ysint)u(y)dy = [f'(z cost + ysint)u(y) dy +’7/f (zcost+ysint)yu(y)dy = /f Tcost+
ysint)yu(y) dy.

Finalement, (sint)L®;(t, z) = (cost)?f'(z cost + ysint)yu(y) dy — (cost) /a:sin tf'(xcost +ysint)u(y)dy =
(cost) /(:z: sint — ycost) f'(z cost + ysint)u(y) dy = (cos )0, D (t, ).

Le membre de droite ne dépend pas de ¢, on va montrer que le membre de gauche est constant.

Notons, pour tout t € B, G(t) = /(I) (t,z)p(z) da.

Pour tout & € R, £ — d(t,z)u(x) est " sur R, de dérivée ¢ = 0,0 f(t, 2)p(2).

Or [0:%(t, )| < / (=l + [yDIIf Nloon() dy = Alz| + B avee A = ||f']|o et B = lIf’Ila:/lylu(y) dy. On en
déduit la domination : |9,D,(t, z)u(z)| < (Alz| + B)u(x). Cette fonction est intégrable, donc G est de classe
Clsur Ret G'(t) = /0,(1' (¢, z)p(z) dz.

Pour ¢ # 7 [r], on a donc, d’aprés 5c. : G'(t) = /(tant)L(I'f(l‘,:v);t(m) da.

—

Avec 3a. puis 5b. : [ LO(t,2)pu(z)dz = —[y )00 (t, )] =
(par |[f]|oo), d’ott G'(t) = 0.

Comme G est continue, on en déduit que G’ est identiquement nulle, done @ est constante.

Or pour tout z € R, ;(0,z) = /f(:):)u(y) dy = f(z), donc G(0) = /<I’f(0, z)p(z)de = /f(:c)u(a:) da

3 cos(t)u(x) Py (t,z)] = 0 car Dy est bornée

o



Partie II
ur B2 par ||f]]eo- Comme

6. O : N . T ) iti é
Dy est continue d’aprés 4., et un calcul immédiat montre qu'elle est positive et bornée s ¢ bornée Sur

g A inue e
h est continue sur B, et en particulier bornée sur [0, ||f]loc], on en déduit que 2o @j est contin

R?,
En dominant Pintégrande par @ 5 ||f]|-o/2(), on constate que J et continue, ct un calcul rapide
//l(f(r))p(r) dz et, en posant a = /f(y)/t(y)dy s J(m/2) = //r,(n)y(.’c) dz = h(a).
On peut remarquer au passage : J(0) — J(7/2) = Ent,(V/]).
7. .
2, t —
(7a.) Par croissance de I'intégrale, § < @;(t,z) < ||f]lxc. Or h est C* sur [4, +oof, donc pour tout Z € R,
h(Qy(t, x))pu(a) est de classe C1 sur R, de dérivée :
t = 0,0 (t, z)h'(Ds(t, z))p().
La fonction A est continue, donc bornée, mettons par M, sur [4,]|f]|] et on a trouvé au 5d. dews constantes
positives 4 et B telles que |0, @ f(t, z)W (P4 (t,z))u(z)] < (Alz| + B)M p(x).
D’aprés le théoréme de dérivation, J est donc de classe C? sur R, et avec 5c. :

(cost)7'(t) = [ (costhouy )b (0, z)p(e) dr = / (sint)LO; (¢, 2)[1 + In (¢, 2)]p(z) do.

montre J(0) =

sint
Comme't est fixé, on applique 3a. 4 z — ®(¢, ), donc (cost)J'(t) = / £2—)81 [()0:2(t, 2)]-[1+1n 2;(t2)}dz.

ax(bf(t’ x)[t(z)az(b(t1 I) dx) =

- sn;ﬂ ([u(m)a:<b(t,x)(1 SR G B yreRes) 8

1

On intégre par parties : (cost)J!(t)

sint [ 9,%(t, )2
T m—p(r) dz.
L'intégration par partics est bien licite car pour tout (t,z) : [1(z)dz2(t,z) (1 +In ®(t,z))| < 1 £ lloo M p(z), ce
qui entraine la convergence et la nullité du crochet.
(7b.) Notons que f étant minorée par § et f’ bornée, la fonction g est bornée et gu est intégrable. On ﬁx?j (t,z).
Les fonctions y — /f(zcost +ysint)u(y) et y — \/g(zcost +ysint)u(y) sont L2 donc leur produit y
|f'(zcost +ysint)u(y)| est intégrable, et d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

dp(t,x) = (/f'(ICOSHysiﬂi)#(y) dy>2 pS (/If’(ICOSHysiDt)l#(y) dy)g

2

= (/ Vf(zcost +ysint)u(y)/g(z cost + ysint)u(y) dy)
< /f(a:cost +ysint)u(y) dy/g(:v cost +ysint)u(y) dy = @(t, ) - Dy (¢, ).

) tant [ 0,0(t,z)? sin(2t) [ @ (t,x)?
T o JN() = ——— At S At AN dr = — i
(7c.) Pour tout ¢ €]0,7/2[, en appliquant 5b. : J'(t) 2 %; 7)) u(z)dz . / ey u(z)dz

On constate J'(t) < 0 et d’aprés 7b. et 5d. : [J'(¢)] < smft) /cl)g(t,:c)u(z) dz = # /g(a:)u(a:) dz.
| N i sin(2) . 1
Comme J est de classe C' sur R, J(0)—J(7/2) —/ =J'(t)dt < fg(:z:)p(m) dx/_-l_dt = Z/g(z)#(z) dz,
ce qui est I'inégalité attendue d'aprés les calculs doe 6.
8. Comme f est bornée et h continue, h(f?) est bornée donc h(f?)u est intégrable, c'est-a-dire que f admet une
entropie par rapport a f.
Soit § > 0. On pose f5 = 6 + f2, donc f; = 2ff’. En particulier, fs € C? et f5 > & et on peut appliquer les
résultats de 7. a f;s.
fgﬁ B 4f2f12
fs 6+

D’aprés 7c. : /h(6+ F@))ulz)dz — b (/((5 + f(z)?)u(z) dx) < /f’(a:)ﬁp(x) dz.

Montrons que les termes du membre de gauche sont des fonctions continues de § :

Pour le premier, si on se restreint & § < 1, on peut majorer grossiérement |h(6 + f(z)%)| par le maximum M
de |h| sur [0, 1+ ||f]|2], ce qui permet la domination : Yz € R, V5 € (0,1], |R(6 + F(z)*)u(z)| € Mu(z), done

6 [ h(6+ f(z)*)u(z)dz est continue sur [0,1].

On pose g5 = < 4f2. On remarque : %/gé(a:),u(rc) dz £ /f’(m)zy(a;) dz.

Pour le second, / (8 + f(z)*)(z)da = 6 + / f(z)*(z) dw, et comme h est continue sur Ry, on peut donc faire

tendre 6 vers 0, ce qui donne I'inégalité demandée.



Partie 111

) X opie d’aprés
9. Posons f(z) = z. C'est une fonction C! a dérivée constante, donc bornée, donc elle admet une entrop P
Ihypothese de cette partie. :

D’aprés 2a. et 1., fm et fm sont intégrables, donc z (1+|z|+ x2)m(:c) est intégrable.

10.
(10a.)

(10b.)

11.
(11a.)

(11b.)

2 = 1.
Supposons (2) prouvée pour des fonctions g € C} telles que /g(m)m(m)d;g =0et /g (z)m(z)dz =1

On pose £ = /f($)77?($) dz et ¢ > 0 tel que 02 = /(f(m) — E)*m(z)dz. En développant, on vérifie que
0% = Var,(f).

. f-E _
Si Var(f) = 0, linégalité (2) est évidente, on suppose donc ¢ > 0. On pose alors g = ———- Il est clair

qe g € C}, /g(:v)m(x)dx =0ct /g(m)zm(x) dz = 1, donc on peut appliquer (2) : 1 = Varn(g) <

%/ lf’gz)l-m(:c) dz, et donc Var,,(f) = o2 < %/If'(rc)ﬁm(x)dx.

On suppose donc /fm =0et /fgm =1.Onfixec>0et f. =1 +¢cf. On va ensuite faire tendre ¢ vers 0.
2
D’une part, on.développe : /(]_ +£f(m))27n(a:) dz=1 +2£/f(.z)m(z) dx+52/f(27)2m(-73) dz =1+¢*, donc

h </(1 +5f(-’L‘))2m(-'c)dm> =h(1+€%) = (1+%)In(1 + 2) ~ &2,

) . 2 3 3
D’autre part, on considére le développement limité 2(1 + )2 = 2(1 +y)2In(1 +y) = 2y + 3y° + y°0(y), ou 4
est une fonction bornée sur un intervalle [—a, +a], mettons par AL > 0.

Pour ¢ assez petit, || f||o < a. et |/£3f(a:)30(5f(.7:))m(3:) dz| < SBM/ |f(z)*|m(z) dz.
On en déduit :

Entm(f.) = /h(l +ef(z))u(z)dz — h (/(1 +ef(z))*m(z) d:z:>

= /2.—:f(a:)u(:c) dx + /3£2f(x)2,u(:c)dz +0(e%) — €2 + o(e?) ~ 2¢?

Or f{ =ef’, donc d'aprés linégalité (1) : Ent+2(f€) < C/f'(:c)'“’m(:c) dz.

c
On fait tendre € vers 0, d’odt 1 < 7 / F(z)*m(z)dz, ce qui est 'inégalité attendue.

On peut remarquer H()) > 0. Par continuité et positivité de 'intégrande, H(\) = 0 entraine m identiquement
nulle, ce qui est absurde pour une mesure,

Pour tout A € R, \H'()\) = /)\f(a:)e’\f(z)m(a:) dz = / h(e)‘f("))m(z)dx et

H()) ln(H(/\)).= R(H(N)).

On pose g(z) = eX/(#)/2 et on reconnait : AH'()) — H(\) In(H(X)) = Ent,,(g).

Orge Cg car f € C',}, donc par hypothése de cette partie, g admet bien une entropie et

Entm(g) < C / (A/zf'(z)e*“z)/?)z m(z)dz < CN*/4 / f'(@)*eM Om(z) do < Cj H(\),

Y

en tenant compte de |f(z)| < 1.

L’inégalité est évidente pour A =0, on va la prouver pour A > 0.
In H(A 7(\) —
Pour tout A > 0, on pose p()\) = HT() Cette fonction est C! sur R et o'(\) = AH'(N) — H()) In H(A <

o1 NH(N =

Ona H(0) = 1 et H'(0) = /f(a:)m(x)dx Comme H est C! sur R, on a au voisinage de 0 : H()\)
1+ H'(0)A + (), donc ¢()) tend vers H' (0) quand A — 0. On prolonge ainsi  par continuité en 0.

Soit A > 0. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]0, A[ tel que o(A) — (0) = ¢’ (e) < %A,
done In H(X) < AH'(0) + CA2/4, c'est-a-dire :

H) < exp <,\ / f@)m(z) dz + CA2 /4) .

4




12, 0
“. N e \ " ' 5 \ .
¢ peat pas appliquer divectement 11, ear [ @ = @ w'est pos bornce. On pose done, pour n € N*y fo :

© = nAretan(e/n), Pour tout n, Juw est- bornée (par nr/2), de classe ¢, el Vo € R, f! () €[0,1],

doue Ju vérifio les hypothdses de 11, On pent done éerirey pour tout A > 0 :
\'\fn & " n

l/‘L (l)“'(-")‘l-" Sexp <:\ /fn(.’l.‘)l”(ﬂ?)(l.’l! o (.}',\*/-I>.

En utilisant 1inepali - < impai :
Y (lll}lllhl\nl UVinégalité |Avetan(a)] < |a| (ear Arctan est concave sur .. ¢l impaire), on remarque pour tout (n, z):
: n(@Im(@)] < Jajm(a). Cotte fonetion est intégrable (domination), et comme pour tout z, fu(z) = 2 quand n tend
IS 400 (convergence simplo), le théoréme de convergence dominée assure (via la continuité de I'exponentielle)
que le second membre tend vers S = exp <,\ /:nm(:n)fl:v + C,v,\2/4>.

Soit £ > 0. Pour n nssez grand, on a done

/\C-\In(‘l‘)

= 1+ 22/n?

ma)da < 9 e,

i . b
Si on fixe deux réels o < by In positivité de @ - eMo@m(z) permet déerire / MO m(z)dz < S +e.

> r o B Q€ s . N
Pour € [a, 0], M@ () tend vers eMm(x) (convergence simple) et 0 < eM»Fm(z) < e**m(z) (domination),
cette dernidre fonetion étant continie done intégrable sur [a,b]. Par le théoréme de convergence dominée, il vient :

b
/ eMm(a)de € S e
va
Comme ceci est vrai de tout segment [a,b], la fonclion z — e*m(z), qui est positive, est intégrable sur R, et
\'\‘ . -~ O . . . . 9 . °, 0
em(x)de < S+ e, Ceci ttant vrai pour tout € > 0, on en déduit /c'\”m(z) dz < S, ce qui est I'inégalité
attendue.
13.
(13a.) Soit A > 0. Pour tout = € [a,+00[, 1 < AME=0) = o=AaAT oy d'aprés 12., £+ eF est L' et :
+oo 0 +o0
/ m(z)de < / M=V (z)da = ¢ /c’\’m(z)dz < exp(A\(M — a) + CA?/4).
[ Y a
En dérivant I'argument de I'exponenticlle, on constate qu'il admet un minimum pour A = 2(a — M)/C. Pour

cette valeur de A, on obtient I'inégalité demandée.
(13b.) Notons que z + ¥ m(x) est continue sur R, il suffit donc de justifier I'intégrabilité au voisinage de +o0.

+00
On remarque que, comme m est continue sur R, I'application z — — / m(t) dt est une primitive de m.

T
On fixe a < 1/C comme dans 'énoncé et @ > M comme dans la question précédente. On intégre formellement
par parties :
+00

+00 2 . [t +o0 > +00
/ e m(z)de = [—e‘” / m(t) dt} +/ 2aze®® (/ m(t) dt) dz.
a T a a T

+00
D’aprés 12, pour 2 > a < M : 0 < e‘”'/ m(t)dt < exp|(a = 1/C)z? + 2Mz/C — M?/C), qui tend vers 0
xT
quand = — +o0 (car a < 1/C), ce qui montre que le crochet est bien convergent.
Fixons 8 €]a — 1/C,0[. On vérifie (croissances comparées) qu'au voisinage de +co : zexp[(a — 1/C)z* +
oMz/C — M?/C] = o(ef™"). Ceci assure la convergence de la seconde intégrale.

+00
;2 . 2 . . e
On en déduit que / e m(z) dz est convergente, done la fonction & +— ¥ m(z) est intégrable au voisinage
a

de +o0.

—-a

"

Etudions le cas de —co. Par un changement de variable évident, / e mn(z) dz converge si et seulement si
—00

+00 2
/ e** m(—z)dz converge.
: .

Or my : « = m(~—x) est une mesure (clair). Vérifions qu'elle satisfait '"hypothése du III.

Soit f : R — B une fonction C? de dérivée bornée. On note fi : &+ f(—z), qui est également C?, de dérivée
bornée. D’aprés P'hypothese de I, f; admet une entropie par rapport a m, donc z + h(f(—x)*)m(z) est L.
On en déduit que z — h(f(z)?)m(—z) est L}, donc f admet une entropie par rapport & m;.

De plus, Ent,,(f1) < C / fi(z)*m(z) dz. Le méme changement de variable assure que Entp,, (f) £ C / F(z)*my(z) ds

On en déduit que les résultats prouvés ci-dessus s’appliquent & la mesure m;. En particulier, pour a 2

+00 “ =6
/rm(—a:) dz = —M,/ e*® m(—z) dz converge, donc/
a

-0

2 N 2
€%* m(z) dz converge. Finalement, z — e** m(x)

est intégrable au voisinage de —c0, et done sur R.




14.
(14a.)

(14b.)

15.
(15a.)

(15b.

~

16.
(16a.)

Partie IV

inue et strictement
) . e est continu
Analysons la situation : I{ = / p(x) da est une constante strictement positive car P

: = Kt+Kj.
: o ' = K, soit P(u(t)) = K
positive. Si on note P une primitive de p, on peul écrire I'égalité sous la forme P(u) () = P~ (Kt+Ko).

S . . Y a écrire U

Comme p > 0, ses primitives sont strictement croissantes, donc injectives, on pourre tende vers —oo en 0 et +00
Nécessairement, u est strictement croissante (par composition), on veut donc que

en 1, cest-d-dire que P tende vers 0 en —oo (done Ko = 0) et I{ en +c0.

T

vanplication P est bien définie
Ces remarques informelles amenent a poser, pour & € R, P(z) = / p(t)dt. L applica

—-00

. . . Ses limites en —o0 et
car p est intégrable, c'est une primitive de p, donc elle est strictement croissante sur Rroque = .
+00 sont respectivement 0 et K, donc elle induit une bijection de R sur ]0, I{[. Sa récip
C' car P’ = p ne s'annule pas. feni
. - T 1[ sur R, et un calcu
On pose donc, pour t €]0, 1], u(t) = P=1(It). Par composition, u est C*, bijective de JUB ’
. K K
direct donne v'(t) = .

p(P7HIKY)  plu(t))’
D’aprés 14a., pour tout ¢ €0,1[: (/p(v;) d:c) </q(%)dl> =P(U(t))Q(U(t))“I(t)vl(t)'

Notons que les quatre facteurs sont positifs. On considére les racines carrées des deux me

D’apres I'hypothése (4) : V) Va(v(t) <r (ﬁjv_(t)_)

2 2 PR IO TR S / <

Rappelons que pour tout (a,b) € R? : lab| < ¢ ;b , (vient de (Ja| = |b])? = 0). On en déduit : \/u (B)v'(t) <
u'(t) +0'(t)
- .

y4

Finalement, \/ ( / »(z) dx) ( / a() dm) < (mn;m) ‘ u’(t);rv’(t).

On intégre les deux membres sur 10,1], en tant que fonctions de ¢. Le membre de gauche est constant, donc
inchangé par cette opération.

3 u(t) + v(t . . . :
Considérons w : ¢ €]0,1[— w C’est une fonction C', strictement croissante (somme de fonctions
strictement croissante). Comme u et v tendent toutes les deux vers —oco en 0 et +o00 en 1, il en va de méme
pour w, qui définit une bijection croissante de |0, 1] sur R.

1 ! !
Par changement de variable, on a done : / r (u(t) -;—v(t)) () ; AL dt = / r(z) dz, et on obtient finale-
0

ment l'inégalité (5).

Siy € A, le premier membre est nul et I'inégalité est évidente.
Siy € A, alors d(z,A) < |z —y], donc Td(z, A2 -2 -2 < (z—y)?/2-22—y2 = —(z +y)?/2 et on obtient
I'inégalité demandée par croissance de exp.

L'inégalité de 15a. ressemble fort a (4). Il suffit en effet de poser p(z) = exp(d(z, A)?/2 — z?), q(z) =
14(z) exp(—z®) et r(z) = exp(—z?) pour obtenir trois fonctions positives, continues par morceaux, intégrables
sur R et vérifiant (4). On applique donc 14b. :

/exp(d(z, A)?/2 — z?)dz x /1,1(.'5) exp(—z?)dz < (/ e:\p(—mz)dm>2.

En divisant les deux membres par 7, puis en intégrant le membre de droite, il vient :

[ esplate, 47 23tz dox
/1_4 (z)pu(z)dz = p(A)/exp(d(z,A)z/Q)u(z) dz < 1, ce qui est I'inégalité attendue.

N 1k ook . )
On note A =’U k=1 1" ott I* est un intervalle et N un entier naturel non nul. Par double inclusion, on montre
que A, = J;_, IF
S'il existe k tel que z € If, alors d(z, A) < d(z, I} <t,donc z € As.

Reéciproquement, supposons z € A,;. On se donne une suite (a;) d’éléments de A telle que d(z,a;) — d(z, A).
Comme A est une réunion finie dintervalles, il existe an moins un intervalle I* qui contient une infinité de
termes de cette suite. On en déduit d(z, I*) < d(z, A) < t, donc z € IF.

On vérifie maintenant que si I est un intervalle, alors I; est encore un intervalle.

Si I est vide, alors I, = R. On suppose donc I non vide.




(16b.)

Fixons

. <w<yavecw,y€ ;.
! 3 s sw € [

Supposons qu'il existe a € I tel que a < w. On a alors deux cas : s'il existe beltel que‘w < b, jatlr(;r T

et d(w, 4) = 0 < ¢; sinon, I est situé a gauche de w, donc d(w,I) < d(y, 1) < t. On procéde sydme ;1 pir

s'il existe a € T tel que a > w, en considérant cetle fois la position de z. Finalement, w € Iy, donc It

intervalle, ce qui montre que A; € Int pour tout ¢ > 0.

Six ¢ Ay, exp(d(z, 4)2/2) > exp(t2/2), douc (1 — 14(z)) exp(d(z, 4)2/2) > (1 - 14(z)) exp(t?/2), puisque les
eux membres sont nuls lorscue z € A.

En multipliant par p(z) et en intégrant, il vient : /(1— 1a(z)) exp(d(z, 4)*/2)u(z) dz 2 axp(t”/2)(1=ulAd))
D'autre part, on majore 1 -1, < 1 et donc d’aprés 15b. :

/(1 ~ La(e)) expld(z, A/2)u(z) dz < / expld(z, A)2/2)u(z) dz < ;—t(_lA_)’ d’o I'inégalité attendue.

EDB



