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Il est demandé aux candidats de souligner les résultats obtenus. La précision,
la concision, la rédaction et la présentation des démonstrations seront des éléments
essentiels d’appréciation. Aucun raisonnement incomplet ne sera pris en con-

sidération. Tout manque de rigueur sera sanctionné.

Dans tout le probleme, R désigne le corps des nombres réels et N 'ensemble des entiers
naturels. On note R", I’ensemble des vecteurs (z1,...,2,) & coordonnées réelles.

Pour z et y dans R", z - y désigne le produit scalaire canonique de z et de y, c’est-a-dire
que 'ona z-y=3¥", z;y;. De méme, ||z|| désigne la norme euclidienne de z, c’est-a-dire
que l'on a ||z||? = £, 22

On note M, (R), I'ensemble des matrices carrées de dimension n & coefficients réels.

Une matrice A = (a;;) de M,(R) est dite bistochastique si, pour tout couple (z,7)
d’éléments de {1,...,n},onaa;; 20, "h_, a;p = Ly s; = L.

On note B,,, ’ensemble des matrices bistochastiques de dimension n.

Une matrice A € M,(R) est dite de permutation si elle est bistochastique et si tous ses
coefficients sont égaux a zéro ou un.

Pour tout couple de réels (7,7), on note & ; la quantité égale 2 1 siz = j et 0 sinon. Par

ailleurs, on note e le vecteur de R™ dont toutes les coordonnées sont égales a 1.

La partie II est indépendante de la partie I et la partie IV des parties II et ITI.

I Préliminaires

1) Montrer que si A = (a;;) est une matrice de permutation de M,(R), alors il existe une

permutation o de {1,...,n} telle que pour tout couple (%,;) d’éléments de {1,...,n} on a

a;'] = O'(I'),j'

2) Montrer que si A est une matrice de permutation alors A a un déterminant égal & 1 ou &

—1. Déterminer l'inverse de A.
3) Montrer que le produit de deux matrices bistochastiques est une matrice bistochastique.

4) Montrer que si A est une matrice bistochastique et a un vecteur ligne de A alors |ja]| < 1

et que 1’égalité n'est obtenue que si a est un vecteur de la base canonique-de-R"..

5) En déduire que les seules matrices bistochastiques d'inverse bistochastique sont les ma-

trices de permutation.
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IT Polyedres convexes

Un demi-espace de R™ est un sous-ensemble & pour lequel il existe z € R et o € R tels
ueHd={yeR:z.y<a).

Pour m entier, soit S, = {AER™: TR h=1et);>0,i=1,... ym}. On rappelle que
K C R" est dit convexe si pour tout m, tout A € S, et toute famille (z');=;,._n d’éléments
de X ona 37 Mz € K. Par ailleurs, si L est un sous-ensemble de R", on appelle
enveloppe convexe notée co(L), l'intersection de tous les ensembles convexes contenant L et
onacol)y={r=y" Az':me N,(c) e L™ et A€ S, ).

On dit qu’un sous-ensemble K de R est un polyedre convexe si K est borné et si K est
Vintersection d'un nombre finj de demi-espaces.

On appelle dimension d’un polyédre convexe la dimension de 'espace affine qu'il engendre.

On dit que z est un sommet du polyedre convexe K si z € K et si pour tout couple (y, z)

d’éléments de K et tout A €]0,1[, 2 = My + (1 ~ A)z entraine y = z = 7.
1) Montrer que S, est un polyédre convexe de R™. Déterminer sa dimension et ses sommets.

2) Soit K un polyedre convexe de R™ et soit H un hyperplan de R" avec H = {ye R*:

Ty = o} ol z est donné dans R" et a dans R. On suppose que H N K # @ et que
KN{ye R :z-y>a}=0. Untel H est appelé hyperplan d’appui de K. Montrer que
Yensemble des sommets de H N K est égal 3 I'ensemble des sommets de K intersecté avec

H.

3) Soit k un point de la frontitre de K , polyédre convexe, montrer qu'il existe un hyperplan

d’appui de K contenant k.
4) Montrer que K, polyédre convexe, est €gal & I'enveloppe convexe de sa frontiere.

5) En déduire, par récurrence sur n, que tout polyedre convexe est Penveloppe convexe de

ses sommets,
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III L’ensemble B, des matrices bistochastiques de dimension n
1) Montrer que B, est un polyédre convexe de dimension au plus (n —1)%

2) Montrer, par récurrence sur n, que l'ensemble des sommets de B, est égal & ’ensemble
des matrices de permutation. (On pourra commencer par montrer que si § = (s;;) est un
sommet de By, alors il existe un couple (£, 7) d’éléments de {1,...,n} tel que pour tout k de

{1,...,n}onas;, = bij et si; = 6ix.)

3) Soit d un entier. Montrer que si z = Tm, Nzt avec (z,z),...,2™) € (RE)™H! et A € Sp,
alors il existe K E Sd-l-l et (y")l'=l.....d+1 € (Rd)d+1 avec {ylr e =ley yd+1} - {le yeze ;Im} tels que
¢ =T ny

4) En déduire que toute matrice A de B, se décompose sous la forme 7, X;A; avec A € Sp,

m < (n—1)? 41 et olt les 4; sont des matrices de permutation.

IV Orbite d’un vecteur z de R*

1) Soit z € R™ et deux entiersi et j de {1,...,n}telsquez; <...<z; < ... <z; < ... 2y,
Soit € > 0 et soit y € R" tels que y; = z; + € < 7, y; = T; — € = z; et yx = zx pour tout &k
différent de i et de j. Montrer qu'il existe AYY € B, telle que y = Az,

2) On rappelle qu'une fonction ¢ de R dans R est dite convexe si pour tout entier m, tout ¢

dans R™ et tout A dans S, on a (T Aiti) < Tt Aip(t:). Soient z et y dans R™ et A € B,
tels que y = Az, montrer que pour toute fonction convexe ¢ on a i, ¢(zi) > T, o(y;:).

3) Supposons, a présent, que z et y sont deux vecteurs de R" tels que 2y < ... <znet y <
... < yn et tels que pour toute fonction convexe y on a 31, w(z:) > Tk, @(vi). Montrer
que 'on a alors, pour tout k <n, z1+...+2k Syt tyket o+ F T =Y+ Y.

Lorsque deux vecteurs z et y vérifient ces dernieres relations on dit que y domine z.

4) Soient z et y deux vecteurs de R" tels que 71 £ ... S zn et y1 < ... <y, L'objet de

cette question est de démontrer, par récurrence sur n, la propriété (P) suivante :

(P) _Siydomine z alors il existe A € B, tellequey=Az.

On notera g = Zite=tZn

n
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a) Veérifier la propriété (P) pour n = 1 ainsi que dans le cas général si z; = a ou z, = a.
b) On suppose, & présent, que 2, < a < z, et que la propriété (P) est démontrée pour tout
entier strictement plus petit que n. Montrer que 'il existe k < n tel que z; +... 4z =y, +
<.+ yx alors il existe Ay € By et A,_ € By tels que QE = Agz® et .c?L& = Ap_gz®H
ol z{¥ désigne le vecteur (T1y.-.,7k) et 2R le vecteur (z441,...,2,) (idem pour y).

Conclure dans ce cas.

<) On suppose & présent que toutes les inégalités sont strictes (c'est & dire que z1+. . .+zx <

Yit...tyepourk =1,...,n—1let z; < a < z,,). Soit 7 I'indice de la plus grande coordonnée
de z inférieure strictement & a et j V'indice de la plus petite coordonnée de z strictement
supérieure & a. Soit & le plus grand réel tel que Az est dominé par y. Montrer que la
propriété (P) est vraie si & < min{(a—z;),(z; — a)} (on remarquera que, dans ce cas, A¥z
sature au moins I'une des inégalités).

d) Dans le cas contraire (c’est & dire si & > min{(a — z;), (¢; — a)}), montrer qu'il suffit
alors de vérifier la propriété (P) pour un vecteur =’ bien choisi ayant strictement plus de

coordonnées égales & a que z. Conclure.

5) On note T; Pensemble des sous ensembles I de {1,...,n} & k &léments. Soient z et ¥
dans R*. Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe 4 ¢ B, telle

que y = Az est minjer, 3z < miner, 9 yi et Ty i = T, v
il iel
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Partie | : Préliminaires
1°) Matrices de permutation..
Avec des coefficients égaux a 0 ou 1, la somme de chaque ligne ou colonne ne pourra valoir 1 qui si exactement un coefficient
¢€gal a 1 apparait dans chaque ligne et chaque colonne. Notons, pour une colonne j, le numéro de la ligne dans laquelle on
trouve le coefficient non nul comme (7). L'application o est injective car si o(j) = a(k) = 1 alors la ligne 7 posséde deux

coefficients égaux a 1, ce qui est absurde. L'ensemble des indices étant fini, o est bien une permutation de cet ensemble et le
coeflicient général de la matrice s'écrit Sio(5)-
n ﬂ
2°) Le déterminant de A est, par définition, égal & det A = > e(s) H a,(;);- Quand s coincide avec g, on a [] a,(;); = 1.
SESy i=1
Autrement, I'un au moins des i = s(j) n'est pas égal & o(j), donc il y a un coefficient nul dans le produit.

[Le déterminant d’une matrice de permutation est égal a la signature de la permutation associée.]

Quant & l'inverse, elle est associée & l'inverse de o, car ’application qui & o associe A = (0:0(j)) est un morphisme de groupes
multiplicatifs (cela se voit en écrivant l'endomorphisme de permutation associé a A). En fait, c'est aussi t4 = (8a(iy;) car
dans le produit de I'une et de I'autre les seules “rencontres” possibles permettant un coefficient non nul seraient du type

do(i)jdjoiy =1x1=1. [L‘in\'erse d'une matrice de permutation est sa transposée.)

3%) Nous pouvons remarquer qu'une matrice 4  coefficients positifs ou nuls est bistochastique si et seulement si elle vérifie
AU = U et *AU = U, le vecteur U étant formé de composantes toutes égales a 1. Dés lors, si A et B sont bistochastiques,
AB a bien des coefficients positifs ou nuls, et on a (AB)U = A(BU) = AU = U et de méme {AB)U = 'B'AU = 'BU = U.

E produit de deux matrices bistochastiques est bistochastique. ]

4°) Notons qu'on peut éerire |V|| =WV pour tout, vectem V de R™. Ici, les coefficients de A son tous entre 0 et 1, donc ils

sont plus grands que leurs carrés; donc E a E ai; = 1. Pour avoir égalité il faudrait que tous les coefficients vaillent
: =
0 ou 1 dans la ligne i, donc que cette ligne soit un vecteur de la base canonique.

5°) Le produit de deux matrices A et B se calcule en fait par les divers produits scalaires des lignes de A par les colonnes
de B. Le produit scalaire de deux vecteurs de norme au plus 1 ne dépasse par 1 (inégalité de Cauchy-Schwarz), et ne vaut
1 que si les deux vecteurs sont égaux. Dans le cas de AB = I, on voit que la i-itme ligne de A doit étre de norme 1 et
coincider avec la i-ieme colonne de B. D’aprés la question précédente, il est clair que A est une matrice de permutation.

Partie Il : Polyédres convexes

te

1°) S, est un polyedre convexe & cause de sa définition par un nombre fini d’égalités
et inégalités affines. Il est aussi borné car les A; ne peuvent dépasser 1. Enfin, il est de
n

(0,0,1)

S3 est un triangle

dimension n—1 car inclus dans I'hyperplan affine d’équation ¥ A; = 1 et contenant équilatéral !
i= 1

les n points (0,...,1,0,...,0) qui sont affinement indépendants.

Les sommets de Sn v1ennent d’étre donnés. En effet, si A a une composante A €]0,1],

alors on peut écrire Ay = A;.1+ (1 — Ag).0 d’olt en posant S =1 — )\ :

Ape AL
A= (1= M3, 2kt,0, 250 A) 4 0(0,...,0,1,0,...,0)

6,1,0) v

et A n’est pas un sommet.

En fait, comme le montre la figure ci-contre, S, est I'intérieur d'un simplexe régulier

(3 n sommets) de dimension n — 1 plongé dans un espace de dimension n; en effet,

les sommets qu’on vient de donner sont tous & distances mutuelles 1 par rapport

la distance euclidienne canonique de R™. T
2°) Le role du vecteur z dans la définition des hyperplans d’appui est anecdotique, de méme que la structure euclidienne
qui n’est pas nécessaire. Nous adopterons donc le point de vue des formes linéaires. Ainsi, H est caractérisé par une équation
cartésienne de la forme ¢(y) = a, et c’est un hyperplan d'appui si et seulement si ©(p) € o pour tous les points p de K,
avec égalité pour au moins un point (c’est plus clair ainsi).

¢ HNK est un ensemble convexe, de dimension au plus égale & la dimension de K et & celle de H, soit encore
dim(H N K) € Max(dim(X),n — 1). C est aussi une intersection d'un nombre fini de demi-espaces, car on peut considérer
que H est ainsi obtenu: H = {z / p(z) > a} N{z / p(z) < a}. Cest une partie bornée car J l’est. En réalité, il s’agit
d'un compact parce que les demi-espaces sont fermés, toute intersection d'une collection de fermés est un fermé et un fermé
borné est compact en dimension finie; mais ceci n’était pas demandé. Ainsi, H N K est bien un polyédre convexe.

o Un sommet de K situé dans H n’est, par définition, d’aucune maniére barycentre de points distincts de H & coefficients

strictement positifs. Il n’est donc pas non plus barycentre de points distincts de H M X & coefficients strictement positifs, et
c’est un sommet de H N K.
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* Réciproquement, soit un sommet z de H N K. Montrons que Cest un sommet de K. Supposons que z soit barycentre de
deux points u,v de K & coefficients strictement positifs, soit z = Au + (1 — A)v. On a alors (2) = Ap(u) + (1= Ae(v) g
Aa+ (1= Na=a (ceci utilise le fait que A €]0, 1]). Cependant, comme = se trouve dans H, on a en réalité ¢(z) = a; des
lors, les inégalités ci-dessus sont toutes des égalités et on a (u) = ¢(v) = @, soit u € H,v € H. Comme o5, ERPPOSS que z
est un sommet de H N K, il vient u = v = z, ce qu’il fallait. On peut exprimer ce résultat de maniére imagee:

&:s sommets d'un polyédre convexe sont exactement les sommets de ses facesj

3°) Rappelons que la frontiére d'une partie est la différence entre son adhérence et son intérieur. Ici, les demi-es.paces ét:_ant

fermés, un polyzdre convexe K = N HY = {z € E /¥, pi(z) < a;} est fermé et son intérieur est simplement l'intersection
1 A1 3 > . . ’” . :

des intérieurs, soit K = {z € E [/ Vi, pi(2) < ai}, donc la frontitre de K est constituée des points & tels que I'on ait

@i(z) < a; pour tout %, avec égalité pour au moins une valeur de i. On voit aussitét que les points de la frontiére se trouvent
tous dans au moins un hyperplan d’appui de K.

4°) On a déja que K contient sa frontiere; donc I’
frontigre de K.

done suivant

enveloppe convexe de K (K lui-méme) contient 'enveloppe convexe de l'a
Réciproquement, soit un point z de K. Une droite passant par z rencontre K suivant un convexe de celle-ci,

3 2 4 . i . s - -
un segment (intervalle fermé et borné comme K ) [u,v). Le point u n'est sirement pas dans l'intérieur de K

puisqu’il a des voisins non situés dans K » il est donc dans la frontiére. Il en est de méme de v, et = est bien dans I’enveloppe
convexe de la frontitre de I.

o 3 b4 - ’ . . - £ ¢4
5°) En dimension 1, un convexe fermé borné est un segment et tout point du segment est bien barycentre des extrémités.
S

upposons qu’en dimension n — 1 tout polyédre convexe soit I'enveloppe convexe de ses sommets. Considérons un polyédre
convexe I en dimension n. Tout point de I étant barycentre & coefficients positifs de points-frontiere (c’est la question
précédente), il suffit de montrer que les points-frontitre sont des barycentres a coefficients positifs des sommets. Un tel point
k se trouve dans un hyperplan d’appui H (question 3); dans cet hyperplan I'hypothése de récurrence s’applique & H N K ;

ainsi, k est barycentre & coefficients positifs de sommets de H N I , qui sont aussi des sommets de K (question 2), ce qu’il
fallait. En conclusion, on a montré que

Les poly&dres convexes sont enveloppes convexes de leurs sommets.)

Ce résultat est faux pour des convexes compacts quelconques, parce que 'ensemble des sommets peut ne pas étre fermé.
P q q P q 1%

Partie lll : Matrices bistochastiques

1°) La définition de By, fait bien apparaitre un nombre fini de formes linéaires dont les valeurs sont soit fixées soit positives
i n
(coefi;(A) = ai; > 0, Li(A) = Zlaij =1, Cj(A) = ¥ aij = 1. Cest bien un ensemble borné parce que les coefficients
j= i=1
sont tous compris entre 0 et 1. Enfin, les formes linéaires L; (1 € i < n) et Cj (1 € 7 < n) sont indépendantes car si
n n—1
AL+ Y v;L; = 0 alors en opérant sur Uy on a successivement Ay, + M=0,m=0,M=0v%=0.Les 2n — 1
i=1 =1
formes donnent naissance & une application 4 — (L1(4),...,L,(4),C1(4),..., Cr-1(A)) surjective, donc de rang 2n — 1,
et de noyau de dimension n® —2n +1 = (n — 1)? > dim B,,. Cependant, B,, contient la matrice J dont tous les coeficients
valent %, et sa direction est contient toutes les matrices de la forme A(4 — J), A étant bistochastique. Soit une matrice B

annulant toutes les formes linéaires L; et Cj; pour p assez grand, tous les coefficients de uB sont inférieurs a % en valeur
absolue. Par conséquent, pB + J est bien bistochastique. Ainsi, la direction de B,, est exactement Uintersection des noyaux
des formes linéaires L; et Cj.

2°) Déja on constate que toute matrice de permutation est un sommet de 5, puisque les coefficients nuls ne peuvent étre
dans un segment Ju, v[ avec u > 0,v > 0, et de méme pour les coefficients égaux & 1.

Réciproquement, procédons par récurrence. En dimension 1 il n'y a rien A faire. Supposons que tout sommet de B,_;
soit une matrice de permutation, et soit un sommet A de B,. Si tous les coefficients de A sont inférieurs & 1, considérons
an1: dans la premiere ligne et la il doit y avoir au moins un autre coefficient non nul (pour pouvoir atteindre un total égal
a 1). Soit donc (1) = 1,p(1) =1 et (2) tel que 0 < ag(yy,(2) < 1. Dans cette colonne il doit exister au moins un coefficient
ag(2)p(2) non nul, donc compris entre 0 et 1 strictement. Dans la ligne 0(2) il va exister de méme un coefficient a9(2)(3) €]0,1]
et ainsi de suite. Ce processus, dans I'ensemble fini des indices, va nécessairement revenir sur I'une des lignes et 'une des
colonnes déja vues (et on le flera des que possible si on a le choix). Cela peut étre néanmoins assez long, comme le prouve

1
2 2 0
la matrice bistochastique % 0 % . Quitte & transposer la matrice, ce qui ne change aucunement le probléme, nous
11
0 2 2
) =

pouvons supposer que 'on a ¢(p) = ¢(g) avec p < ¢ et p, ¢ minimaux, 4(p),... ,8(g — 1) tous distincts, soit encore

() e €10, 1[, Comye(o+1) €10, 1, - -+ Qo(g-1)p(g-1) €]0,1[; @g(g-1)p(q) €10, 1]
(dans la colonne de numéro ¢(p) = y(g) on a bien deux coefficients non nuls, dans les lignes 8(p) et #(g—1)). On a ainsi obtenu
g—p lignes et g—p colonnes “bien disposées”. On choisit alors € > 0 assez petit, de sorte que I’on ait encore o (k)p(k) e €]0, 1[
et ag(k)p(k+1) T € €]0,1[ pour tout k € {p,...,q — 1} - c'est possible puisque tous ces coefficients sont strictement compris
entre 0 et 1. Soit alors la matrice B(e) obtenue en remplagant dans A les coefficients ag(r),(x) PAT Gak)p(k) + € €t (k) p(k-+1)

DPar ag(k)p(k+1) — € (toujours pour k € {p,...,g—1}). On a bien B(+e) € B, et A = %(B(s) + B(—¢)). Cette égalité contredit
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l'hypothese‘(.jl est un sommet). Ainsi, il dojt exister au moins un coefficient de A valant 1, co
sa colonne 3 gtre remplies de 0 ailleurs. ,

Comme 13 permutation des
revient 3 multiplier A4 3
’écrire)

qui oblige anssitat sa lipne o
lignes et des colonnes d'y
gauche et A droi
» IOUS pouvong supposer que l’on
premieres lignes et colonnes est encore bist
de permutation et A aussi, ce qui

e matrice bistochastique redonne une matrice
te par des matrices de permutation)

A an, = 1. Dans ces conditions, 1
ochastique et sommet de B
achéve la preuve. En tenant compte

@ute matrice bistochastique est une combin

3°) Cette Question revient & un célebre thé

bistochastique (cely
» et conserve la notion de sommet. (il fay
a sous-matrice A’ de A oblenue par les no— |
n—1. Par I'hypothése de récurrence, A’ est une matrice
des résultats de la partic précddente, on a montré

aison convexe de matrices de permutation, '

que

oréme, que nous formulerons dans un langage plus géométrique.
Théoréme de Carathéodor

Y. L'enveloppe convexe d’une partie § de R
positifs ou nuls des parties de

est I'ensemble des barycentres i cocflicients
S ayant au plus n + 1 éléments.

m

Preuve: Supposons quexr =3,
0

m

Aigiavee \y >0, Y N =1letm>n. Les vecteurs (zg — 2y, ..., 20 — &) sont alors lids
i=0

m m m
par une égalité du type 3 +; (zo — 7;) avec au moins un 7 non nul. Posons 79 = =3 43 on a alors ¥ vz = 0 avee
1 1 0

I = {i|y; > 0} 5 0. Soit alors ¢t = Min M On a

m
Ai =t = 0 pour tout 1 (avee méme un cas de nullité) et Y hi—ty) =1
el 0
m ..
d'ott z = 3 (\; — t9;) 2, relation du méme type que la premitre avec (en dépit des apparences) au plus m cocfficients
l=0 1 - 4 " T4l
strictement positifs. Par récurrence descendante, on est ainsi conduit & une expression mettant en jeu au plus n + 1 vecteurs
de R™,

4°) 1l ne reste plus qu’a combiner toutes les questions antéricures pour avoir le résultat,

Partie IV : Orbite d'un vecteur

y ] ;= r).
1°) Quitte & effectuer une permutation sur les composantes des vecteurs, nous pouvons supposer que 'on a i =1 ct j=2

o l-a
1-a «
Cherchons Al'? sous la forme 1 , les coefficients non marqués étant obligatoirement nuls. On a
; ¥ >0
dés lors on posant z = Alz: z = ary + (1 - a)rg et 2z = (1- c.r):zl + aza, d’m'l =21 = (1- a_)(fg _'fle)nc/om
et 20 — 22 = (1 — a)(z; — 22) = —(21 — 21). Donc on aura z; = y; si et seulement si (1 - a)(za—z1) = ¢, soi
£

l—a= < €]0,1] de par les hypothéses posées, d'olt a € [0, 1[. |
T2—T1 . s S . — nt, i
2% Siy=Azr,onavy; = Za.ij:cj d'ot p(y;) < ?aijc,o(wj) par convexité de ¢ et du fait que ZG‘J 1. En somma;
i

J
vient
> o(y) < Y aijelz;) = E(Z aij)‘P(xj) =2 wlz;).
i i,J Joti J
3°) On peut déja appliquer I'hypotheése posée avec p = id et = —id; il vient aussitdt y
TL n

> yi= Y, «;. Pour aller au-dela il nous faut des fonctions convexes simples. La plus commode &
1= 3-
=1 J=1

: Tose _ a=t+|a—t
d’emploi est la fonction “rampe descendante”, définie par ro(t) = Max(a — ¢,0) = —é——]-

(cette derniére formulation prouvant la convexité & partir de celle de la valeur absolue); On a

= 0 a x
déslors Y a—-x:i2 ) a—vyi

b — isi = vi —¥Yi 2 T1 — Y1, ce qui est contradictoire.

: i nsa=z. lvient0>2 ¥ zy—yi>z1-y,ceq
Supposons d’abord que I’on ait z; > y1, et choisisso 1 2 g
k k k+1 k+1 tte inégalité impose Txer > gias

, ¢ S <Yy, etquelonait 3 2 > 3 yi; cette inégalité imp k+1 c+1

Plus généralement, supposons montré que Z i & ?:‘1 Ui, et q & P

Choisissons a = zf41. 1l vient

k
3 ~v)
: =1y — Th41— Vi) + (Tr1 = i) 2 T — Y1 + 2 (Trs1 — Wi
Y- z) 2 Y (Terr—U) =Tk yk+1+i§1("’k+1 vi) z il i=1
i=1

[y /yt < k+1
1/Yi<Tk41 ’Li 4 .I
- E —_ = — 'E 1:1,‘ -+ S i [ H d l,iné 'lhté au rang k + 1.
x + g T;) = i P < 0 ce qui est absmde, onc on a £a 5
soit encore 0 S k+1 yk-}-l ; l(yl l) = t ;E] Yi

a F() n= I on a juste A = e' = 'y r1 = a, le ])l 1S petlb (les ]l()II).bleS étant & ala lll()}eﬂne ces nombles
gal 1 y
1 1- S] L1 N

g = i égale 4 a. On a enco! > z1 = a, donc tous les y; sont
sont tous égaux. Ayant Y y; = Y z;, la moyenne des y; est aussi égale a a. encore yy = 1 ;
: = = . .
ou égaux A ai 1 it és lo = onvient. Le méme raisonnement fonctionne si
3 it i yen s lors n convient.
éri g c et en fait ils valent a (moyerine). D ’
supérieurs o 5 A=1]
Tn, =a.

m96em2ca.tex EN E 199 Math II - Corr ge - Matrices bis q y pag
SA 1996 (}V!) fath I tochastiques, page 3



k k n n P P
b) Supposons que #; < a < Tyet 3y = 3 xj. On a aussi > wi= Y =z Linégalité S y; = 3 zj, pour p > k,
1=1 J=1 i=k+1 J=k+1 i=1 1=1

. r )4 1 sqen 2 13 .
devient par soustraction de I'égalité figurant en hypothese vz v xj. Ainsi, on a la possibilité l'appliquer la
i=k+1 j=k+1

Propriété (P) tant sur le k-uplet 2% = (z1,..., ) que sur le (n — k)-uplet g = (Th41y-+ 1 Tn). On en tire des matrices
. - ‘ . _ A, 0
bistochastiques Ay et Ap_y telles que y®) = A z®) et v = A2, L en résulte y = Az avee A = ( OA A k)’
An—k
qui est bien bistochastique.

©) La définition des indices i et J n'est pas trés claire. En fait, on
puisque les ) sont rangés en ordre croissant. Eventuellement, on
Seules les composantes d’indices 7 ot Jde x et 2’ different; 1

a par hypothésc z; < a=zi41 = Tipp = ... = zj— < zj,
aj=1i+1et aucun zx ne vaut a. Soit € > O et 2’ = ALz,
a domination de 2’ par y revient aux inégalités suivantes :

i i i+1 il j=1 j-1
DTk teS DUk L rkt+e< Y kg - Lak+e< Y yk
k=1 k=1 k=1 k=1 =1 k=1

puisque pour Iindice j les deux modifications se compensent et il n'y parait plus. Par conséquent, I'ensemble des ¢ > 0
h

qui conviennent est 0, Min 3 (yx — zx
iSh<j—1

=1

)] On note £ la horne supéricure de cet intervalle. Il est alors clair que l'on a
h h

kz Tk+e= 3" y pour au moins une valeur de J comprise entre { et 5 — 1. I reste & se demander si le vecteur z’ peut subir
v=1 k=1

avec succes 'attaque de la question précédente. A

Cela nécessite que Ti=x;+E<a= Tit; =...<

(7)

Si tel est le cas, et toujours en supposant (P) démontrée pour les entiers inférieurs & n, il existe une matrice bistochastique
A telle que y = A'z" = 4’ Ag7z. Posons A = A’AM : il s'agit d'un produit de matrices bistochastiques, donc d’une matrice
bistochastique, et on obtient bien la propriété (P) pour un tel vecteur z.

d) Dans le cas contraire, ¢ = 7 est trop grand; on va tenter d’en prendre un autre un peu plus petit. On peut poser
g p

€ =Min(a - z;), (x; —a); alors il reste vrai que =’ = Az a ses composantes rangées en ordre croissant, et que y domine
z'. On n’a plus d’égalité “intermédiaire”. On remarque cependant que I'on a par exemple € = a—z;, donc que z; = z;+z = q,
c’est-a-dire que le vecteur z/ possede au moins une composante égale & la moyenne. Si I’on remplace z par z’, on se retrouve
dans une situation tout-a-fait analogue a ceci prés que le nombre de composantes €gales & a a strictement augmenté. Si
le vecteur 2’ se met a vérifier le test (T), on aboutit et il vient y = A"z’ = Az, Sinon, on recommence, et on augmente
ainsi incessamment le nombre de composantes égales a a dans z, tout en conservant les autres exigences (composantes bien
rangées, domination par y, image de z par une matrice bistochastique). Ce processus va soit aboutir & la satisfaction du
test (7), soit au vecteur de composantes toutes égales & a: on a traité cette situation en 4°a. En conclusion, y est toujours
I'image de = par une matrice bistochastique, ce qu'il fallait.
5°) Orbite d’un vecteur..

Envisager I'orbite de 2 de R™ sous l'action des matrices bistochastiques, c’est faire agir celles-ci sur z et considérer 1’
des images obtenues.

s Solent z,y deux vecteurs de R™. On peut considérer des permutations ¢ de £ et ¢’ de y qui aménent des vecteurs
2’ = (25(:)) et ¥’ = (Yor(s)), ayant leurs composantes rangées en ordre croissant. Les sommes des composantes ne changent

pas, et notamment 'on a }\g;fn Yoxi= }\25}1 >« et de méme pour y. Cependant, pour un vecteur tel que z’ la plus petite
kgl ki€ ]

cet effet, il suffit que ses composantes soient rangées en ordre croissant.
T = x5 —&. Cette condition équivaut a celle que I'énoncé propose, a savoir
&< Min(a - z;), (z; — @)

ensemble

k
somme possible de & composantes est obtenue avec les k premiéres, soit l\gin > xi =Y z}. D'autre part, on a 2’ = Pz, P
kier i=1
étant une matrice de permutation, ainsi que §' = P'y. Siy/ = A'z’ alors y = P'-1A'Pp et A = p'-14'
bistochastique. Inversement, si y = Az alors ¢/ est image de z par une matrice bistochastique.
I’étude sur 2’ et /.

P est une matrice
Ainsi, il suffit de poursuivre

n n
* Supposons que ¥ = Az’. La propriété Yz} = 3 y! provient du fait que les colonnes de A ont pour somme 1. La
i=1 i=1
k k
propriété 3° z; < 3y} résulte de la combinaison des question 2 et 3 de cette partie.
i=1 i=1

¢ Supposons que ¥’ domine z’. La question 4 montre que y' est image de = par une matrice bistochastique, d’ot1 le résultat.
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