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ECOLE POLYTECHNIQUE
CONCOURS D"ADMISSION 1982 _
PRENIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES (4 heures)
- n

OPTION W™

Pour toute série S a termes complexes o (n€N),onnote s = . .'2:.0 a, la somme particlle de
n =

rang o et O = 1 b s, la moyenne arithmétique des n + 1 premisres sommes

n+lk=0 k

particlles.

Dans l'ensemble des séries S, on envisage les sous-ensembles :
§ coastitué des séries S convergeant dens € ;
1 : .

S constitué des séries S telles que la suite (0 ) ~ converge dans C ;
2 : : n nEN
S coostitué des séries S telles que la série entizre de cocfficients a ait un rayon de conver
3
+
égal 3 = 3 D définisse sur 1 =1,11
geace 2u moias égal & 1 et que de plus sa somme f(x) = £ a x s
n=20
une forction f ayant dans € une limite, notée £, lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures.

1°/ Euwdier, du point de vue de I"appartenance & 51 ' 52 et 53 , [a série Sl de terme

général a = (=1)".

2°/ Ewdier, du point de vue de |'appartenance a Sl , 9 et 53 , la série Sz de rerme

2

3

général a = (=1 *'a.
39/ Etablir l'inclusion 51 c Sz ,

4°/ Soit S€3 .
. 2 +e=

2 ri6 . n
a) Erablir la convergence pour tout X € 1=1,1[ delasérieentitzre = (n+1) @ X
3 S
+ o + o
o . g . n. ...
puis de la série entiére ¥ s x" . En déduire une expression de T a x a I'aide de
n
n=20 n=20

la somme g(x) de la premiére de ces séries cntiéres.

b) Montrer que S appartient a 53 et que, lorsque x tead vers 1, a pour limite

. . cui a .
la limite o de la suite ( n)nEN

50/ Résumer, cn termes d inclusions entre S, 51 ) , les résulats obtenus
1 3

jusqu'ici. Comment ces résultats se modifient-ils si I'on se restreint aux sérics S & termes
. s 3 :
a, positils ou nuls ? i

Dans cette partie, on considére une série $ fixée, appartenant a 8 _, de terme général

réel a et telle qu'il existe unréel A vérifiant l'inégalité na < A pourtout n€ N.
n n

De plus, tous les polyndmes envisagés seront a coefficients réels. Enfin, dans le calcul
de x" pour.x €)=1,1[ et n € N, on conviendra que 0° = 1.

d
1°/ a) Soit p(X) = 3 @ Xk un polyndme de valuation strictement positive.
k=1

.../.-.



~39—
2=
Montrer que la séric = a P (x™) converge pour tout x € J =1, 1[ ¢t caleuler, lorsque
n=20
x tend vers 1, la limite de sa somme a I'aide de £ et d'une valeur prise par p en un point
qu'on préciscra.
& k = - e n ., n
b) Soit q(X) = X ﬁk X" un polyndme. Monter que la série Zo x q(x)
k=0 n =

converge pour tout x € 1-1,11 etcalculer, lorsque x tend vers 1, la limite de
+ o
(1 = x) X x" q (x") & I'aide d'une intégrale portant sur q .

n=20

2°/ On admet que pour toute fonction @ numérique continue sur [0, 11 il existe'une
suite de polynGmes convergeant vers @ uniformément sur {0, 1]. En déduire que pour toute
fonction ¢ numérique continue sur {0, ¥ ¢t [ £,1] ctadmerant unc limitc 2 gauche au point

ct pour tout € > 0, il existe deux polyndmes q et q  tels que .
1 2

ql(x) < ¢(x) <€ qz(x) pour tout X €e(0,1] awecj1 [qz(x)-q!(x)]dx\< E

i

0

3°/ Soit y la fonction égaled 1 sur [+ ,1] ernutlesur {0, 3 (-
4 oo

a) Montrer que, pour tout x € (0,1 [ , lasérie X a X (x") converge unifor-
n=20

mément sur tout intcrvalle compact inclus dans [0, 1 [.

b) Montrer que pour rout € > 0 il existe deux polynbmes p et p , de valuations stric-
1 2

tement positives, tels que P, (1) = P (1) etque b, (x) - p (x)
px (x) € y (x) < pz(x) pour rout xe[O,l]avecj‘ (1 =% dx <€ €.

0

¢) Etablir que pour x appartenanta [0, 1[ etassez proche de 1, les différences

& 2 a (x") et 3 oa p (X" - =T a x(x")
z anx(x y = L n "2 n .

n=0 n=20 n=0 n=20

sont toutes deux majorées par (A + 1) €, eten deduire la convergence de la série S .
+ o .
d) La séric )3 a yx (x ) convergest-clle uniformément sur fo,11°?
n
n = 0

4°/ a) Soit S3 une séric appartenant a 55 ,» de terme général téel b et telle qu'il
n

existe un réel B vérifiane I'inégalité nab_ > B pour tout n € N . La série S3 converge-t-elle ?
n
b) Existe-t-il une telle série S , qui vérifie en outre la condition  sup nbn = 4+ ?
3
n€EN
c) Soit S‘ une série appartenant 2 & , de terme général complexe ¢ et telle qu'il
3 n

existe un réel C vérifiant I'inégalité | nc | € C pour tout n € N . La série S‘ converge-t-elle ?
n

d) Existe-t-il une série S appartenanta & , de terme général réel d et telle que
5 1 n

sup nd = - inf nd = +7?
n
n€N n n€N —FIN-
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