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1 Séries entiéres et propriétés additives

Notations, théme du probléme. Soit A une partie de N. On note f4 ou en-
core A(z) la (fonction) série entiére 3" a, 2" avec a, =1 sin € A et 0 sinon,
c’est-a-dire la série entiere 3, 4 2%. L'objectif du probléme est de déduire de
I'étude de f4 diverses propriétés additives de A, et notamment le théoréme
prouvé dans la section 4. Les exemples 1.1, 1.2 et 2.3 ne sont pas utilisés
dans la suite du probléme.

1.1

a) Prouver que est f4 un polynéme ssi A est fini. Quel est le rayon de conver-
gence de fq7
b) Soit B une partie de N. Que représente la série entiére donnée par le

produit f4.fp?

1.2 Un premier exemple : des dés étranges

a) Calculer le polynéme P(z) = (z+22+ - +2%)? et donner sa décomposition
en facteurs irréductibles unitaires dans Q[X].

(E) Trouver deux suites croissantes d’entiers > 1, soit a1,...,aq et by, ..., bg
avec ag = 8 telles que P(z) = (z + -+ + 2%) (2% + .. 4 2b5),
¢) Réaliser deux dés a six faces dont les faces sont numérotées de sorte que
e calcul de la somme des chiffres de deux faces donne les mémes résultat
que celui de la somme des chiffres de deux dés ordinaires, avec les mémes
probabilités.

1.3 Un deuxieme exemple : réunion de suites arithmétiques

Soient ay,...,a, des nombres entiers > 2 deux & deux distincts, b;,..., by
des entiers naturels.
a) Caleuler f = ¥ 50(3h-; 28m+0e) lorsque |2| < 1 et montrer que f




possede un podle non réel.
b) Montrer que N ne peut étre réunion disjointe de suites arithmétiques de
raisons entieres > 2 et deux a deux distinctes.

2 Représentation d’un entier comme somme de
deux éléments d’une partie de N

Soit A une partie infinie de N. Lorsque n € N, on note p(n) le nombre
de couples (a,a’) € A? tels que a + @’ = n, p*(n) le nombre de couples
(a,a") € A2 tels que a+a =neta<ad,p- (n) le nombre de couples
(a,a') € A% telsque a+a’ =neta<ad.

2.1

a) Donner le rayon de convergence R de de Y p(n)z", comparer A%(z) et
2 p(n)2", exprimer ) p*(n)z" et 3 p~(n)2" en fonction de A%(z) et A(2?).
b)) Montrer qu'il est impossible que p*(n) soit constant & partir d'un certain
rang.

2.2

On se donne une partition de N en deux parties A et B de N telle que : (*)
0 € A, le nombre de représentations d'un entier n € N comme somme de
deux élément distincts de A ou comme somme de deux éléments distincts
de B est toujours le méme. Soit z un nombre complexe de module < 1.

a) Calculer A(z) + B(z).

b) Montrer que, pour tout n > 1,

A(R) = B() = (1= (1= )+ (1= 2" JAR") - BE™)

et en déduire A(z) — B(z).

¢) Montrer que P,(z) = (1—z)(1—2%)--- (1=22""") converge, pour 2| <1,
vers la somme de la série entiére 3, e(n)z" ol £(n) = 1 si le nombre de 1
dans I'écriture binaire de n est pair, et e(n) = —1 sinon.

c) Déterminer A et B. Montrer que A et B vérifient la propriété (*) assumée
au départ.

2.3 De nouvelles identités.

Soit A une partie infinie de N, on désigne par #(n) le nombre Lizap())

Donner le rayon de convergence R de Y(n + 1)u(n)2". et pour |z| < R,
calculer en fonction de A la somme de Y"(n + 1)u(n)z".




, . 1 o
O se propose de prouver qu'une estimation yi(n) = C++0(57) avee a > 3/4
impose C = 0, ce vésultat constitue le théoreme d’ l,ulns-l'mhs On suppose
done désormais - en vue d’aboutir & une contradiction - que

p(0) + p(1) v p(n) = C(n+1) +an

avee C > 0, a,, = O(n®) et a < 1/4. Dans tout, ce qui snit, 7 est un nombre
réel appartenant & [0, 1].
|

3 Trois questions préliminaires indépendantes
3.1

a) Soient [a, b] un segment de R. et f une application continue de [a,b] dans
C de parties réelles et imaginaires et y lCSpLLl]VLH)LHL On suppose que T
et y gardent un signe constant. Montrer que fa I/] <2 fa f(t)dt|.

b) Pour €0, 1{, on note J(r) = [ 1me=d0 et I(r) = [T ——e,—,;-cl0 Mon-

trer que |J(7)] £ 7+ 2523 & et en déduire I(r) = O(In(12=)) lorsque 7
tend vers 1 par valeurs inférieures.

3.2

Soient F(z) = 3 upz" une Série entiere de rayon de convergence 1 et r E]O 1[
a) Calculer, pourn € N, f | SR o upr’ett|2dt et en déduire f027' | 528 wrketkt|2dt.

b) Montrer, si les coefficients up sont dans N, que [ |F(re?)|d8 > 2nF(r?).

3.3

Soit 3~ un2™ une série entitre telle que v, = O(nb), 0 < b < 1. Montrer que,

au voisinage de 1— dans R, ) vpr" = O(ﬁm)

4 Preuve du théoréme d’Erdos-Fuchs
4.1 Régularisation

a) Exprimer A2 en fonction de C et des nombres ap. Vérifier qu’il existe
! Cl
C" > 0 telle que, pour r proche de 1, r < 1, A(r?) > L
b) On suppose dans tout ce qui suit que 7 et N sont choisis de sorte que
1—7 2 N > 2. Montrer qu'il existe une constante C” > 0 telle que, pour 7




proche de 1, r < 1,

4 . ) YN
/ IS(reit) A(reit) 2dt > 61'\

¢) Soit N € N*. Lorsque z est un nombre complexe on note S(z) la somme
14z 4--- 4 Y1 Montrer que, pour tout r €]0, 1],

™ IS T it

/ |S(re) A(re’t)|2dt < CN? / df+2 / 1S(re®) Y an(ret)|dt.

1
—= |1 —re¥| =

4.2 Estimations finales

a) Montrer qu'il existe M > 0 tel que pour r proche de 1, r < 1,

+00
T it it\n MVN
/_ 180 3 an(re )t < s

n=0

b) En choisissant r de sorte que Nv1 —r2 = —m, aboutir a la contra-
diction souhaitée.

"But why James, why” ? "For fun, William, just for fun...”
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