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Introduction

Dans tout ce probléme, E désigne un espace vectoriel euclidien de dimension finie n > 0. On
notera (u|v) le produit scalaire des deux vecteurs u et v, et ||u|[ la norme issue de ce produit scalaire.
O(E) est le groupe orthogonal de E, ses €léments sont les isométries de E. Si H est un hyperplan de
E, c’est-a-dire un sous-espace vectoriel de dimension n — 1, on appelle réflexion d’hyperplan H la
symétrie orthogonale par rapport 2 H. Elle est entiérement déterminée par H.

Si F est un sous-espace vectoriel de E, I’orthogonal de F est le sous-espace vectoriel noté F'* de
E défini par:

F'={yeE|Vz€F, (z]y) =0}

Il a pour dimension n — dimF.

Si fi1, f2,--- , fp sont des isométries, on note gr < fi, f2,... , f, > le plus petit sous-groupe du
groupe orthogonal qui contient fi, fa,. .. , f- Onditque c’est le groupe engendré par fi, f2,--- , fo.

Le but de ce probléme est une étude des groupes d’isométries qui sont finis et qui sont engendrés
par des réflexions. Ces groupes sont appelés groupes de Coxeter.

1. Généralités - Le cas commutatif

1. Montrer qu’une réflexion d’hyperplan H est diagonalisable. Décrire les sous-espaces propres.

2. Soit u un vecteur non nul orthogonal 2 H. Démontrer que la réflexion s d’ hyperplan H est
définie par:

Ve E, s(z)=2z - Z(Ilu)u

3. Soit g une isométrie quelconque et s une réflexion d’hyperplan H, démontrer que g o s 0 g~*
est une réflexion. Quel est son hyperplan?

4. On dit que deux hyperplans sont perpendiculaires si I'un contient I'orthogonal de !’autre.
Ils sont donc distincts. Soient & hyperplans Hy, H,,... , Hy deux & deux perpendiculaires et

uy, U, ... , ux des vecteurs non nuls tels que, pour tout z, u; est orthogonal & H;. Montrer que
les vecteurs u,, u, . .. , ux sont orthogonaux. En déduire que £ < n.

5. Démontrer que deux réflexions commutent si et seulement si elles sont identiques ou si I’hy-

perplan de I’une est perpendiculaire a I'hyperplan de 1'autre. Tournez la page S.V.P.
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6. En déduire tous les groupes de Coxeter commutatifs lorsque » = 3. On montrera qu’ils sont

engendrés par une, deux ou trois réflexions, ct on décrira chacun des groupes obtenus (par
exemple 2 |’aide de matrices).

2. Le cas de la dimension 2

On suppose dans cette partie que n = 2, et que E est muni d’une structure d’espace vectoriel

euclidien orienté. Les hyperplans sont alors les droites vectorielles D : dans ce cas, on parlera d’une
réflexion d’axe D.

Soit G un groupe de Coxeter engendré par deux réflexions sy et s; d’axes respectifs D et D, dis-

tincts; on choisit deux vecteurs unitaires d, sur D, et d, sur D,. Soitalors (ey, ¢,) la basc orthonormée
directe de premier vecteur e, = dj ; on appelle 0 le réel de |0, 2| tel que

dz = (cos0)e; + (sin0)e;
1. Donner les matrices de s, et de s, dans cette base.
2. Démontrer que s; o s, est la rotation p d'angle de mesure 20.

3. Démontrer que le groupe engendré par une rotation d’angle de mesure 24 est fini si, ct seulement
si, il existe p, m entiers premiers entre eux tels que 0 = EL

On suppose maintenant que § = Z= ol les entiers p et m sont premiers entre cux. Démontrer
que

" sy=pos, s 0pfos =p™* pourke{0,1,... ,m- 1}
5. En déduire que G coincide avec I'ensemble
Gl = {eapapza' s 1pm—11311p o 31’02 081y ,Pm—l o 51}
On vérifiera en particulier que les éléments de G’ sont bien distincts et que G’ est un groupe.

6. Démontrer que G contient m réfiexions. Préciser les axes de ces réflexions lorsque m = 6.

3. Les familles obtusangles et acutangles

Soit (ry,72,... ,7p) une suite de vecteurs non nuls. On dit que c’est une famille obtusangle si
(r:|r;) < 0 pour tout couple (i,7) ol i # j.

1. On suppose qu’il existe une famille (ry,72,... ,75) qui est obtusangle et qui est formée de
vecteurs qui sont tous dans un méme demi-espace strict: c'cst-a-dire qu’il existe un vecteur ¢
non nul tel que :

vie{L,2,...,p}, (lr) >0

On veut démontrer que cette famille est une famille libre. On raisonnera par I’absurde, ¢n sup-
posant que, quitte 2 réordonner la suite (ry,72,... ,7p), il existe unc relation de liaison de la
forme:

k
Z)«m' = i T
=1

1=k+1




ol les (A;) et les (u;) sont positifs, un au moins étant non nul. Soit v le vecteur défini par cette
égalité.

(a) Calculer (v|v) et en déduire que v = 0.

(b) Exprimer le produit scalaire (v|t) et en déduire une contradiction.

2. A une base (e1,€2,-.. ,€n), On associe la matrice M € M, (R) dont les coefficients m; ; sont
donnés par:

mi; = (eile;)
(2) Montrer que la matrice M est symétrique. Exprimer ‘XM X ou X désigne la matrice
I
I -
colonne _2 . En déduire que M est définie positive.

Tn

(b) On suppose 2 partir de maintenant que les vecteurs (e1,. . . , €,) sont unitaires. Démontrer
que les valeurs propres de M sont dans Iintervalle |0, n[.

3. (a) Alabase ey, e€s,... ,€en), démontrer qu’on peut associer une base etune seule (f1, f2,- -, fn)
telle que:

(elf;) =0sii#7 et (elfi) =1
pour tout (i, j). Cette base s’appelle base duale de (1, €2, - , €n).
(b) Vérifier que I'on a alors :

n

fi=Y (filFi)e;

i=1

(c) Démontrer que si N est la matrice associée 4 la base duale, c’est-a-dire la matrice dont les
coefficients sont donnés par: n;; = (fi|f;), alors N = M~!. On pourra calculer le produit
NM.

4. On suppose de plus que la base (), ez, ... ,€,) est obtusangle. On veut démontrer que la base

(f1, f2,-- - » f») est acutangle (c’est-a-dire que (f:|f;) > 0 pour tout (7, ). Soit A la matrice
définie par:

1
A=1--M
n
ol { est la matrice de I’identité.

(a) Démontrer que A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont dans I'intervalle |0, 1.

(b) En utilisant une série de matrices, démontrer que (/ — A)~! est une matrice dont tous les
coefficients sont positifs.

&(c) Montrer que M ! a tous ses coefficients positifs et conclure.

Tournez la page S.V.P.




4. Les systémes de racines

Soit G un groupe de Coxeter. On note A I'ensemble des vecteurs unitaires u de E tels qu’il existe
une réflexion de G d'hyperplan H, avec u L H. Ainsi, si u est dans A, c’est égalf:mcnt le cas de —u.
A est appelé systéme de racines de G. 1l est fini puisque G est par hypothése fini.

1. Préciser 'ensemble A dans le cas du groupe G de la question 2.5, pour le cas m = 6.

2. Démontrer que A est stable par G, c’est-a-dire que

Yue A, VgeG, g(u) € A

3. On admettra qu'un R-espace vectoriel de dimension strictement positive n’est pas réunion finie

d’hyperplans. En déduire qu'il existe un veeteur ¢ qui n’est orthogonal & aucun élément de A.
On choisit alors un tel vecteur et on pose:

A* = {rea|(t) >0}, A" = {r e Al (1)) < 0}

4. 8i B = {r|,ry,... yTp} €St un ensemble de vecteurs de A%, un vecteur z de E est B-positif

s'il existe des réels { )\, A, ... Ap} tous positifs ou nuls, tels que z = Y Airi. Un vecteur est
alors B-négatif si son opposé est B-positif.

On appelle systéme fondamental de A un sous-ensemble B

tout €lément de A™ soit B-positif, et qui est de cardinal minimal. Montrer qu’il en existe au
moins un. On choisit désormais un systeme fondamental B = {ry,r,,... ,Tp}. Les vecteurs de
A™ sont donc tous B-positifs, ceux de A~ tous B-négatifs.

={ri,ra,...,7m} de A*, tel que

5. Soitz et j distincts de {1,2, ... , p}. Montrer que si \; > 0,4; > 0,alors = = Air; — Ajr; nlest
ni B-positif, ni B-négatif.

6. Sis; est la réflexion d’hyperplan orthogonal a r;, et si ¢ # j, montrer que s;(r;) € At et que
(r:|r;) < 0. On pourra utiliser la question précédente ainsi que la question 1.2. En déduire que
le systéme fondamental B = {ry,r,,... , 7p} est obtusangle et qu’il forme un systéme libre.

1. En déduire que si » € A peut s’écrire r = §°

f=1 MiT; OD un des p; est strictement positif, alors
tous les y; sont positifset r € A*,

Soient (s, 53, - - . , ) les réflexions d’ hyperplans orthogonaux respectivement &

(7‘1,7‘2,... 1rp)
et Go = gr < s1,$2,-..,8p >. On veut démontrer que G = G.

8. Démontrer que si r € A* alors s;(r) € At sauf sir =,
9. Soitr un vecteur de A* \ B ( c’est-a-dire un vecteur r de A+ qui n’est pas dans B).

(a) Démontrer qu’il existe un élément r; de B tel que (rlr) >0

(b) On associe a r I’élément si(r) ol s; est la réflexion associée Ti, €t On pose ug = r,u; =
si(r). Montrer que la répétition de ce procédé conduit en un nombre fini k d’opérations 2
un €lément de B, les €léments intermédiaires u;(j = 0, . .. vk — 1) étant dans At \ B, et
tels que la suite finie (u;|t) soit strictement décroissante.

(¢) En déduire qu’il existe g € Gy tel que g(r) € B




10.

i;ml?(tl:cr que G = Gj et donc qucj p‘our tout groupe de Coxeter, il existe une fan.lil]c obtu-
gle(ry,ra,.. ., r,,) de vecteurs unitaires, contenue dans un méme demi-espace strict, et telle
32‘;3;? E}I)lg’en‘dre par les réﬁe)fions (81,52, . ,8p) O 5; est la réflexion d’hyperplan ortho-
S i Décrire une telle famille dans le cas de la dimension deux et pour la valeur m = 6
de la question 2.6.

3. Le cas de la dimension trois

Dans toute cette partie, on suppose que la dimension de E est trois.

1.

2

Décrire les groupes de Coxeter engendrés par une ou deux réflexions.

. On se donne une famille obtusangle (71,2, 73) de vecteurs unitaires. On note o, 3, v les nombres

de [§, [ tels que
(r1]r2) = cos(a), (ralrs) = cos(B), (rslr1) = cos(7)

Démontrer que a + 4+ < 27. On pourra utiliser une projection sur le plan engendré par deux
des vecteurs.

On suppose que G est un groupe de Coxeter dont le systtme fondamental est 71,72, T'3- Démon-
trer qu'il existe des entiers a, b et ¢ entiers supérieurs ou égaux a 2 tels que:

-—
"

(ralrz) = —cos (2 (ralra) = —eos () () = —cos )

puis montrer que 'on a nécessairement :

Lellhisn
a b ¢

_ En déduire que les trois entiers (a, b, c) ne peuvent rendre, & I’ordre pres, que les séries de
q p Pres, q

valeurs:
(2,2, ¢) ot cest un entier supérieur ou égal & deux.
(2,3,3)
(2,3, 4)
(2,3,5)

_ A I’aide d’une base orthonormée (e, €2, e3) trouver une configuration de trois vecteurs corres-

pondant 4 la premiére série, puis une correspondant a la seconde série.

On peut vérifier qu’il existe des configurations correspondant aux deux autres séries, ce qui
résout le probleme de la classification des groupes de Coxeter en dimension trois. '

Fin de I’énoncé




[CORRIGE CCP MATH 2 - 1999]
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Généralités

. E=H+H*, H est I'espace propre pour 1, H* 'espace propre pour —1.

. Si p est le projecteur orthogonal sur Ru, p(z) = z{ﬁ%}u, de 12 la formule

attendue, car s(z) = = — 2p(z).

. Le cours apprend ce que deviennent les sous-cspaces propres d’un endo-

morphisme diagonalisable par conjugaison: go so g1 est diagonaliijmble,
avec pour espaces propres g(H) pour la valeur propre 1 et g(H~) =
(g(H))* pour la valeur propre —1, de sorte qu’on trouve la réflexion

d’hyperplan g(H).

. Il faut comprendre: la famille (w1, ..., ux) est orthogonale...

Soient 7 # 7; alors u; € H;L C H;, donc (ui]u;) = 0.
Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre, donc £ < n.

. Si st = ts, alors sts™! = t, donc si t est la réflexion d’hyperplan H,

Clest aussi celle d’hyperplan s(H), donc s(H) = H, puis s(H)~ = H*; on
choisit u tel que H+ = Ru, on obtient ainsi s(Ru) = Ru; donc u est propre
pour s; si s(u) = —u, alors s = t; si s(u) = u, u est dans 'hyperplan de s,
qui est ainsi perpendiculaire a celui de ¢. Réciproquement, si I’hyperplan
de s est perpendiculaire 4 celui de ¢, s(u) = u, puis s(H) = H et st = ts.

. Si k réflexions distinctes sont dans ce groupe, leurs hyperplans sont deux

4 deux perpendiculaires d’aprés 5., donc k < 3 d’aprés 4. Le groupe de
Coxeter est donc engendré par une, deux ou trois réflexions (le cas de zéro
semble ezclu).
Si s est une réflexion, < s >= {Id, s}.
Si G = gr < s,t >, les plans sont perpendiculaires, on peut choisir une
1 0 0
base orthonormeée telle que les matrices soient resp. A= |0 -1 0| et
0 0 1
10 0
B= |0 1 0 |. Outre I'identité, le groupe contient le demi-tour de
0 0 -1
1 0 0
matrice AB= {0 -1 0 |, il est isomorphe & {-1,1}>
0 0 -1
Si G = gr < s,t,v >, les plans sont perpendiculaires, on peut choisir une
-1 00
base orthonormée telle que les matrices soient resp. A= | 0 1 0],
0 01

MO9PM2C.tex - page 1



10
B=|0 -10|,C= {01 0. Legroupe est isomorphe a
00

{-1,1)3.

2 Dimension deux

1 0 cos(26)  sin(26)
1. = =
On a M, (O _1), M, (sin(?ﬂ) —cos(26) )

cos(26) —sin(26)
sin(20)  cos(26)
de la rotation p d’angle de mesure 20.

2. La matrice de cette composée est ), c'est bien celle

3. 1l faut que p soit d’ordre fini, donc que pour un certain entier k, p* = Id,
done 2k = 2n; on écrit n/k sous forme irréductible: n/k=p/m,d’ot le
résultat. Réciproquement, puisque p et m sont premiers entre eux, 'ordre
de p est exactement m; les éléments e, Py p™ 1 sont donc distincts, et
forment le groupe engendré par p.

4. De s251 = p on tire s, = psy; pour k € {0,..;m — 1}, 510" est une
isométrie indirecte, donc une involution, d’olt s;p*s;p* = Id = p™, et la
formule attendue.

5. On a vu que les éléments e, p, ..., P~ sont donc distincts, c’est donc aussi
le cas de esq, ps1, ..., p™ " Ls1; les m premiers sont des isométries directes
et les m derniers des isométries indirectes, finalement la liste proposée
contient bien 2m éléments distincts. De plus, G’ contient le neutre, est
stable par inverse (on a déja dit que les m derniers sont des involutions),
et par produit, en vertu notamment de la deuxiéme formule de 4 (on
contrdle les produits de type p*ph, p* pPs1, pPsipb = pP(p™*s,), enfin
PPs1pks1 = pPp™ k). Clest donc le sous-groupe engendré par p et s;. Or
G est aussi bien le groupe engendré par p et s; (puisque s2 = ps;), donc
G=G'.

6. Les m réflexions de G sont les derniers éléments.
On prend le cas ot m =6, et doncp=1,5,7ou 11. En fait 1 et 7 donnent
la méme droite Dy, de méme que 5 et 11. Pour p = 1, les six axes trouveés
sont successivement les droites dont un vecteur directeur fait ’angle /6.
27/6,... 6m/6 avec e;. Par symétrie, dans les cas p = 11, on trouve les
angles opposés, mais cela revient aux mémes droites.

3 Familles obtusangles et acutangles

1. (2) On a (v|v) = X, 3°; Aipj(rilr;) < 0, ce produit scalaire est aussi
positif donc il est nul et v = 0.
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(b) Par exemple, un ); est > 0; alors 0 = (v[t) = 25; Ai(milt) > 0,
absurde.

2. (a) Par symétrie du produit scalaire, M est symétrique. L'unique co-
efficient de 'XMX est 3, 3, wileilej)z; = (i zieil 5 z565) =
|| 3=, wiei] |, c'est positif, et n’est nul que si X = 0 puisque (e1s-e: €n)
est une base. C'est dire que la forme quadratique X — ‘XMX est
définie positive, ou encore que M l'est.

(b) Si n=1, l'unique valeur propre de M cst I...
Les valeurs propres de M sont strictement positives puisque M est
définie positive, leur somme est la trace de M qui vaut n (vecteurs
unitaires), donc elles sont toutes strictement moindres que n.

3. (a) On peut choisir une solution qui anticipe sur la suite: cherchons les
fi sous la forme: fi = 3 aije;; soit A = (aij) la matrice d’ordre 7
des coefficients cherchés. La condition est Wk, h, (x| fa) = Ok n, donc
Yk, h, 3 anj(ejler) = On, soit AM = I,. L’unique solution est
A = M-, Donnés dans une base par les coefficients d’une matrice
inversible, les f; forment bien une base.

(b) On a alors (filfi) = (T, ai6i] Lpakpep) = Ljpai5ak0(eslen) =
2o (2 aisleslep))arp = > p(dip)aky = aki, ce qui revient bien a
dire, puisque f; = 3 asje5, que fi = 22;(fil fy)es-

(c) On a déja établi ce résultat.

4. (a) D’aprés le cours, tout espace propre pour M, pour la valeur propre
X, Dest pour A, pour la valeur propre 1 —A/n; A est donc diagonalis-
able (d’ailleurs, elle est elle aussi symétrique réelle...), et ses valeurs
propres sont dans l'image de ]0,n[ par A — 1 — A/n, donc dans |0, 1[.

(b) Puisque A est symétrique positive, sa norme subordonnée a la norme
euclidienne est le sup de ses valeurs propres, donc est < 1. On sait
alors que (I—A)~! = E;’;’) AP. Or, par construction, tout coefficient
de A est positif (c’est un 6;; —(eilej)/n), il en est donc de méme pour
toutes ses puissances, donc chaque coefficient de (I — A)~!, donné
comme une somme de série A termes positifs, est positif.

(c) Or (I = A)~' = ((1/n)M)~! = nM~!, donc N (notations de 3.(c))
a tous ses coefficients positifs.

4 Systémes de racines

1. L’ensemble A est constitué des douze vecteurs dont les affixes sont les
racines douziémes de 1'unité.

2. Soit u € A; soit s d’hyperplan H orthogonal & u; pour ¢ € G, par stabilité
du groupe G, gsg~! € G, c'est la réflexion d’hyperplan g(Ru*) = g(Ru)*,
done g(u) € A par définition.
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10.

. La réunion des ortho

. Soit F I’

. Par symétuie, il suffit de montrer

- Il y a alors unicité d'une €eriture r = 3, 4,

- Soit r = >;a5m5 (a; > 0). Alors A contient s;(r)

donc n’est pas tout, on peut choisir un ¢ en dehors.

ensemble des sous-ensembles B de A* tels que tout élément de A+
est B-positif; cet ensemble est non vide car il contient A+ (tout élément
rs'éerit r = L.7); lensemble des cardinaux des éléments de F a donc un
plus petit €lément, 'élément de F en question est de cardinal minimal.

qu'il n’est pas B-positif. S'il Iest, soit
Airi = Ajr; = 2k axrk (les ax sont 2 0), done Airy = 3 byrye (les by, > 0,
b; > 0), puis r; = 2 ckrk (les ¢ > 0, ¢j > 0). Sion avait ¢; = 1, en
faisant le produit scalaire avec t, 0= 3", #i Ck(rk[t) > 0, absurde. Donc
¢ # 1, et on tire r; = Ek# dirk, ol tous les dj, sont de méme signe (celui
de 1~¢;). Ce signe n’est pas le signe plus, sinon le systéme B n'est pas
minimal (on peut exprimer tous les éléments de A+ sans utiliser ;). Ce
n'est pas le signe moins, sinon, en faisant le produit scalaire avec ¢, on a
une contradiction. Finalement I'hypothése initiale est rejetée.

- Onas(ry) =1y —o{mln)

(riJry) T4 Ce Vecteur est dans A; il est done B-positif
ou B-négatif, donc le coefficient de ": ne peut étre > 0, done (ry|r;) < 0,
et alors on voit que si(r;) est B-positif. Le systeme est donc obtusangle,

et comme tous ses vecteurs sont dans un demi-plan strict (par choix de
A%), il est libre (3.1.).

7i, et donc le signe de ces 75

bien déterminés dit si r est B-positif ou B-négatif; s%il Yaun y; >0, tous

les ;2j sont > 0 et r e A+,

qui vaut a;s;(r;) +

Z#i a;si(r;); on peut rééerire cela Zj-r‘i b;jr; + br;, avec des bj>0etle

signe de b inconnu. Si tous les b; sont nuls, g; (r) = bry, puis r = —br; et
(les vecteurs sont unitaires dans le méme demi-plan strict) r = r;. Sinon,
un au moins de b; est > 0, donc, par 7., 8i(r) € A+,

(a) Si tous les (r|r;) sont < 0, écrivons r — i AiTiy Ay > 0; alors (rjr) =
2= Xi(rilr) <0, done 7 = 0, absurde car T est unitaire,

(b) Puisque r ¢ B, u; € A+ (par 8.). Et (u|t) = (r|t) = Q%Eill%(ri]t) <
(r[t). Laliste des (v]t), v € A¥, est finie, donc vient un moment of
pour la premiére fois, uy, € B.

(c) Si on note s1,...,st—7 les s

ymétries successivement introduites, et g
la composée g = s1_; o,

»081,0nag(r) =ueB, et g € Gy.

Soit h une réflexion de G, et r, qu'on peut supposer dans A+
changer en son opposé, tel que r est orthogonal & I'hyperplan de
comme au 9. g € Gy, tel que g(r) € B; alors ghg™
I'orthogonal de I’hyperplan contient 9(r)
par stabilité, h est aussi dans Gy.

quitte a le
9. Prenons
! est une réflexion dont
, donc c’est un élément de Go;
Alors, Gg contient toute les réflexions
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ment d= prouver
t d'affixe exp(i{=/2 =
exp(tk=/6). l‘ = 1...6

croupe 2 deux éléments.

“Solent w.v resp. oribogonaux a leurs plans.
.. Alors s et ¢ induisent darﬁ le plan
er par u. deux rédexdons S et stinctes
u. on aurait s = t). Tous 1b= rféme:ns du
# fwent w. et induisent dans A un élément
.:v:-:T. Ce groupe 2 €16 décTit 2 la partie 2
isgrmorphe. les homologues des rotations du plan H
s soizzions d'zxe Bu. les homologues des réfexions par rapport a

&Hedions de plen D + Eu.

‘l

> de demender I’z'nd’o‘:ndaﬁ,a des ri: r,lle est

: &3 2 esi bien sivicte. C’e‘:r md:pe'zda'ic., sera
e les r; formeront un sysieme

lll
Q
T

1 cos3 ). Son déterminant est
cosy cos3 1
mant positif dapris 3.2.(2) {matrice définfe-positive). Or le déterminant
sz czlevle dassiquement: aprés les opérations Ch := C2 — cos aCl.C3 =
Cs — oos~Cs. on trouve sin’ asin®+ — (cos 3 — cosacosy)? = (cos(a —
s cr;~./)(c0>J — cos(e + 7)), enfin C'est 4sinusinrsin
a=-a—3— L 2v=a— 3 T.2w=a=+-3-.2i=a=8+".
imervelle "-/2.:- oft vivent a. 3.7 place u, v, w dans ]0.3x/4. dorc les
is premiess sinus sont > 0. Ainsi, sin? > 0, avec t € [37/4, 37/2]. Donc
i < 7. ¢'est le résultat voulu.
Premve par projection sur un plan. Soit H le plan engendré par r; et
le projeczeur orthogonal sur H. Alors (p(r3)|ra) = (r3lp(r2)) =
55 = cos5 | irilllp(r3)ll. st 31 est I'écart angulaire entre p(rs)
5 mme 13 es; pas dans le plan H, on a ||p(r3)i| < ||rs||, donc
52 < cops3. puis 3 > 3. De méme, avec 73 I'écart angulaire entre p(r3)

inwsint. avec

= . .|

ul




et ri,onay >4, Or, a+ By +v = 27, on en tire I'inégalité voulue.

On note qu'on n'a jamais obtenu d’unicité pour justifier larticle défini
devant systéme fondamental...

(Preuve qui mérite d'étre affermie, sans doute). Soit s; la réflexion de
plan orthogonal & r;. Soit K le groupe engendré par s; et sa. Clest un
groupe de Coxeter. Comme on I'a vu au 1., son action se voit dans le
plan P engendré par 7 et ra. Soit une réflexion de ce aroupe. Elle a une
racine r dans le plan, et par ailleurs combinaison positive des r;. Donc
le coefficient relatif a r3 est nul. Ainsi, . To est un systéeme fondamental
pour K (quand on a deux vecteurs, on peut trouver un demi-plan qui les
contient). On est dans la situation de la partie 2. Les m racines des axes de
réflexions planes sont connues. Pour étre un systéme fondamental, comme
sur I'exemple de la fin de la partic 4., les vecteurs doivent étre aussi écartés
que possible (sinon on trouverait une racine qui ne peut s'obtenir comme
combinaison positive), c'est-a-dire que leur écart angulaire est 7= — 7 /m.
En notant a =m,onaa =7 —x/met (ri|rs) = —cos(w/a) (avec a > 2
entier).On raisonne de méme pour les autres.

De quelque fa on que le résultat ci-dessus ait été établi, ona =/a €]0,=/2],
=—=/a € [7/2. 7, a € [7/2, 7|, ces derniers nombres ont méme cos (c’est
(rilr2), donc a = = — 7/a. De méme, pour 3 et v. L'inégalité stricte du
3. devient 37 — 7(1/a +1/b+1/c) < 2m, d'ol1 I'inégalité voulue.

. Choisissons les notations de sorte que a < b < c. Aveca=2, 6= 2, tout
¢ 2 2 convient. Aveca=2et b=3,il faut 3 <c¢ < 6, ce qui laisse les
valeurs 3,4,5. Si b > 4, il vient ¢ < 4, exclu. Sia >3 doncb>3,0na
¢ < 3, également exclu: toutes les possibilités ont été vues, et fournissent
la liste proposée.

- Onprend ry = €1, ra = €2, r3 = — cos(w/c)e; +sin(w/c)es. On a ainsi trois
vecteurs unitaires, (ry[r2) = 0 = —cos(w/2), (ralr3) =0 = —cos(w/2),
(ralr1) = =cos(w/c) £ 0, la famille est obtusangle, et dans un méme
demi-espace strict: on cherche par exemple t donné par ¢ = pe, +ges—+res,
les conditions sont p > 0,9 > 0, ~=pcos(7/c) +rsin(x/c) > 0, par exemple
p=g=1,r=cotan(s/c) + 1.

Dans le second cas, on choisit 1y =€), ro = €2, r3 = —(1/2)e; — (1/2)ea +
\/5/2@, les produits scalaires sont successivement 0, -1/2,=1/2 comme
attendu, les vecteurs sont unitaires, le vecteur ¢ = ey + ea + 2e3 convient.
On peut examiner les cas restants. D'abord r; = ey, 1o = en, rg =
—(1/V2)ey — (1/2)ea + 1/2¢3, t = €1 + e + 2e3 convient.

Enfin, 1y = €1, r2 = €2, 13 = —cos(w/5)er — (1/2)ex + hes, on calcule
h =sin® 7/5—1/4 pour avoir un vecteur unitaire, ¢ = ¢, + e + q, q assez
grand, convient.

En réalité, on trouve des triplets vérifiant les conditions nécessaires mises
en évidence dans cette partie, mais rien n'a prouvé qu’ils constituent en
effet un systéme fondamental pour le groupe de Coxeter qui leur corres-
pondl!...
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