Groupes orthogonaux et SOus-groupes
auto-adjoints de GL,(R)

8 mars 2017

1 Préambule

Dans tout ce qui suit, n est un nombre entier supérieur ou égal & 2, I'espace
euclidien £ = R™ est muni de son produit scalaire canonique noté <,> et
dont la norme est notée ||, || || est la norme d’opérateur attachée a ce produit
scalaire, S est I'ensemble des matrices symétriques appartenant & M, (R), et ST
'ensemble des éléments de S qui sont définis positifs, c'est-a-dire dont toutes
les valeurs propres sont strictement positives.

Lorsque l'on se donne une matrice A appartenant a S on note g4 l’application
définie pour X € E par ga(X) =< AX, X >=! XAX et O(q,) 'ensemble des
matrices M € M,(R) telle que MAM = A.

On rappelle aussi que :

— Pour toute matrice symétrique positive S appartenant a M, (R), il existe
une unique matrice symétrique positive S’ telle que S = S.

— L’application produit : O,(R) x St — GL,(R), (0,S) — OS est un
homéomorphisme, appelé décomposition polaire.

— Si K est une partie fermée et bornée d'un evn de dimension finie qui est la
réunion d’une famille (O;);cr d’ouverts de K, il existe une partie finie J de I
telle que K soit la réunion de la famille {O;);ey.

— une norme N sur E est dite stricte lorsque 'égalité NV (z+y) = N(x) +N(y)
entraine que z et y sont positivement liés.

2 Exponentielle

2.1

a) Montrer que § — exp(S) est une bijection de S sur S*. On note Log la
bijection réciproque.
b) On se donne une suite (S,) d’éléments de S* qui converge vers S € S+,
Montrer que
0 < inf spec(S,) < sup spec(Sy) < +00
PEN pEN

et en déduire que la suite Log(S,) est bornée.

¢) Montrer que Log est continue.



d) Soient S et T dans S*. On suppose que S et T commutent ; montrer que S
et Log(T) commutent.

2.2

D
On pose, pour A € M, (R) et PEN®, fo(A) = (In + % . Montrer que la suite

(fp) converge uniformément sur tout compact de M, (R) vers I'exponentielle.

2.3

) Soit M€ My(R). Prouver que llexp(4) — I - A < || 4]exp(J A])-
b) Soit G un sous groupe fermé de GL,(R). On note, ici et dans la suite,

Lg I'ensemble des matrices M € M,(R) telles que, pour tout nombre réel ¢,
exp(tM) € G. Soient M et N dans Lg.

Montrer que la suite (exp(M/p).exp(N/p))

P tend vers exp(M + N) lorsque p
tend vers 4-o0.

¢) En déduire que Lg est un sous-espace vectoriel de Mp(R).

3 Généralités sur les groupes orthogonaux

Dans tout ce qui suit, la matrice A € S est fixée et inversible.
3.1

Soit Al € M, (R). Prouver que les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) M € O(ga).

2) Pour tout X € E, g4(MX) = ga(X).
3) Pour tout (X,Y) € E%, < AMX, MY >=< AX.Y >.

3.2

Montrer que O(g.4) est un sous-groupe de GL,(R), stable par transposition des
que A2 = I, et dont tous les éléments ont pour déterminant 1 ou —1. On note

désormais SO(g4) le sous-groupe de O(g4) formé par les éléments de O(g4) qui
ont pour déterminant 1.

3.3

On suppose que B € S et qu'il existe P € GL,(R) telle que B =tPAP. Montrer
que les groupes O(g4) et O(gg) sont conjugués.

4 Groupes O(p,q)

On fixe désormais un entier p compris entre 1 et n — 1, et I’on prend dans cette
partie pour A la matrice diagonale dont la diagonale est formée de p fois le
nombre 1 suivi de ¢ = n — p fois le nombre —1. Le groupe O(g4) est alors noté
O(p,q). On note (&;)1<i<n la base canonique de R", F le sev de R™ engendré
par les p premiers vecteurs de la base canonique, et F’ son orthogonal. Soit enfin
o la symétrie orthogonale par rapport a F.

o




4.1

Déterminer le groupe SO(1,1).

4.2

Montrer qu’aucun des groupes O(p, g) n’est compact.

4.3

a) Soit U € O,(R), montrer que U € O(p,q) ssi

1) U commute avec o ; ou encore ssi

2) U laisse stable F' (et son orthogonal F”).

b) Soit S € S*, S = exp(T), ot T € S. Montrer que S € O(p,q) ssi T(F) C F’
et T(F') € F. On pourra commencer par prouver que ATA = —T'. Dans ce cas
en déduire que, pour tout t € R, exp(tT) est dans O(p, q).

¢) Soit V € O(p, q), et soit V = US sa décomposition polaire. Montrer que S?
et U appartiennent & O(p,q). On pose A(V) = (det(Ujr), det(Us+)). Montrer
que A est continue et donner son image.

d) Montrer que O(p, q) posséde quatre composantes connexes.

4.4

Soit B € S, inversible. Montrer que O(gg) est conjugué & O,(R) ou & l'un des
O(p,q),1<p<n-1

5 Sous-groupes compacts de GL,(R)

Dans tout ce paragraphe, G est un sous-groupe compact de GL,(R).

5.1

a) Soient ai,...,ar des points de R", avec £ > n + 2, et a un point de R"
qui est combinaison convexe de a1, . ..,ar. Montrer que a est aussi combinaison
convexe de k — 1 points pris parmi ay,...,ax.

b) Soit K un compact de R". Montrer que son enveloppe convexe est aussi
compacte.

5.2

Soit C' un convexe compact non vide R", laissé stable par G. On veut montrer
que G posséde un point fixe dans C.

a) Soient U € L(E) tel que U(C) C C, z € C, et, pour p € N*, y, = ﬁ(m +
-4 UP(z)). Etudier la suite U(y,) —y, (ainsi, personne n’a zéro) et en déduire
que U posséde un point fixe dans C.

b) Montrer que z — maxgeg |g(z)| définit un norme stricte M sur £ = R™ pour
laquelle les éléments de G sont des isométries.




¢) On suppose que les éléments de G ne possédent pas de point fixe commun
dans C.

i) Montrer qu'il existe des éléments g;,i = 1...[ de G tel que C soit la réunion
des ensembles O; = {z € C | g;(z)) #z},i=1,...,L

ii) Conclure en considérant I'équibarycentre de g, ..., g;.

9.3

On note @ I'espace vectoriel des fonctions polyndmes homogenes de degré deux
de R™ vers R.

a) Montrer que 'application qui & une matrice A € S associe la fonction g4 est
une bijection lindaire de S sur Q.

b) On note K = {g;, o M | M € G}. Montrer que K est une partie compacte
de Q dont I'enveloppe convexe C est un compact stable par G, c'est & dire que,
pour tout M € G et tout g € C, go M est dans C.

¢) Prouver qu’il existe A € S* telle que G soit contenu dans O(ga4).

6 Sous-groupes algébriques stables par transpo-
sition

Dans cette derniére section, G est un sous-groupe de GL,(R), stable par trans-

position et tel qu’il existe une famille (Py)xea et polynémes définis sur M, (R)

telle que : YM € M, (R),M € G < VA € A,P,(M) = 0. Il en résulte donc
que G est fermé.

6.1

a) Soient by,...,bm, C1,...,Cp des nombres réels tels que :

Yk € Z, S, CieF¥ =0, montrer que :

VteR, Y o, Ciethi =0.

b) Soit S une matrice symétrique telle que exp(S) € G; montrer que Vt € R,
exp(tS) € G.

6.2

Soit V' € G, et soit V = US sa décomposition polaire. Montrer que S appartient
4 G; on écrit : S =expT ou T € S, prouver :

VteR,exp(tT) € G
puis vérifier que U € G.

6.3

Montrer qu'il existe un sev F' de M,(R) tel que G soit homéomorphe &
(GNOR(R)) X F.
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