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raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’objet du probleme est I'étude de méthodes analytiques (méthodes du gra-
dient, du Lagrangien) pour résoudre I'équation linéaire 4.z = b oll A est une
matrice symétrique positive, inversible, b un vecteur donné de R™ et z un vecteur
inconnu de B™ ou d'un sous-espace vectoriel F' de R™.

Dans tout le probleme, I'entier n est un entier naturel supérieur ou égal a 2
(n > 2); la base canonique de R™ est notée ey, ea, ..., ey ; le produit scalaire de
deux vecteurs r et y de R™ est noté (z | ). La norme d'un vecteur x est notée

ll2]]-

Les matrices considérées sont réelles ; I'espace vectoriel des matrices carrées
réelles d'ordre n est noté M, (R). Il est admis que l'application qui, & une
matrice M de M, (R), associe la borne supérieure N (Af) des normes des images
par M des vecteurs unitaires de R" est une norme :



N (M) = sup | M.a|.
llzll=1
Une matrice symé

trique A est dite positive lorsque, pour tout vecteur z de
R", le produit scalaip,

e des vecteurs A.z et z est positif ou nul (A.z | z) > 0.

Premigre partie

Le but de cette
matrice carrée '
de R™ et 2 un ve

Partie est la résolution de Péquation A.z = b ot A est une

ordre n symétrique positive et inversible, b un vecteur donné
cteur inconny,

Résultats préliminaires :

Soit M une matric

1. Démontrer qu’il
pour tout vecteur ¢ d
suivant :

e carrée symétrique d’ordre 7,

existe un plus grand rée] P et un plus petit réel q tels que,
e R™, le produit scalaire (M.z | z) vérifie I'encadrement

Pl < (M2 |z) < g |22,

Préciser ces deux réels p et g en fonction des valeurs propres de la matrice
AL

2. Montrer que, pour que cette m.

atrice M soit inversible et positive, il faut
et il suffit que toutes ses valeurs pro

pres soient strictement positives.

3. Démontrer que la norme N (M) d’une matrice M s

la plus grande valeur absolue des valeurs propres A; (
A

ymétrique est égale &
1 <4< n) de la matrice

N(M)= sup [Ai]
1<i<n

Etant donnés la matrice carrée, d’ordre n, symétrique positive A et le vecteur
b, soit & un réel strictement positif strictement majoré par2/\, 0 <a < 2/An)
oﬁ An est la plus grande valeur propre de la matrice A ; Soit (
définie par un premier vecteur 20 choisi arbitrairement dans R"
de récurrence suivante : pour tout entier naturel %,

Ik)keN la suite
et par la relation

=gk g (b—Az%).
Etude de la suite (mk)keN :

4. Démontrer que la suite (z*), . est une suite convergente de limite le
vecteur z de I'espace R™, solution de I'équation Az =1b,

~o




Soit f la fonction réelle, définie dans R™, par la relation :

1

f(@)=5(Ax|z)—(b] 7).

w3

Minimum de f:
5. Calcul préparatoire : démontrer que I'expression f(z +u) — f () se
calcule en fonction des expressions (A.u | u), (A.x | u) et (b]u).

) 6. Démontrer que la fonction f : z — f(z) admet des dérivées partielles
gL (1< k<n):

of

Oz *

Etant donné un vecteur = de R™,soit g (z) le vecteur de R" dont les coor-
données, dans la base canonique de R™, sont égales aux valeurs des dérivées
partielles de la fonction f en ce point z :

1@ =3 5 (o) e
2. 5y

7. Exprimer ce vecteur g {x) au moyen de la matrice A et des vecteurs z et

Etant donnés deux vecteurs z et u de R™, soit I (x,u) 'expression suivante :

I(z,w)=f(z+u) - f(z) = (9(z) [ ).

8. Démontrer que, pour tout vecteur 2 donné, il existe deux constantes
positives ou nulles r et s telles que, pour tout vecteur u, I(z,u) vérifie la
relation suivante :

rllull? < I(zu) < s Jlul®.

9. Démontrer que, pour que la fonction f admette en z un minimum, il faut
et il suffit que le vecteur z vérifie la relation A.z = b.

Recherche du minimum de f :
Soit a un réel compris strictement entre 0 et 2/, (0 < a < 2/A,).
10. Etant donné un vecteur z de R", déterminer le signe de ’expression

suivante

flz—ag(@)-f(z).




11. Proposer, & partir de ce résultat, une méthode pour construire une su‘1t0
de vecteurs ) ke (Ui converge vers le vecteur z en lequel la fonction f atteint
son minimum ; la justification de la convergence n'est pas demandée.

Seconde partie

Le but de cette partie est de rechercher un vecteur z appartenant 4 un sous-
e€space vectoriel F' de R" qui vérifie I'équation A.xz = b ot A est une matrice
carrée d'ordre n symétrique positive et inversible. Le sous-espace vectoriel F' de
R™ est supposé étre le noyau d’une matrice B appartenant a My, (R) ; ce noyau
est supposé différent de tout l'espace B" (ker B #R").

L'équivalence, établie dans la premiere partie, entre d'une part résoudre

l'équation A.z = p et d’autre part chercher le vecteur z rendant minimum la
fonction f définie sur p» par la relation suivante

f@)=3(4zl2)- b)),

conduit & se poser le probléme suivant :

Soit B une matrice appartenant Mn (R) dont le noyau F est différent de
R™ ; rechercher un vecteur T appartenant & F rendant minimum la restriction
de la fonction f au sous-espace vectoriel F,

Existence du minimum de la fonction f dans F -

12. Démontrer que la fonction f posstde la propriété suivante - pour tout
réel ¢, il existe un réel p, tel que, pour tout vecteur z de F de norme supérieure
ou égale & p (||z|| = p), le réel f (z) est supérieur ou égal ¢ (f(x) = ).

13. En déduire que, si y est un point de F, il existe un réel r tel que pour tout
vecteur = de F' de norme supérieure ou égalear (|z)| > ), f (z) est supérieur
ouégala f(y).

14. Démontrer 4 I'aide du résultat précédent qu’il existe au moins un vecteur

T du sous-espace vectoriel F en lequel la restriction de la fonction f & ce sous-
espace F' atteint un minimum,

15. Démontrer qu'il existe un seul vecteur T en lequel la fonction f atteint
son minimum dans F, en admettant que la fonction f est convexe ; c’est-a-dire
: pour tout couple (z, y) € R x R" de vecteurs et tout réel A appartenant 3
Pintervalle ouvert )0, 1[, les valeurs prises par la fonction f vérifient la relation
suivante :

FRe+0-X) 9 SAf@)+(1-2) @),
ou I'inégalité est stricte si et seulement si les vecteurs Z et y sont différents.

Propriétés du point T :




16. Démontrer que, pour qu'un veeteur y de F rende minimum la restriction
de la fonction [ au sous-espace vectoriel F, il faut et il suffit que le vecteur Ay—b
soit orthogonal & ce sous-espace F de B™.

17. Démontrer que la valeur prise par la fonction f au point 7, en lequel elle
atteint son minimum dans F, est donnée par la relation suivante :

[@) =3 (47 |7) = -5 (] ).

Le Lagrangien L :
Soit L la fonction définie sur 'espace produit B* x R" par la relation suivante

L(z, y)=f(x)+(y| Bz).
Un point (z*, 3*) de l'espace produit B™ x B" est dit point selle de la fonction
L, sil possede la propriété suivante : quel que soit le point (z, y) de P'espace
produit R" x B, les valeurs prises par la fonction L aux points (z*, y), (z*, y°)
et (x, y*) vérifient la double inégalité suivante :

L@, y<L(x, y)< Lz, y').

Propriétés du Lagrangien et de ses points selles :
18. Etablir Iinégalité suivante :

su inf L(z, y) ) < inf [ sup L(z, .
L‘GPP" (IEE" ( J)) z€R" (yEP?' ( y))

11 est supposé dans toute la suite qu’il existe un point selle (z*, y*) de la
fonction L.

19. Démontrer que la valeur prise par la fonction L en un point selle (z*, y°)
vérifie les égalités suivantes :

e )= o (e ) =t (e ).

20. Démontrer, pour tout point (z1, 71) de R™ x R", les équivalences suiv-
antes :

vy € R", L(z1, y) < L(z1, y1) <= Br; =0.

Yz € R", L(z, n)< Lz, y1) < Az, +'By; =b.

21. Soient z; un vecteur du sous-espace vectoriel I et 3 un vecteur de R™.
Démontrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que le couple (xy, y;)

o




soit un point selle du Lagrangien L est que le vecteur x) réalise le minimum

de la restriction de la fonction f & F et que les vecteurs z; et y; vérifient la
relation suivante :

.A.’E] + t.Byl =b.

La suite logique est Ia recherche d'un point selle du Lagrangien L.

Algorithme d’Uzawa : soit toujours (z*, y*) un point selle, supposé ex-
ister ; étant donnés un vecteur y° arbitraire de R", une suite (Pm)men de réels,
qui seront précisés plus loin, soient (.r”")m‘EN et (ym)meN les deux suites de
vecteurs définies par les conditions suivantes :

® Pour tout entier naturel m, le vecteur 2™
la fonction 2 —s [, (z, y™).

¢ Pour tout entier naturel m
suivante :

est le vecteur qui rend minimum

» le vecteur y™*! est défini par la relation

m

Yy +1 _ ym + pm Bzr™.

Existence des deux suites (z™)
22. Démontrer que les conditions
les termes de ces deux suites (z™)
suites vérifient, pour tout entier n

meN €t (U™) e

énoncées permettent de déterminer tous
meN € (Y™),nen et que les vecteurs de ces
aturel m, les relations suivantes :

A@@™ -z*) +*B(y™ - y*) =0,
ym+1_y*_—_ym_y*+pmB(xm_xt).

ol z* et y* sont les deux vecteurs d’un point selle de L.

23. En déduire 1'égalité ci-dessous :

ly™* = g*[I* = lly™ = y"1P=2 pm (A @™ = &%) | (2 — ) +(om)® |B (=™ - z))2.

Convergence de la suite numérique de terme général [ly™ — y*|?,
meN:

24. Un résultat préliminaire : démontrer I'existence d'une matrice carrée
P 7
d’ordre n symétrique positive inversible, notée A1/ “, telle que :

(A1/2)2 = A

Soit C la matrice définie par la relation suivante :

C=A"Y2tB B A2,




N atr -1/2 — i ?
ott la matrice A=1/2 est la matrice inverse de la matrice A'7%.

25. Démontrer que la matrice C est une matrice symétrique positive. Etablir
qu'il existe une constante » telle que, pour tout vecteur u de &7, inégalité ci-
dessous soit vraie :

1Bul* < v (Au|u).

f] soit contenu dans Vintervalle

Soient a et 3 deux réels tels que le segment [a,
Is prm est supposée vérifier

ouvert |0, 2/v, (0 < a < 3 < 2/v). La suite des rée
pour tout entier naturel m I'inégalité suivante :

a<pmn S0

96. Démontrer que la suite de terme général [ly™ —y*|
tone décroissante ; utiliser, pour simplifier, la suite (u™)
général est définie par la relation suivante :

|2, m € IT est mono-
nen dont le terme

Convergence de la suite (™), ¢n
97. En déduire la convergence et la limite de la suite (™) men-

FIN DU PROBLEME



Mines 2003. 2éme épreuve.

Premiére partie

1°) On utilise le théoréme spectral : M , symétrique réelle, admet une base B orthonormée de vecteurs propres . En
écrivant (z); les composantes d’un vecteur quelconque = € R™ dans cette base, on a que l'expression du produit
scalaire est 'expression canonique, et d’autre part, que M.z s’écrit simplement en fonction des valeurs propres (\;)

n

correspondantes de M : (M.x); = Ai.(z); - On en déduit : (M:c I :c) e Z /\,(.ar:),2 . D’ol, en appelant p (respectivement
i=1
¢ ) la plus petite (respectivement la plus grande) des valeurs propres de Af , on a l'inégalité :

pllzl? = Zp < Mz |z) €Y q2)? =ql=zl? .
i=1

Remarquons que ces inégalités sont les meilleures possibles, puisqu'elles deviennent des égalités lorsque z est un
vecteur propre associé a la plus petite (respectivement la plus grande) des valeurs propres .

2°) La condition suffisante découle de I'inégalité ci-dessus : sip > 0, onaVz € R* (Mz | z) > pllz|® > 0; d’autre part,
0 n'est alors pas valeur propre , donc M.z = 0=z =0, et M cst injective, donc inversible.
Mais la condition est aussi nécessaire, car l'inégalité (M T | 'c) > 0 doit étre en particulier vraie pour les vecteurs
propres (non nuls) de M , d’olt, pour toute valeur propre A; de M , Ai.||z[|? 2 0, soit A; = 0; de plus, I'inversibilité
de M interdit la valeur prapre 0, donc les valeurs propres A; de A sont bien > 0 .

3°) En se plagant toujours dans une base orthonormée propre pour M , on a, pour tout vecteur z € R™ :
’ n n n
lz|* = [z)? = 2 2 ( 2) I ( 2) 2
M.z ;(Afx), 21 Naf < (Max A Z;cz-). Maxc X7)-ll=]
1= 1= 1=

En prenant la racine carrée des deux membres de l'inégalité ci-dessus, et en utilisant I\Iat )\ = Max [Ai| , on
S i 1<ign

1gign

en déduit : Yz € R™ ||ALz| € 1121_&2: |Ai])lz]l , d'otr déja 'implication :
<ign
(1) VeeR" |z =1=|IMal < Max [A] ;

Mais la premiére inégalité ci-dessus devient une éealité si z est un vecteur propre associé a la valeur propre J;, telle
t=3 =} ) N
que |\, | = Max |Ai] - Comme un vecteur propre, non nul, peut toujours étre normalisé, on voit que dans I'implication

1) on eut obtemr 1’égalité a droite. Donc le nombre Ma); Ai| est le plus petit des majorants possibles, soit par
p

définition, N(M) = 1I\<I%\ [Ai] -

1€ign

4°) On suppose ici, comme indiqué dans le préambule de cette partie de 'énoncé, que A est inversible, donc (cf 2.) que
les valeurs propres de A sont strictement positives
La formule de récurrence s'écrit 25+! = S.zF + a.b ot1 on a posé S = Id — .4 . S est encore une matrice symétrique,
dont les valeurs propres sont les 1 — a.A; , A1, ... , An étant les valeurs propres (distinctes ou non) de A . Vu la
condition imposée & o , les valeurs propres de S sont dans ] = 1,1[ , et en particulier N(S) < 1. L’unique point =
vérifiant A.z = b vérifie aussi z = S.z + a.b , donc la suite de vecteurs y* = z — z* vérifie la relation de récurrence
Y+l = Syk | soit y* = Sk 40 . Par propriété de la norme N, ISyl € N(S).Jyll , on a done ||y*|| € (N(S))k,”yf’" .
De N(S) e]O 1[ on conclut alors que y* — 0, soit z¥ — z .

5°) Par bilinéarité et symétrie du produit scalaire, on trouve :
flz+u) - fz)=(Az |uv) = (b]|u) + A’u.lu A:::—b|u)+ 4u|u)

6°) Par définition, une dérivée partielle s’obtient en cherchant la limite de %-( flz+ter)—f (x)) lorsque t — 0 . Par le
calcul précédent, on a

(fla +tex) — f(z)) = (Az—b | ex) + %(-464: lex)

]

a , .
et il en résulte clairement 1existence de la dérivée partielle 9 , égale & (Az —b | ex)

oz
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7°)
8°)

9°)

10°)

11°)

13°)
14°)

15°)

On sait qu’en base orthonormée les composantes d'un vecteurs s’expriment par les produits scalaires avec les vecteurs
de base, done, vu la définition de g et le calcul ci-dessus, on a g(z) = A.x —b .

Cela a été vuen 1. : par 5., I(z,u) = %(Au | u) oit la matrice %A est symétrique définie positive, donc l'encadrement

llull® € I(z,u) < s||z|[? a lieu pour r, s respectivement égaux & I'inf et au sup des valeurs propres de %A .

Condition nécessaire : un minimum absolu sur R™ est a fortiori un minimum local et par théoréme (R™ est un ouvert!),
¢’est nécessairement un point critique.

Condition suffisante : si g() = 0, on a pour tout u € R™ , puisque I(z,u) > 0, f(z +u) = f(z) + I(z,u) = f(z) ,
donc f(z) est un minimum absolu.

En appliquant le calcul du 5. au vecteur u = —a.g(z) = —a(Az — b) , on obtient (par 1. et dfinition de An ) :
2

f(z - 09(@)) - £(a) = ~alo(a) | =) + 3 (A0(a) | 6(@)) < (a+ S, gl -

. by - 2 -
L'hypothese 0 < a < ;\2: entraine —o + %—)\n < 0, donec f(g; - ag(z)) — f(z) € 0 (Vingalit est mme stricte sauf si
9(z)=0).

L'algorithme consiste & prendre un 3° € R™ quelconque (par exemple 4° = 0 ) puis de définir (y*) par la relation
¥* 11 =¥ —a.g(y*) , a choisi comme précédemment. On obtient ainsi une suite (1) telle que f(y*) soit strictement
décroissante. On remarque que cette suite est en fait exactement celle définie au 4., puisque g(z) = Az — b . Elle

converge donc vers = = A~1b, qui vérifie g(z) =0 . Par 9., f admet bien un minimum en z = limy* dans ce cas.
Deuxiéme partie

Par 1. on a une inégalité de la forme : Yz € R™ r.||z|2 < %(Ax |z) ,r= 1 Min ) étant strictement positif. De

< Aesp(A)
plus, par Cauchy-Schwarz, (b | z) < |b].]lz]l . D’ou finalement :

YeeR™ f(z) > |zll.(rlz] - lI8]]) -

Comme la fonction au membre de droite z — h(z) = 2(rz — ||b]|) tend vers 400 quand z = ||z|| — oo , la propriété
demandée est clairement vérifiée.

C’est la propriété -précédente, appliquée & ¢ = f(y) , et restreinte aux vecteurs = de F .

Un sous-espace vectoriel étant non vide, soit y € F' fixé. Par ci-dessus, r étant choisi tel que ||z > r = f(z) > f(y) .
le minimum de f pesta chercher dans K = F [\ B(0,r) . Or, en dimension finie, un sous-espace vectoriel est un
fermé, ainsi qu'une boule fermée, et de méme pour leur intersection. Donc K , fermé et borné d’un espace vectoriel de
dimension finie, est compact. f est une application continue (car polyndmiale en les composantes), donc elle admet
un minimum Z atteint sur K , cqfd.

Admettons f convexe, et supposons l'existence de 2 minimums Z # 7 a le - Déja, par double inégalité, f(Z) = f(7) .
Puis, pour A =1/2 , par exemple, on a :

1,1y 1. 1. ..
f(§$+§y) <@ +55@) =53 ,
ce qui, puisque :17:2 + %ﬂ reste dans F' , contredit que T est un minimum pur fIF - Donc le minimum, qui existe par

14., est unique.

Remarque : f est la somme d’une fonction quadratique r — %(Ar | z) et d’une fonction linéaire z —(b| z) . Une

fonction linéaire étant évidemment convexe (au sens large), la stricte convexité de f résulte de celle de z — (Az | z) .
Or celle-ci découle simplement de la définie positivité de la matrice symétrique A . On a en effet, pour tout A €)0,1]
et pour tout z,y de R" tels quez #y :

(A((1= Nz +9) | (1= Nz +2) < (1= N(Az | ) + Ay | v)
= M1 =N (Az | ) - 201 = M) (Az | 3) + A1 = N)(Ay |¥) > 0
= A1-N(Az-y) |z-y) >0,
et cette derniére inégalité est acquise par hypothése sur \ et définie- positivité de A .
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16°) g, calculé 3 : )
) ¢ culé & la question 7., est le gradient de f , et on sait que, pour tout vecteur u , %(y) = df,(v) = (9(v) | v) .

of
Or, a—u(y) represente la dérivée en t = 0 de la fonction @it f(y+tu), doncsiy € F est un minimum pour fIF ;

;t’s'l. ueF | o ad.met un minimum absolu en 0 . Il en résulte bien 0 = ¢'(0) = (g(y) | u) = (Ay — b |2 -
1eclproquement, si Ay —b est orthogonal 4 F , on a comme 4 la question 9. que Vu € F f(y+u)— f(y) = 1(y,u) =
2(.4’11 ‘ u) >0, et f(¥) est bien un minimum de fIF -

17°) On adonc (AE —b | i) =0, soit (A:E | z)=(b I z) . De I'expression de f on déduit alors

f(z)=-5(Az|2) =-5(b|2) .

18°) Petite diffuculté non signalée ici : les inf et sup sont a prendre dans R : par exemple, si Bz # 0, comme la fonction
Yy L(z,y) est linéaire, elle est non bornée car non identiquement nulle! B e
L'inégalité demandée est une propriété générale des fonctions de R" x R™ dans R . En effet, pour tout (z,y) € R xR",

en utilisant que le sup (respectivement 1'inf) est un majorant (respectivement un minorant), on a :

(
L

=

Inf f(z,y) < f(z,y) < Sup f(z,9) ,
zeRn yERn

inégalité qu'on peut noter m(y) < M(z) . A = fixé, M(z) est un majorant des m(y) , donc, puisque le sup est le plus
petit des majorants, Sup m(y) < M(z); puis, par le méme raisonncment, quand z varie dans B™ , I'inf étant le plus

yeRn
grand des majorants, Sup m(y) < Ilg M(z) , ce qui est 'inégalité demandée.
yemn rerkn

19°) En un point selle (z*,3*) on a les inégalités

(1) (2)
Y(z,y) € R" xR" L(z*y) < L(z",y*) < L(z,v") .

L'inégalité (1) donne, puisque le sup est plus petit qu'un majorant, Sup L(z*,y) < L(z*,y") . Puis, comme I'inf minore
yeR"
une instance particuliére, hg Sup L(z,y) € L(z*,y") . De méme, l'inégalité (2) donne L(z™,y") < In_.)f L(z,y") .
zeR" yER" rer"
puis L(z*,y*) < Sup Inf L(z,y) . A cause de l'inégalité «inverse» démontrée en 18., les inégalités ci-dessus sont des

yeRn TeR"

égalités, cqfd.

20°) e On cherche une proposition équivalente & la proposition
VyeR" L(z1,y) - Llzi,y) = (y—w | Ba1) <0 .

Si Bz, = 0, I'inégalité est vraie car c’est une égalité, si Bz # 0, I'inégalité est fausse pour y = y, + Bz, , donc la

CNS est bien Bx; =0.
e Par propriété du produit scalaire canonique, on a

(y1 I B.’I,‘) = tyl.B.’E = t(tyl.BI) = ¢ ‘By] — (tByl l a;) p

On voit donc qu’ y1 fix L(z,11) = %(AI | z) - (b | z) + ("B | ) est une fonction f o on a remplac b par
b—tBy; . La question 9. dit alors que z +— L(z,y;) admet un minimum en z, si et seulement si Az; = b—tBy, ,
soit Azq 4+ tBy; = b, ce qui est bien la proprit demande.

21°) La définition du point selle donne par les équivalences ci-dessus ol on a remplacé (x1,,) par (z*,y*) :
(z*,y") point selle = Bz* =0et Az* +'By* =b .

Mais de plus, quand Bz = 0 , i.e. quand z € F , L(z,y) se réduit & f(z) . Donc, I'inégalité de définition
vz eR™ L(z*,y") < L(z,y*) implique bien que f(z*) est un minimum de f|F ;
Réciproquement, si z; € F réalise un minimum pour f| poona Bz; =0, et si de plus Az; + *By; = b la question

20. assure que (21,%1) est un point selle par définition du point selle.
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o Ay=y" fixé, Papplication  — L(z, y™) = -lj(h; | z) = (b=tBy™ | x) est du méme type que la fonction f dansies
. o . e S s s m+l = y™m4p o Ba™,

questions 1.4, et 15., elle admet done un minimum et un seul. Ainsi 2™ est bien défini, ainsi que*y ; 2 " =0

o Par 20. on a AX™ +'By™ = b, par 21., Aa* + tBy* =b , donc par diflérence, A(z™ — )+ *B(y -y ,)n_ .

¢ Towjours par 21., on sait que 2* € F , done Ba* = 0. Ainsi la relation y™t! — y* = y™ —y" + pm-B(&™ — 27)

découle-t-elle de la relation de définition de ymtl,

Par bilindarité du produit scalaire, la dernitre relation ci-dessus implique

™t = 1 = lly™ = 1 + I BG™ = )P + 2m. (™ — y | Bz™ — )

Mais par 22,

(ym -y | B(.‘l:m . 'L)) = (IB(ym _ y) | ™ —(L‘) - —(A(Im _ .’L“) I ™ —I‘) ,
et done finalement

m

1 2 |2 2
I =911 = g™ = 9|12 + p3, | Ba™ - &%) - 20m.(A(z™ = z*) | 2™ = z*)

Classique; les valeurs propres \; de A sont > 0 , donc admettent des racines carrées réelles. En écrivant une
d:f«g‘;ouz\hsution de A sous la forme A = P.diag()\,,... 1An).LP | P matrice carrée orthogonale, on voit que la matrice
A2 = P.ndmg(\/xl, il \/X,,).'P convient : elle est bien symétrique réelle, 4 valeurs propres positives donc positive,
et (AV3) =4,
Notons qu'en fait, puisque les ); sont strictement positives, A est définie positive, donc A~1/2 existe bien.

L'inverse d’une matrice symétrique inversible est symétrique, donc A~1/2
transposition d'un produit, 1C' =t4-1/2tB Bt 4-1/2
Pour tout 2 € R™ , (Cz | ) = (
est positive.

Pour tout u € R™ | posons z = A2 4 & 4 = A=1/2

est symétrique. Il en résulte par la regle de
= C : C est symétrique.
ATVAIBBAM2 g | z) = (B.A" 12z | B.AV2z) = |B.AY2.4? > 0, done C

z . Par le caleul ci-dessus et par 1.,

|1Bul* = (Cz | z) < ( eSUI()C) u)(m | 2) = v.(AY?u | AY24) = v.(Au [ ) ,
HEsp

otonaposé v= Sup pu.
u€sp(C)

L'égalité de 23. donne alors, puisque p,, > 0 :

™ =y 12 = I = "I = o (| Ba™ |~ 2( | w")) < prn(omy — 2)(Au™ | u™)

Par les hypotheses sur pm , p/ —2 < 0, et comme 4 est positive, on a ly™+ —y*|2 -

ly™ — y*||> < 0 : la suite
ly™ — y*|| est décroissante.

La suite positive décroissante |y™ — y*||2 est donc convergente, ce qui implique que ||y™*! — y* |12

=™ —ym|* —o0.
Compte tenu des hypothéses sur p,, , I'inégalité ci-dessus donne

™ =y IP = lly™ = y"|1* < a(Br — 2)(Au™ | u™) <O, avec alfv—2) £ 0

b

d’ou par théoréme d’encadrement des limites, (Au™ | u™) — 0 . Mais alors, de Pencadrement, donné par 1.,
0< lumf? < %(Au’" | u™) , on déduit que [[u™]| — 0, soit que z™ — z* .
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