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ECOLE POLYTECHNIQUE

OPTION p’

CONCOURS D'ADMISSION 1946

DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES (4 heures)
L)

Dans tout le probleme, on note [| f§ la borne supfricure de la valeur absolue de toute
fonction f 4 valeurs réelles définic et bornée sur R. La dérivée k-ieme de [, si elle existe, est
natée f*', et on convient que f* est f clle-méme.

Pour tout entier n strictement positif on note %, I'ensemble des fonctions f définics sur
F et dont les valeurs pour tout x réel sont données par

f(x) = T (g, cos jx + b, sin jx)
J5

oir les a, et les b, sont des réels.

1. Montrer que si f € G, ct 5'il existe un réel @ el 21 + 1 récls distincts x appartenant
Z(a,a+2x]ctlels que f(x) =0, alors [est la fonction nulle.

2.Soient a el b deux réels et s Iz fonction définic sur B par s(x) = asin(nx + b).
Montrerque [ 5" E=njsth.

3.0n suppose dans cette question gu'il existe unc fonction g € %, ct un réel w pour
lequel g’(u) = L g’ £ ,avec g'(u) > nf gl ,ctonnotekla fonction définic sur R par

Box) = L4 g sin [nx - ) - £5) .

2. Montrer que h change exactement 2n fois de signe sur lintervalle

—=+.|.:+.W+Nn—.

2 2n

=
n
b.Calculer h’(u) et montresr que 4' s'annule au moins 2n+ 1 fois sur

[w,u+2r]).

¢.Calculer h"(u) ct montrer que h” sannule au moins 21+ | fois sur
{ u,u+ 2% . En déduirc une cxpression explicite de g.

d. Les hypothtses faites sur g sont-clles compatibles entre clles ?
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X 86 Option P'- Corrigé

Auteur du corrigé : Robert Cabane (¢)2006
Inégalités style Kolmogorov

Partie | : Norme des dérivées des polynémes trigonométriques

1°)  Un polynéme trigonométrique f d’ordre n au plus (soit: f € 7;,) est une combinaison linéaire des fonction exp(ijz)
pour j compris entre —n et n. Si f est nulle en 2n + 1 points, alors g(z) = €™ f(z) fait de méme, et g est un polynéme de
degré 2n au plus en g(z) = ¢'*. Comme les 2n + 1 points sont répartis sur un intervalle semi-ouvert de longueur 27, leurs
images par g sont distinctes (variations de I'exponentielle sur [ic, i+ 2i7(). Donc g est nulle & cause de son degré, et f aussi.
2°) Iciona ||s|| = |a] et ||s'|| = |na| d’olt I'égalité.

3°) a) Soit h(z) = %||g’|| sinfn(z — u)] - g(z). Il s'agit évidemment d’un polynéme trigonométrique d’ordre n au plus (en
développant le sinus et g), qui d’aprés la question 1 ne peut s’annuler plus de 2n fois sans étre nulle. Et ici, si h était nulle,
alors g serait proportionnelle & s (avec b = —nu) et 'on ne pourrait avoir g’(z) > n||g||. Montrons que h s’annule 2n. fois.
Pour cela, I'on calcule :
o 3 iy T
h(u+ =+ kT) = 2 g/ (u)(—1)* — U X

(utg-+ko) = —g'(u)(-1) glut - +k)
kr
~ s . o n w s
04 In. Par continuité, il en résulte que h s’annule 2n fois au moins sur I'intervalle Ju + 2’—', ut o+ 2:7[. La 2m-périodicité de

n n

et comme |g’(u)| est plus grand que n|g(z)|, le signe de h(u+ ZL + %1 est (—1)k. Ce signe change 2n fois lorsque k varie de
n

h permet de ramener un éventuel zéro situé dans [u + 2, u + 21 + 27[ en un zéro dans [u,u + 21[, ce qui achéve de donner
i h ses 2n zéros dans [u,u + 2. i "

by Ona: h(z)=||g'||.cos(n(z — u)) — ¢'(z) d’ols k'(u) = 0 = K'(u+ 27). D’autre part, 'application du théoréme de Rolle
entre les zéros successifs de h sur [u,u + 2n[ fournit 2n — 1 zéros de R’ dans Ju,u 4 27[. Donc h' s’annule 2n + 1 fois sur
[ u + 27).

¢ Toujours par le théoréme de Rolle, A" s’annule au moins 2n fois sur |u,u + 27[; et h”(u) = —g”(u) est nul, car g’ est
maximale en u. Donc A" est nulle en au moins 2n + 1 points de [u,u + 27|, et appartient & 7;,. D’aprés la question 1, A" est
nulle, donc A’ est constante, et nulle puisqu’elle s’annule quelquefois. De méme, % est nulle. Donc g est proportionnelle & une
fonction s (avec b = —nu). '

d) Dans ces conditions, la question 2 entraine: ||¢’|| = n||g]|, ce qui contredit I'hypothése sur u. Comme on peut changer

g en —g, et que g est continue, on voit qu’il n’est pas possible d’avoir [|g’[| > n|lg|l. C’est donc que pour tout polynéme

trigonométrique f d’ordre n au plus'on a: || f’]| < = f]-
4°} La question précédente a prouvé que pour k=1 l'on a: ||f)|| < n¥||f||. Une récurrence immédiate montre alors cette
inégalité pour tout k. On peut avoir égalité (par la fonction sinus).

Partie Il : Norme des dérivées d'un fonction polynéme, sur [—1,1]

1°) a) Il s’agit des polynémes de Tchebychef bien connus. On les définit par:
Co=1, C1=X, Cnp1=20,~Cny

ce qui prouve immédiatement que Cy, est de degré n, & coeflicients entiers et coefficient dominant 2"~ Le fait que 'on ait :
C.(cos ) = cosnf provient de la factorisation de: cosnf — cos(n—2)6. Il en résulte que sur [-1, 1] C prend ses valeurs dans
[—1,1],et C(1) =1. Doncona: N(C)=1.
b Montrons, par récurrence que n, I'inégalité: |sinnt| < [sint| pour ¢ € R. Pour n = 1 c’est immédiat. Supposons I'inégalité
vraie sous cette forme. On a alors:

|sin(n + 1)¢| = [sinntcost + cosntsint| < |sinnt| + |sint| < n|sint| + |sint|
ce qu'il fallait. Notons que cette inégalité est assez bonne au voisinage des multiples de 7. Cependant, 'ona: C’(cosf)sinf =
nsinnd d'olt par I'inégalité précédente: |C’(cosd) < n?|; et lorsque 6 tend vers 0, la premidre égalité devient équivalente
a: C’(1) =n%9 dott C'(1) =n?; donc N(C’) =n?.
2°) a) Les racines de C sont toutes réelles, car on en trouve effectivement n (distinctes) qui sont dans lintervalle [-1,1],

oL —
soit (en ordre décroissant): =z = cos(("k2—l)7r). Un élément z de lintervalle [r,,z1] peut s'écrire: z = cosa avec
a €[, 7 — ). Alors V1— 22 =sina2sin —TL?l sin T = l, ce qu'’il fallait.
2n 2n 2n" n 2 n +
b) Ayant C(z;) = cos(nb;) =0, on a sin(nf;) = £1 d’ott |C'(z;)| = |sin7;,-| = \/1”__3:?

3%) a) Nous considérons la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle Yok qui a pour pdles (éventuels)

s . ~ 5 I N .
simples les z;; le résidu en un tel péle se calcule comme toujours selon la formule : g,(( ’)), d’ott la formule. On peut aussi
T;
évoquer I'interpolation de Lagrange.
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by Sur [r,,7;] 'on a ny/1 — 2221, d’ot: |Q(z)| € nv1 — 72|Q(z)| < nM(Q). Prenons alors = €]z1,1]; ona:

IC()y/1 - =2
Q@) < 1Q(z:)l - TN
et dans cette somme C(z) et |z — z;| sont positifs. On a donc:
M (Q 1C=)|
@) < X 5 10,

et cette derniére somme est exactement C’'(z) (on le voit en remplaqant Q par C’). On a vu que N(C’) = n?, ce qui permet
de majorer |Q(z)| par nM(Q), ce qu’il fallait. Sur [~1,z,[ on fait un travail analogue (les termes sont alors tous négatifs).
4°) a) Posons h(t) = P(cost) et 2 = cost. 1l s’agit d’'un polynéme trigonométrique d’ordre n au plus (chaque cosP ¢ en est
un, par linéarisation). D’aprés la partie I, I'on a: ||/]| € n||k]| = nN(P) et h'(t) = —sint P'(cost) = —v1— z?P'(z) d’'olt
IP'{2)] < n N(p)(1 - z%)~/2

by On déduit de ce qui précéde que: AM(P') < nN(P) d’oii par le 3b: N(P') € n®N(P), ce qui donne I'inégalité cherchée

2
I
powr k = 1. On poursuit par récurrence: si N(P*)) < [(n—zkﬁ] N(P) alors

. : . 12 n!®
N(P*+1) < (deg PR)2N(PM) < (n - k)2 - (n—EWN(p) = mN(P)

ce qu'il fallait. ;
c¢) Supposons que l'on ait: P = SJa;X'; alors N(P) € ¥ ai| € (n + 1)N'(P) (on travaille sur [~1,1]). On a aussi:

PO(0) nt? q npl n. fait ce qu’on peut...). Finalement
= — S AT k)'za\ (P) < 2™n! (car (}}) €2"; majoration trés grossiére mais on fait ce q p ,
. . N'(P)
1 AL} ; A ]
le quotient N(P) est compris entre ] et 2"nl.
Partie Il1;: Application a des inégalités de Kolmogorov
1°) a) La formule de Taylor-Lagrange peut s'écrire ici: f(z +y) = Pe(y) + fV (c)y Comme ici y sera entre -1 et 1, on

psut majorer Py(y) (et N(Pz)) par || f|| + —— ”f ”

_N(P,) <

k)l2 (AN + ”f II) ce qu’il fallait.
f\n||f

by Alors |f®)(z)| = [BE(0)] < N(P) < ;,(——— e
2°) En prenant ¢(z) = f(Az) I'on obtient: || f(F)] < C k)ﬂ([[f" +
diminuer une expression du style: a\™* 4 bA"~¥, On peut, par exemple, falre en sorte que les deux termes de cette somme

ini it A a 5 s . 9 (1=k/n)pk
soient égaux (ce n'est pas le minimum). Cela nous conduit & prendre: A=}/ B rendant la somme égale a: 2a(1=F/mpk/n,

nl=k/n ([]f"(l'k/") + [|£()]|*/") d’otr la majoration proposée.

(n)
II) ce qui indique qu’il faut choisir A pour

',
En reportant, on obtient: [|F®| < (—)I2

2°) Disons tout de suite que la question est ambigué (qui tend vers I'infini: n ou k, ou les deux? ) et que, méme avec une
interprétation raisonnable, ’on finira par trouver aprés un certain volume de calcul que la nouvelle majoration est pire que la

précédente (le rapport demandé semble étre équivalent & kInn)! Nous nous abstiendrons donc. Les inégalités de Kolmogorov
12-k/n i . U .
eont du méme type, avec la constante (n«-—kj—ﬁ remplacée par une constante optimale, déterminée par récurrence.
n—k)!
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