ECOLES NORMALES SUPERIEURES

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES - C - (ULCR)

(Durée : 4 heures)

L'utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

* Kk ok

Pour tout ¥ € R, on notera |y| la partie entiére de v, cest-a-dire I'unique entier relatif
ly] € Z tel que |y] <y < |y] + 1. Pour tout sous-ensemble A C R, on notera 14 sa fonction
caractéristique.

Pour tout z € C, on notera |z| le module de z. On notera ¢!(Z) I'ensemble des suites de nombres
complexes (z)rez telles que 3¢z [2k| < +00.

On dira qu’une fonction continue f : R — C est périodique de période T > 0 si pour tout
z€R,ona f(x+T) = f(z). Dans ce probléme, on supposcra toujours que T = 1 et on dira
simplement qu’une fonction continue f : R — C est périodique si pour tout z € R, on a
f(z +1) = f(z). On notera Cper I'espace vectoriel de toutes les fonctions f : R — C continues
et périodiques muni de la norme || - [|co définie par

Il flloc = sup [f(2)]-
R

Si f € Cper est une fonction continue et périodique que I'on suppose de plus de classe C*° sur R,
on notera f (M) pour tout m € N, la dérivée m-ieme de f qui appartient encore & l'espace Cper-
On rappelle qu'une suite (fr)nen de fonctions de Cper converge uniformément vers f € Coer

lorsque limp— o0 | fa = flloo = 0.
Pour tout k € Z, on notera ej € Cper 1a fonction définie par
er(z) = exp(2mikz) pour tout x € R.

Soit une fonction f € Cper. Pour tout k € Z, on définit cx(f) € C, le k-iéme coefficient de
Fourier de f, par

1
exlf) = fo F)ei(y) dv.

Pour tous n, N € N, on définit les fonctions Su(f) € Cper €t an(f) € Cper par

n

Sa(f)= Y exl(flex et onl(f)= mzsn(f)-
k=—n

n=0

Le sujet est composé de cinq parties. Les résultats de la partie I seront utilisés dans la partie 11.
Les résultats de la partie II seront utilisés dans les parties III et V. Les résultats de la partie
III seront utilisés dans la partie IV,
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I. Préliminaires
Le but de cette partie est d’'ét

(L.1) Soit f: [0,1] — C une fonction continue telle que £(0) = f(1). Soit F: R — C Ia
fonction définie par f (x) = f(z - |z) pour tout z € R. Montrer que f € Coer-
(I.2) Montrer que toute fonction f € Cper

(L.3) Soit (z,)

la suite de

abir des résultats préliminaires qui seront utiles dans la partie II.

est uniformément continue sur R.
neN une suite de nombres complexes qui converge vers z € C. Montrer que
nombres complexes (Z N)Nen definie par

1 N
In = z
N N+lnz_0"

converge aussi vers <.

IL. Théoréme de Fejér et applications

Le but de cette. p'fu'tie est de démontrer le Théoréme de Fejér qui affirme que toute fonction
f € Cper st 1a limite uniforme de la suite de polynémes trigonométriques (Sn(f))
Pour tout N

neN-
€ N, on définit 1a fonction Ky € Cper par
1 N n
n=0k=-n

(IL.1) Soit N € N. Montrer que

1
| xtay =1
(IL.2) Soient Ne Netz € R \ Z. Montrer que

T N+1 sin(wz)
(IL.3) Soit f € Cper. Soient N € N et z €R.
(I1.3.a) Montrer que

Ky(z) = — (Sin((NH)m))?.

1
(&) = [ f)En( -y
0
(I1.3.b) En déduire que

1
on(f)(z) - f(z) = /0 (& - v) - F(2)) Kn(y)dy.

(IL.4) Théoréme de Fejér. Soit f € C

per-

(II.4.a) Montrer que pour tout e > 0, il existe 0 < § < % tel que pour tout N € N et
tout z € R, on a

5 1
/ |f(z —y) = f(z)| Kn(y)dy <e et /1 6|f(93—y)—f(l‘)lKN(y)dySE-
0 —




e e A

(IL.4.b) Montrer que pour tout 5> 0, il existe une constante g = 0 (qui dépend de d

et de f) telle que pour tout N € N et pour tout © € R, on a

1-4 ‘
[5 ‘f(.’ﬂ - y) = f("c)]I\’N(y) dy € ]\:"‘:;{1

(IL.4.c) En déduire que la suite de fonctions (on(f))Nz1 converge uniformément vers

(11.5) Soit f € Cper une fonction que I'on suppose de plus de classe C® sur R.

(I11.5.a) Soient k € Z et n € N. Ltablir une relation entre les coelficients de Fourier
ex(f) et cx(F™).

(11.5.b) En déduire que (cr())kez € €(2).

(I1.5.c) Montrer que la suite de fonctions (Sn(f))nen converge uniformément vers f.

I11. Equirépartition
artition modulo 1 des suites de nombres réels.

Pour tout sous-ensemble fini X C IN, on notera 1X le cardinal de Pensemble X . Pour tout entier
N > 1, on notera simplement [L,N]={keN:1% l < N}. Pour tout entier N > 1, toute
suite de nombres réels (zn)np1 et tout sous-ensemble non vide Y C [0,1], on notera

Le but de cette partie est d’étudier 'équirép

1
(N, (zn),Y) = -Nﬁ{l <n<N:izp—lza] € ¥
On dira qu'une suite de nombres récls (Tn)n>1 €st équirépartie si pour tous 0<a<bsl,

on a .
lim (Y, (@), o b) =b e "

N=+00

(I111.1) Montrer qu’une suite de nombres réels (Zn)n>1 €st gquirépartie si et seulemem(pour

tous0<a<b<lona
Nl—ig}ooFY(N, (:ETI): [az bD =b-a

(111.2) Soit f € Cper. Pour tout entier M > 1, on notera

M-1 -
o J
‘1>Ml£f) = ’2: Z g (k + T\_) 1[k+y’,,k+ln+—,‘['
. ieZ j=0 |

(I11.2.a) Montrer que pour tout & > 0, il existe un entier M 21 tel que

sup |f(z) = 2 (f)(2)] S e

T€R

(I11.2.b) Soit (Zn)n>1 une suite de nombres réels équirépartie. En déduire que
1 o !
i 2 f) = [ 1w ()

(I11.3) On se propose de montret Ja réciproque de la question IIL2. Soit (xn)n>1 une suite
de nombres réels qui vérifie (+) pour toute fonction f € Cper. Soient 0 < a < b<1.




(IIL.3.a) Etant donné & > 0, en vous aidant d'un dessin, construire des fonctions
[y I € Cper telles que pour tout = € [0,1], on a
f;(l) < 1[{1,!;](',5) < fei‘(x)
el

1
[ (- s <
(ITL.3.b) En déduire que la suite (Zn)nz1 est équirépartie,
(I11.4) Soit (y)np1 une suite de nombres réels telle que pour tout k€ Z\ {0}, on a

1 N
lilm N Ze/,(a;,,) =),

N—-+00
n=1

Montrer que la suite (@n)u>1 est équirépartie.
(IIL5) Soient @ € R\ Q et & € R. Montrer que la suite (an 4+ z)nz1 est équirépartie.

(ITLG), Soit a e R\ Q et f € Cper. Pour tout, n € N, on note Fy, € Cper la fonction définie
par Iy (2) = f(an + z) pour tout = € R. Montrer que

1 1 XM
Afmw—ﬁgn

lim

=0.
N—-+00

o0

IV. Théoréme de Weyl

Le but de cette partie est de démontrer le Théoréme de Weyl qui affirme que pour tout
polynéme de degré d > 1 a coefficients réels PX)=oagX?+ -+ X +0o9 € R[X] tel que
ag € R\ Q, la suite de nombres réels (P(n))nz1 est équirépartie.

(IV.1) Inégalité de van der Corput. Soit (Zn)n>1 une suite de nombres complexes tels
que |z,| <1 pour tout n > 1. Soient 1 < H < N.
(IV.1.a) Montrer que

N N H

1
Zzn,_ EZZZTH-IL <H+1L
n=1 n=1h=1
(IV.1.b) Montrer que
N N | H 2\ 12 7,
1 1 1 H+1
szn Swl—i Z ’Zf-'n+h +T.
n=1 n=1 h=1

(IV.1.c) En écrivant

N | I © N I N I N

— 2 -
E E Zn+h| = § E Anthinth! = § § |5n+h| +2 E E Zn+hInth!s
n=1 |h=1 n=1hh'=1 n=1h=1 n=11<h'<h<H

et en effectuant un changement de variables approprié, montrer que
N | H g N

Z Z Zn+-h Z ZnthZn

n=1|h=1 n=1

H
<NH+2HY
h=1

+ H?(H +1).




(IV.1.d) En déduire que
I 1 &
5?214:” < Vﬁ-(??j{j

: h=1

n=1
(IV.2) Lemme de van der Corput. Soit (x,)n>1 une suite de nombres réels tels que
pour tout & > 1, la suite de nombres réels (Zaqn — Tn)nz1 st quirépartie. Montrer que
la suite (&y,)n>1 est équirépartie.
(1V.3) Démontrer le Théoréme de Weyl en raisonnant par récurrence sur le degré d> 1.

1/2 1/2
1 H+1 + _{I_—t_l_
T\ TN N~

1 N
- P—
N L Ind-hin

n=1

V. Approximation rationnelle et équirépartition quantitative

Le but de cette partie est d’étudier approximation des nombres réels par les nombres rationnels
et les liens avee 'équirépartition.
On dira qu'un nombre réel a est de Liouville si pour tout entier n > 1, il existe un couple
(Pnygn) € Z x (N '\ {0, 1}) tel que
()
<\{— 1 .
n

On dira qu'un nombre réel a est algébrique s'il existe un polynsme P(X) € Q[X] non constant
tel que P(a) = 0.

Pn
a — —

Gn

0<

(V.1) Montrer qu'un nombre réel de Liouville est irrationnel.
(V.2) Théoréme de Liouville.
(V.2.a) Soit @ € R\ Q tel quil existe un polynéome P(X) € Q[X] irréductible a
coefficients entiers de degré d > 2 tel que P(a) = 0. Montrer qu’il existe une constante
co > 0 (qui dépend de a) telle que

p

Ca
a—=|>= pourtout (p,q) € Z x N*.
q

qd

(V.2.b) En déduire qu’un nombre réel algebrique sur Q n’est pas de Liouville.

(V.2.c) Montrer que le nombre réel

X1
a=) 1w
n=1

n’est pas algébrique.

(V.3) Equirépartition quantitative. Dans cette question, on prouve une version quan-
titative de la convergence de la question IILG.
Soit & un nombre irrationnel qui n’est pas de Liouville. Soit f € Cper une fonction que
I’on suppose de plus de classe C* sur R. Pour tout n € N, on note F3, € Cper la fonction
définie par Fy,(z) = f(an + ) pour tout = € R.
Montrer qu'il existe une constante Cq s > 0 (qui dépend de a et de f) telle que

1 LN Caj
/ fly)dy - N ZFn < T pour tout N > 1.
0 n=1 00

Indication_: on pourra utiliser les résultats de la question I1.4.



CORRECTION DU SUJET X-ENS MATHEMATIQUES C 2017

Cette correction comporte certainement des erreurs et peut étre améliorer. Vous pouvez me
faire part de vos suggestions & 'adresse mpehd@ free. fr. Serge Francinou.

I. Premiére partie : préliminaires

1) Comme f est continue sur [0,1] et x — x — | est 1-périodique, continue sur R\Z &
valeurs dans [0, 1], f est bien définie, 1- périodique et continue sur R\Z. Enfin si n € Z, on a
fn™) = f(1) = f(0) = fn*) = f(n) et [ est continue en n et donc finalement sur R.

2) Soit ¢ > 0. La fonction [ restreinte i [-1,1] est continue sur un compact donc uni-
formément continue par le théoréme de Heine. On prend 1 < 1 un module d’uniforme conti-
nuité de cette restriction pour €. Soit z,y € R, |r — y| < &. Supposons z < y et n. = |y]. Alors

’

v =y—nel0,1et 2’ =z —n€[-n,1[C [~1,1]. En particulier #’ et i sont proches & moins
d’¢ et ils sont dans [—1,1]. Il s’ensuit que

|f(z) = f) = If(=") - f)l < e.

On en déduit que f est uniformément continue sur R
3) Ultra classique théoréme de Cesaro. On peut le démontrer en une ligne si on utilise le
théoreme de sommation des o :

e — 2| = 0(1) et 1 est le terme général positif d’une série
divergente donc 0 |z, — z| = o(N + 1)...

IT. Deuxiéme partie : théoréme de Fejér et applications

1) Lintégrale de ey sur [0,1] vaut 1 si k = 0 et 0 sinon. Par linéarité de l'intécrale,
N

1
1=1.
/KN N+1Z

2) Pourn € N

- m " ] m T
5 e ene ) el =) ) _ s )

k=—n 1 — ey (x) sinwz

apres factorisation par le demi-angle. Ky est donc la partie imaginaire de

1 el‘ﬂ'.’!} N

i _ 2i(N+1)rx
I @n+1)irz _ Q2TT\ e l—e
(N +1)sin7z Z ~ (N +1)sinwz Z ( ) (N+1sinwz 1 - e2inz

ce qui donne par factorisation par demi-angle

N+ gin (N + 7z

(N+1)sinrz  sinmz

. T ) 1 sin(N
dont la partie imaginaire est bien T (Sm(i\, + l)m:) : c’est le noyau de Fejér.
s Tx .



3) a. Par linéarité de I'intégrale,

on(f)(x) Ar_l__lZZ/fUEA’L— dJ-/f VK n(z —y)dy

n=0 k=-n

b. Comme f(z / f(2)Kn(y)dy, on a en posant z =2 — ¥

an(f)(x / f@—2)Ka(z dv—/f (z)Kn(y)dy = /1(_f(x—y)—f(x))KN(y)dy,
0

car par invariance par translation (hors programme depuis 2014 me semble t-il ?), / flz —
z—1
1
2)Ky(2)dz = / [(z = 2) Kn(2)dz puisque la fonction z — f(z — 2)Kn(z) est 1-périodique.

0
4) a. Soit § < 1/2 un module d'uniforme continuité de f pour . Pourz e Rety € [0, 4],
|f(z = y) = [(y)] < € et done comme Ky est positive (I.2), on a

I}
/GIf(x—y)—f(y)lh"n(y)dyéfoEK (y)dy < /K )y = €.

De méme siy € [1 —4,1), y — 1 € [=4,0] et par périodicité, |f(z —y) — f(z)| = |f(z — (¥ —
1)) — f(x)] < J et on obtient de méme Pautre inégalité.
b. Pour § Sy <14, onasinmy 2 sinad si bien que K, (y) < (ﬂl_)';lm Ainsi,

/l_élf('r-“y)—f(?t)[f\’v(y)dy</1—5 M e 4 For
=46 ‘ ‘ ) S s (N + 1) sin?(7é) Uys N+1
e = Al

| %17 sin®(n6)

c. On fixe ¢ > 0 et 'on prend 4 comme en 4)a. On a par découpage de l'intégrale par la
relation de Chasles

o ()@ ~ 1@< [ 1 =) = Sl En)y <+ 5125

. K, et .
Il existe ng tel que si N = mng, on a ]\T+£I < e Alnsi si N 2 ng, pour tout z € R,

lon(f)(z) — f(z)| € 2¢, ce qui prouve la convergence uniforme de (on(f))n vers f.
5)a. Soit k € Z. On a par intégration par parties

! i ! 2k ]
= / Fily)e~2kmdy = [f(y)e™ 2] + 2k / fly)e ™ ™dy = 2ikmey(f).
J0 0

Par récurrence immédiate, cx(f™) = (2ikm)"ck(f).

b. On a |en(f / IF()|dy < || fllco- Avec n = 2 dans I'égalité précédente, on a donc

1"
len(f)] < H4f zlllf pour k # 0 et par comparaison, la famille des ck(f) est sommable.
w2k
c. Posons g = lim S,(f). Les séries de fonctions Zc;,,(f)ek et ZC_k(f)e_k converge
n—+0o

normalement sur B (et donc uniformément) puisque |cx(f)ex| < lee(f)] (vesp. [e—x(f)e—k| <
le_r(f)]) qui est le terme général d’une série convergente. Par le théoréme de Cesaro (1.3)), la




moyenne . , eia T
qQue f = des Sn(f)(x) converge donc vers g(z) aussi. Mais aussi vers [ par 4). On en déduit
= g et que la suite de fonction S, (f) converge uniformément vers f.

III. Troisieme partie : équirépartition

Il manque un ”si” dans la définition de Uéquirépartition.

1) La suite (z,),s; étant supposée fixée, on notera v (Y) au lieu de (N, (zn),Y) : clest
la proportion des termes de la suite parmi les N premiers qui modulo 1 tombent dans la partie
Y. Dans cette question on veut montrer qu'on peut remplacer les segments par des intervalles
semi-ouverts dans la définition de "équirépartition.

o Soit @ < b < 1. On a alors yx([a, b]) = w([a,1]) — ¥ (b, 1) qui tend par définition vers
1—a—(1-1b)=0b- a. Pour montrer que cela reste encore vrai dans le cas b = 1 il suffit de
prouver que yy({1}) tend vers 0. Cela se fait en quantifiant. Soit € > 0. L’intervalle [1 — &, 1]
contient le singleton {1}. On a alors yx ({1}) < ([l — &, 1]) pour tout N et le majorant tend
vers ¢ lorsque N — +oo. Il existe donc un rang Np & partir duquel yx({1}) < 2e. Do le
résultat.

e On fait de méme dans I'autre sens en encadrant un segment [a,b] quelconque entre [a, b]
et [a, b+ e[ pour € > 0 petit et en traitant A part le cas b =1 ou il suffit de majorer par 1.

2) a. Soit 7 un module d'uniforme continuité de [ pour . Il existe M € N* tel que

— < 7. Dans ces conditions, pour & € R, si k est sa partie partiere et si j/M <z <

(j +1)/M, @p(f)(2) = f(k+ 7/M). Comme z et /M sont proches a moins de 1/M £ n,on
a |f(z) — ®rr(z)| € . Par conséquent, on obtient bien ||f — Par(fll <€

M-1 M-1
b. On remarque que @,,(f) s'écrit en fait Z Z TG /M) arG+ym = Z f(G/M)hjar,
kez j=0 =0

avec hjnr = 3 ez Llj/M,(j+1)/M[ PAT périodicité de f. -
On va commencer par démontrer (%) pour une fonction fo = S rez jo lapoulsa
b < 1. D’une part U'intégrale de fo sur [0,1] vaut b — a. D’autre part,

<

1 N
']v Z f(zn) = '7(Ni (’En)a [a7 bD

1
qui tend bien vers b —a = Jo-

0
Par linéarité de la moyenne ct de l'intégrale, (*) reste vraie pour ®as(f).
Passons & f. Soit € > 0. On considére I'entier M de 2)b. On a alors

/Olf—/och’M(f)lg/ollf—q’zu(f)lés ot

.I'\y

1 & 1
W Zf(acn) -y D (f)(@0)
n=1

<3 ) = ()] <

n=1

n=1

En écrivant

N 1 N N N 1 1 1
LY s [ F= ey oD+ S o= [ buht [ Eu [ 5

n=1 n=1 n=1

on obtient par l'inégalité triangulaire,

" |
FOSORY

N

1 1
NZ‘I’MU)(%)—/O Dpr(f)

n=1

<e+ + ¢,




et pour IV assez grand,

1 N 1
'N Z f(xn) - /0. f
=1
§ srifiant toutes

3)a. Il est facile de construire des fonctions f. et fT affines par morceaux vérifi
les conditions.

N
b . Notons un(f) = sz 'n) pour [ € Cper. Soit € > 0. On remarque que

n=1
YN, (@), [a,0]) = ptr(1a). On en déduit que

i (f7) < (Y (20), [0, 8]) < v (f).

Etant donné les limites des membres de droite et de gauche, & partir d’un certain rang,

1 1
[ i -eca@net < [ i +e
0 0

1
Or les deux intégrales sont proches de / Lia,p) = b — a & moins de ¢ par construction. Donc a
0

partir d'un certain rang, on a
b—a -2 <y(N,(zn), [a,b]) Kb—a+2e.

Au final, y(V, (), [a, 1]) converge vers b — a et (x,) est bien équirépartie.

4) On va utiliser le critére précédent. L'assertion (+) est vrai pour tout polyndme trigo-
nométrique de période 1 (par linéarité sur I'hypothese, le cas & = 0 étant trivialement \erlfie)
Or, les polynomes trigonométriques sont denses dans (Cper, || ||) en vertu de la (]llet]Oll II4)e.
Soit f € Cper €t € > 0. On se donne P polynome trigonométrique approchant f & moins de ¢
de maniere uniforme sur R. On éerit

,\,Zfzn /f_NZfI”—NZPJ"" NZP ,l——/OIP(f)—h-/OIP_‘/OIf.

n=1 n=1 n=1

1
' /If—P|<-
0

N
)| < 5 1) - Pl <=

n=1

Comme

\er(L NZ




on obtient par Uinégalité triangulaire,

b 1
A\.-;f(ln)_./o [l <

et donc pour NN assez grand,

N

Ii'r S Plz,) - /01 p

n=1

€+ + ¢,

WSS E

n=1
et () est vraie pour f : la suite (x,,) est bien équirépartie.
5) On va utiliser la question précédente. Soit & € Z* et calculons

N

—Z (2ikman + 2ik7a) =

n=1

< 3,

exp(2ikaz) 1 — exp(2i(N + 1)k7ra)
N 1 —exp(2ikma)

avec exp(2ikma) # 1 car 2nka € 277 puisque o est irrationnel. En passant au module, il vient
N

1 2
VE exp(2ikwan + 2iknz)| <
4

n=1

+ 0.
|1 = exp(2ikma)| N N-+co

La suite (an + z) est donc bien équirépartie.
6) On remarque avec la majoration précédente que

1 [ N
/0 &= % zek(an—l— )N <
o0

n=1

2

—0
|1 — exp(2ikma)|N N-so

Si k =0, la norme infinie est nulle. On en déduit par linéarité et inégalité triangulaire que si P
est un polynome trigonométrique et P,(z) = P(an+ z) pour n € N* et x € R,

1 1 N
P-=%"P,
/0. N ;

Si P est un polynome trigonométrique approchant f de maniere uniforme & ¢ pres,

lim
N—=+o0

o0

1 N 1 N
/f_N /‘P_NZP" + \!Z TF
n=1 o0 n=1 oo
N 1 N
P——ZP +e=2+ P—V_JP,I
n=1 n=1 o)

et donc pour N assez grand,

N

[r-55]

n=1

C’est ce qu’on voulait.

IV. Quatrieme partie : théoréme de Weyl
1)a.Ona

ZZ~n+h—— (a+- +zgp) + (z+ -+ 2mge) + o+ (v + - + 2nem)

n=1 h=1

=2+22+ (H - 1);’1—1 +Hzggi+--+Hey + (]{ - 1)3N+2 + -+ 2ZN1H-




Ainsi,

N N o H

it
Zz” - ZZ~:z+h = T](H;q +(H=1)z+ 42y — Hayy — - — 22n00-1 — 2N+H) -
n=1 n=1 h=1

En passant au module, les |2,| 8tant inférieur & 1, on obtient par inégalité triangulaire,

N
Z~n szn-{h \HZL H+1.
k=1

n=1 n=1 =1

b. On éerit

]l 1 LA 1 1
_Vzlzn=N~HZZ’Zn+h+ NZZ”—WZ’Z:z"+h’
n= n=1 n=1 h=1

n=1 h=1

Compte tenu de linégalité de la question précédente, on a par inégalité triangulaire

o il HA+1
g NH = Z~n+h =

n=1 |h=1

En vertu de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

1/2
N | H N N | H 2 N | H 2\ /
2 -~
g E Zn+h g § 12 E E Zn+h =vVN _S_ E “n+h ;
n=1 | h=1 n=1 n=1 |h=1 n=1 | h=1
ce qui donne bien l'inégalité proposée.
c.On a
N | H 2 N /H H
§ § ZIn+h| = E E Zn+h E Znth
n=1 | h=1 n=1 \h=1 h=1
N
. § __>_ Zn+hZn+h!
n=1 1<h,W<H
N N
- § E Zn+hin+h + § E n+hinth!
n=1 1<h<H n=1 1<hh'<H
h#h'
1\7
2 T > >
= Zntn]” + E E (Zn4hZntw + Znih'Tnrh)
n=1 h=1 n=1 1<h<h’'<H
N N N
e S g 'Zn+h|2+2Re E E “n+hZnth!
pA——
n=1 h=1 n=1 1<h<h’'<H

N
< NH+2 Z Z Zn+hen+h!

n=1 1<h<h’'<H



N
Travai 5 sur g Zngh' .
aillons sur ZnanZnn. On a en posant b=n-=hpuism=n+ B,
n=1 1<h<h'<l!

N H-LH-I
E , E In4hing h' - _S_ Z Z Znth kAl
n=1 1<h<h’<H n=1 W'=1 k=1
N n4+H-1H—(m-n)
e g Z Z ~m+l Zm
n=1 m=n+l
H-1 N n+11-—A
= E E Z zm+k:;r;
k=1 n=1 m=n+l
H-1N+H-k m-1

=3 > ), e

k=1 m=2 n=m—(H-k)

H-1 N+H-k
= }:(H —k) Y amikZm
k=1 m=2
1 N+H—k H-1
= - l‘ Z ZmikZm — Z(H - k)zl—l,-kEl_
k=1 k=1
H- N H-1 H-1 N+H-k
(H k) ek — S (H - k)audi+ S (H—k) S ZmenEn
k=1 m=1 k=1 k=1 m=N+1
Par inégalité triangulaire, il vient
N H- 1 N H-1 N+H—-k
S znennw WY zmusZm| + D (H = k) + Z (H-k) Y 1
n=1 1<h<h’'<H k=1 m=1 k=1 m=N+1
=H-k
H-1| N H-1  H-1
S(H—I)Z sz‘H\‘Tm"'Z + 1% en posant [ = H — k,
k=1 |m=1 =1 =1
H-1| N
_ | HH-1)(2H+2
S(H—l)z sz-'rk:m + ( é( )
k=1 |m=1
H-1| N 0
H(H*-1)
< (H-1 Zmakzm| F———=—
( )k=1 mZZI m+kcm 3

d. Comme pour a, b positifs, va + b<Va+ Vb, on a & partir du résultat de la question
1)b '
1/2
. oH(H2 -1\ H+1
NI N

VR \VE g2 H
+<§) MEYTTN

2) Fixons k € Z*. Posons pour n > 1, 2z, = ep(y). Si b = 1 remarquons queé ZnthZn =

N

g zm-{-km

m=1

H-1

H-1

[ JEE—
Hl/'> (" NH?2 Z

k=1

1 1H—l 1 N
<W+\/§(EZ NZZ,,,HE;

k=1 m=1

vE-




ex(Znsn — Tn). Par hypothése, nous avons donc en vertu de I11.2)b appliquée & f = €,

N
lim 3 2T =0
m — Sm+ke<m =
Nene N m+kem
m=1

Soit ¢ > 0. Comme les z, sont de module 1, l'inégalité de la question précédente

s’applique. Fixons H tel que ﬁl— < e Pour N tendant vers 0, la quantité

1/2
H-1
V‘)(HZ 1\2 ZmekZm

m 1
1 1 I . L
on a done N Z W S T Tiates 2z. La quantité ¥ Z z, converge donc vers 0 et d’apres

la quastion III. -L) la suite (x,) est équirépartie.

3) Procédons par récurrence sur le degré d. Le résultat pour d = 1 a été prouvé a la question
II1.5). Si d > 2. On va utiliser la question précédente pour faire chuter le degré. Soit h > 1.
Posons z,, = P( ) et Yn = Tnin—1, = P(n+h)— P(n) = Q(n) avec Q(X) = P(X +h)— P(X).
Le polynome @ est de dégré d—1 et son coefficient dominant est dhay qui est toujours irrationel.
Par hypothese de récurrence, la suite (y,) est donc équirépartie. On conclut avec la question
précédente que () est équirépartie.

172 T
o\ 1/2 gri1/2
) - (é) [\{1 7+ H;*,,_ . tend vers 0. Pour N assez grand,

n=1

V. Cmquiéme partie : approximation rationnelle et équirépartition quantitative

1) Soit a = E € Q et supposons que a soit de Liouville. Soit (p)ns1. (gn)ns1 des suites
associées & a. On a alors pour tout n

Qa Pn

b gn

1
an

0<

Comme |ag, — bp,| est un entier non nul il est supérieur ou égal a 1. On a done ﬁ- < q%, puis
n n

1 1

1

n—-1 >~ on-1
b qn 2

ce qui est absurde puisque la suite de droite tend vers 0.
a. Comme P est irréductible dans Q[X] (I'énoncé devrait préciser...) et de degré > 2 il
ne peut avoir de racine rationnelle. Quitte a multiplier P par un entier non nul idoine on va

supposer que P est a coefficients entiers. On a alors P(s) de la forme q—}; avec A € Z* et done

7(3)

théoréme des accroissements finis, pour un rationnel f; qui est dans [a — 1,0+ 1] on a

w2 <[PQ)]=re-r()

Si 2 n'est pas dans U'intervalle [a — 1, o + 1] alors ‘a = El 212 q—ldr

Z pour tout couple (p,q) € Z* x N. Notons M = SUP|a_i.a41) [ P'(2)]. D’aprés le

< M{a — —l

,37 ) répond a la question.

b. Soit o un nombre réel algébrique. Si a € Q on a vu dans la question V.1 que a n'est
pas de Liouville. Si & n’est pas rationnel il annule un polynéme irréductible de degré > 2 et on

Bref, la constante ¢, = min (1




peut utiliser la
suites (py) question précédente. Supposons alors que « est de Liouville et considérons des
Pn)nz1, (qu)n>1 associées. On a pour tout n,

€ 1
7%
ce qui est encore impossible pour n assez grand.
c¢. Il suffit de prouver que a est un nombre de Liouville! Posons S orog 10 = ‘Z—: avec
gn = 10™. On a déja 2 < a et on va majorer la différence o — P— =3,% . 1 o Or, pour

E=n+1lonak!> n'l Ainsi,

*Z” 1 Z 1 1 1 11
TOK! S k. qonin - -—n' ! gn
2 TR S 2 Tom T 0T 1o 10 10 g

2) D’aprés I15.c la fonction f est somme de sa série de Fourier qui converge uniformément
(et méme normalement) sur R : [ =3,z cx(f)er. Ona fo I =cof) et

- . -
%;Fn(m) ZZC,([ ex(z)er(an) = ;IZ (ck Jex( .'L')ZEA,(O.TI )

n=1 keZ ke

(somme finie de séries absolument convergentes). Pour k = 0 on retrouve co(f) et on doit donce

majorer :
1
/0 f(y)dy— ZF Z (C;.(f ex(z Zek an))

hkeZ*
On peut majorer par inégalité triangulaire par

I Z lex(f ['Zek(an I

keZ*

N

On va voir que ce terme est fini. En utilisant la somme des termes d'une suite géométrique on

a
lZe an)| € =
F | sin | sin kra|

n=1
On mtrodu)t un entier px tel que kmor — py soit dans [-7/2,7/2] et on utilise la minoration
|sinz] > 2|z| valable sur cet intervalle. Comme « n’est paq de Liouville il existe un entier
d € N* tel que pour tout (p,q) € Z x N* on a la —p/q| =2 7 On a alors

L
90K

1 1 T
< L ———XK
|sinkma| = |sin(kma — ppm)| = 9lkma — pm|

Or comme f est de classe C* la suite (|ex(f)IK]* 1) kez est sommable ce qui permet de conclure.



