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DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
(Durée : 4 heures)

L'utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

L

On attachera la plus grande importance & la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction,

* % %
Ce probléme a pour objet 1'étude de certains cones dans des espaces euclidiens.

On désigne par E 'espace euclidien R? (n > 1), par (.|.) son produit scalaire usuel, et par ||.||
la norme associée. Pour toute partie X de E, on note X+ (resp. X7) I'ensemble des éléments z
de E satisfaisant (z|y) = 0 (resp. (z|y) > 0) pour tout y de X.

Une partie C de E sera appelée cone ¢ faces s'il existe une famille finie d’éléments
T

1,.--,¢-(r > 0) de E telle que C soit 'ensemble des combinaisons linéaires Z’\ici avec

i=1
Al;--- A+ 2 0. On supposera toujours les ¢; non nuls, et on dira qu'ils engendrent C. Enfin on
appelle face de C toute partie de C de la forme C N {w}* avec w € C*+.

La premiére partie est indépendante des suivantes.

Premiére partie

1. Vérifier que tout sous-espace vectoriel non nul de E est un céne 4 faces.

2. Supposant n = r = 2, décrire (sans démonstration mais avec des figures) les ensembles C,

C™ et donner sous chaque figure la liste des faces de C suivant les diverses positions relatives
de ¢; et co.

3. Supposant que n = r = 3 et que (c1,¢2,c3) est une base orthogonale de E, décrire sans
démonstration C, CT et les faces de C.




Deuxiéme partie

On se propose, dans cette partie, de démontrer que tout cone & faces est fermé dans E.

4.a) Soit K une partie compacte de E ne contenant pas 0. Montrer que ’ensemble des
éléments de la forme Az, ot A € Ry et 2 € K, est fermé dans E.

b) Ce résultat subsiste-t-il si lon suppose K seulement fermé, ou si X, compact, contient
0?

5. On considere maintenant un cone a faces C engendré par des éléments cy, . .. , Cr-

a) Montrer que C est fermé lorsqu'il ne contient aucune droite vectorielle. [On pourra

T T
introduire I'ensemble K des éléments Z Aic; avec \; € Ry et Z Ni=1]

i=1 i=1
b) Soit V' un sous-espace vectoriel de E (éventuellement réduit a 0) contenu dans C et
distinct de C. On note P le projecteur orthogonal de E sur V+. Vérifier que P(C) est un cone

4 faces contenu dans C.

c) Supposant que P(C) contient une droite vectorielle, construire un sous-espace vectoriel
de E contenu dans C et contenant strictement V.

d) Montrer que C est fermé dans E.
Troisiéme partie

6. On se propose ici de démontrer que tout céne a faces C vérifie (C*)* = C.

a) Soit a un élément de E Montrer que la fonction réelle définie sur C par ¢ — |c —¢||
atteint sa borne inférieurc en un point unique de C. On le notera p(a).

b) Déterminer le signe de (p(a) — alc) lorsque ¢ € C, ainsi que la valeur de (p(a) - alp(a)).

c) Conclure.

Quatriéme partie

On souhaite maintenant démontrer que tout céne a faces est I'intersection d’une famille finie
de demi-espaces fermés (on appelle demi-espace fermé tout sous-ensemble de E de la forme {a}™

aveca € E, a #0).

o ]




7. Démontrer éemtoe r o - .
trer 1 ¢quivalence des conditions Suivantes relatives A un cone & faces ¢ :

(o) le Sous-cspace vectoriel de 2 engendré par C est egal A E;

(8) Uinteriewr de ¢ ogt non vide,

8. On suppose dang celte question les conditions de la, question 7. satisfaites pour un cone
A faces €,

a) Démontrer Uéquivalence des conditions suivantes relatives & un ¢lément z de ' :

(') @ est un point frontiere de C';
(8") @ appartient & une face de € distincte de ¢,

b) Que subsisterait-il de co résultat si |’

on ne supposait pas satisfaites les conditions de la
question 7.7

¢) Soit = un point de E w’appartenant pas

A C. Construire une face F de C, distincte de
C et ayant la propriété suivante

P pour tout w € Ct tel que F'= C'N {w}*, on a (z|w) < 0.

[On pourra considérer lo segment de droite joignant x & un point o de l'intérieur de CJ.

9.a) Montrer que ensemble des faces d'un cone a faces est fini,

b) Montrer que tout cone A faces est I

ntersection d'une famille finie de demi-espaces
fermés.

10. Déduire de ce qui précede que, si C est un cOne & faces, il en est de méme de G+,

I

e i . . . -
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Partie 1

L. Seit Fuin sons espace veetoriel non nul de F. et {(ny. ..

- up) une base de F. F est I'ensemble des combinaisons
hnfaires A coefficients positifs on nuls des vecteurs (u

Leo--Up = U ..., —up), done K est un cdne A faces.
2. Ditingnons qnatre eas. selon la position respective de cyeteg:

Cas 1. ey =acy, a>0. Cas 2 : ¢y et ¢y forment un angle aigu.

C'est a demi droite Bte,.
Ct oest un demi-plan.

Cas 3 ¢y = acy, a <0,

" est la droite Rey.
€ est Ja droite orthogo-
nale & C passant par O.

ct
Dans les cas 2 et 4, les faces de C sont le veeteur nul ot les deux demi-droites Rtep ot Rtey.
Dans les eas 1 et 3, les senles faces de € sont. C lui-méme, et bien sir le vectenr nul.

(-—i'—, —CE—, (—3) esl une base orthonormée de F.
feall” lleall lleall

(" estalors le quadrant formé des vecteurs zc + yea + z¢3 avec ¢ 20.y>0et z>0.

ot =,

Les faces de C sont les quarts de plan (2> 0,5 > 0.2 =0). (z >0,y =0,z z0). {(z=0,y>0,z >0), ainsi
que les demi-droites R¥e;, R¥ca. R¥eg et le vecteur nul.

Partie I1

1. (a) Soit (.\,,:,,)"F_N une suite convergente vers y, (t")ne.\' étant une suite dans K et (’\")neﬂ une suite dans
2%, On veut montrer que y appartient 3 L= {Az /A€ &* z € K}.
Par compacité de A on peut extraire de (z,),, une suite (%(n))n qui converge vers £ € K. () n'appar-
1]
2
(AeimyZoin)),, converge vers y, donc il existe ny tel que ¥ > na. [[Agmjzsm || < 1+ Iyl

w e ol 1Y
Ainsi, ¥n 2 max(ny,ns), [A)l < '.’-ﬂ

— il

exiralte une sous-suite convergente (A("”“‘.i("})n de limite A.

tenant pas a K. r # 0, donc il existe ny tel que Yn > ny, ”Irp(nJ” >

- {A4(n)),, est donc une suite hornée, on peut donc en

2, 5 . . , )
Dés lors. (z,c*_,_,(,‘))n converge vers r par extraction, et (.\W,w(,,)r(",.,.;,),:,,))" converge vers Ar. Par
unicité de himite il en résulte que y = Ar.




; . v g 1 est, fermée.
Toute suite convergente d’éléments de 1, a sa limite dans L, donc L es

(b) Deux contre exemples Y

Soit K= {{z.9) €R® /2> 0 ¢t ay = 1}. K el fermé (comme 74

, | R y
graphe de la fonction r 3 — aur 1) non borné.

I ’ -~
On vérifie aisément que L = {0)U{(z,y) € B2 [ 2 > Vet y > 0}. K
Done [ = “J. !I) I E;"J / T Z 0 et Y>> ()} cat. distinet. de L, done
L n'est pas fermé,

0 %
Soit. K = {(I‘!}) ERY 220t 224 (y~1)" = )} le demi- ]/Jr
" 2

cercle de centre (0, 1) de rayon 1 du detni-plan £ 2 0. K est com-
pact (intersection d’un cercle, compact, et d'nn demi-plan fermé).
On  vérifie  de  méme  aisément que [ = {0} u K
{(z,))eR? )25 0ct y> 0}.

Done L = {(r,y) € B2 /2> 0et y>0} est distinct de L. donc

T
L n’est pas fermé. 0
r r
5. (a) - Soit donec K = {Z/\ic; [ Vi, X em?t et ZA; = I}.
i=1 i=1
g
Soit aussi T'= < (A, ... A ERT /Y N eRY et Z,\,- = 1}. T est, fermé borné dans B, donc est
=1
compact, o
Soil. encore ¢ : T — F . ¢ esl continue conune restriction & T Jd’une application

r
()\],... ,/\,—) — EA,‘C,‘
1

i=
linéaire. Ainsi K = 4 (") est compact dans E.
On suppose que C ne contient aucune droite vectorielle.

T n

Si 0 appartenait & K, on pourrait écrire 0 = Z Aici, avec les A; > 0 et Z Ai = L. Alors par exemple
i=1 i=1

= Nici

Ay serait non nul, ce qui permettrait d’écrire —¢; = z 3 . et C contiendrait la droite vectorielle
1

ey, ce qui est. impossible.
Finalement, K est un compact ne contenant pas 0,donc {Ar / A > O et z € K} est. fermé d’aprés 77,
r r

i
7y . . by
Or tout élément. de C s’écrit. sous la forme Z/\;C,‘, soit Az, avec ) = E Aietzr= Z T'c,' {lorsque

i=1 i=1 i=1
,

les \; sont non tous nuls, sinon on prend z quclconque dans C'), de sorte que Z T’ =1, ct donc
=1

re K.

AinsiC={Ar /A >0etz€ K} ,et C est donc fermé.
(b) On remarque qu'un céne a faces C' vérific clairement les deux propriétés suivantes : C + C C C, et

VA0, AC CC.

On pose ¢; = P(¢;) pour 1 < i< r.On enléve les éléments ¢; qui sont nuls, et quitte a renuméroter,
on peut supposer que ¢; # 0 pour 1 <i < ¢, et ¢} =0 pour g+ 1 <i<r.

=
On constate alors que P (C) = {Z Aic; [ Yi. N\ € P“‘} par double inclusion immédiate, ce qui
=1
prouve que P (C') est le cone & faces engendré par (¢, ... AR
Soit r € C.On peut écrire z = P (z)+y avec y € V (décomposition dans Vi&V),dou P(z) = = + (—y)-
Or —y€ Vdonec —y€ C.dou P(z) € C+C don P(z) € C. Ainsi P(C) C C.

(c) Soit 2z une droite incluse dans I (C). r est un vecteur non nul de P (C), donc il existe y € C' tel que
Ply)==z y¢V car z# 0. Posons alors W =V + Ey, W est un sous-espace vectoriel de E contenant
stricterent. V (car y ¢ V)
y€C donc {Ay /A>0} CC. -z € P(C), donc il existe i/ € C tel que P(y) = —z.

Onécrit y=r+z2, ¢ = —z+4 2 avec z et 2’ éléments de V.
Onendéduit —y=9 —2' —z.or 2 —z€V C C.ety € C donc —y € C, don {Aw/A<0}cCcC.
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Finalement Ry c C ot W C C.

(d)  Si C ne contient ancune droite vectorielle, C cst fermé d’apré
= Dans le cas contraire, soit V un sous-cspace vectoriel de E' (non réduit
male parmi les sous-espaces inclus dans (. Soit p le projecteur orthogonal su
maximalité de V, P (C) ne contient, ancune droite vectorielle et, d’aprés 77, est un cone
appliquant ??, on cn déduit que P (C) est fermé dans 5.

On montre & présent. que C' = P~ (P (C)). f ot
= Pinclusion ¢ C P~V (P (C)) est. évidente (elle est. vraie ponr tout ensemble et toute application) ;

soit z € P~V (P(C)) : il existe y € C tel que P (z) = P(y),doncIye C,3z€V, z=y+z:0r
VcC,donczel, donrelC.
Finalement, p est linéaire, donc continue, ef. P (€') est fermé, donc P (P(C)
fermé dans .

s 77.
a {0}). de dimension maxi-
r VL. Daprés 77 et la
a faces; en

) est. fermé, done € est

Partie 111

6. (a) Soit¢:C — R . ¢ cst continue (car 1-lipschitzienne), et & valeurs positives, donc elle admet
¢ —+ |le—d|
une borne inféricurc.
eristence du minimum
Choisissons b € C. Si ¢ ¢ B’ (a, ||b — a||), alors ¢ (¢) = |le — a|| > ¢ (b). _
Alinsi, inf ¢ = inf l)qS. Or CN B (a,||b = al|) est fermé borné donc compact, et @ est continue,
c cnBi(a|lb—-a]| .
sa horne inférieure sur ceot ensemble est, done atieinte. 11 existe finalement = € C tel que é (z) = |2f é.
— unicité du minimum
Supposons que igfd: = ¢ (e1) = ¢ (c2).

. . cL+cC2 ,
C étant convexe (c’est I’enveloppe convexe des demi-droites Ete;). A2 e
2 ¢ +c¢2 .
1+ e
2ler —all® +2fle2 = al* = Jlez = eal* +4 | =5 — e

L’inégalité ¢ (C—l-;i) > ¢ (c1) se traduit alors par 46 (¢1)” > |lc2 — a1|)? + 4¢ (c1)?, soit

llez — ¢1|® < 0, et finalement ¢; = cz.
(b)  Démontrons d’abord le résultat suivant : Yz € C, (P (a) - alz — P(a)) 2 0 (£)-
Soit A €]0,1]: Az 4 (1 = A) P(a) € C. donc ||Az + (1 = A) I’ (a) — a]| > || P (a) — a]|. d’ou

1A (z = P(a) + P (@) = el > [|P (o) = all*
Développons : A% ||z — P (a)||+2X (z — P (a)|P (a) — a) > 0. Simplifiant alors par A, et faisant tendre

A vers 01, on obtient le résultat annoncé.
- Soit. ¢ € (, alors ¢+ P (a) € C, donc en reportant. dans (/) : (P (a) —alc) > 0: en particulier pour

c=P(a): (P(a)—a|P(a)) >0.
Dc méme, 0 € C, donc cn reportant dans (E) : (P (a) — a| = P(a)) > 0.
Finalement, (P (¢) — a|P (a)) = 0.
(¢) — Soit. z € C. Par définition de ct, ponr tout. y € G, (2|y) > 0, ce qui — par définition de (C+)+ —
signifie précisément, que z € (C+)+. Ainsi G C ((}'+)+.
- Soit a € (C*)™ : alors Vy € C*, (aly) > 0, or P (a) € C, donc ¥y € C*, (P (a) [y) > 0.
Daprés 77, Ve € ¢, (P (a) —ale) > 0, donc P (a) —a € C*, d'oh (P (a) — ala) > 0.
Or ||P (a) - a||" = (P(a) - a|P(a)) = (P (a) = a|a) = = (P (a) = ala), d’o0 (P (a) - ala) < 0.
—_—— =

=0
Finalement (P (a) — ala) = 0, soit || (a) = al’=0,ie P (a) = a, ce qui signifie que a € C.
Done (CH)* c C.
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Partie IV

7. a=j

On suppose Veet(? = J; : < tar
o= -.\(ICtC = E. Tl existe une base (vi,...,v,) de E constituée d’¢léments de C. Soit NV la «norme
sup» associée d cetfe base.

V1, ..., Uy appartenant 3 C, {Z"“ v [ Vi, )\ > 0} ccC.

- 1

k=1

S .'. = U —~ [ A
oit v zarku\- € E tel que N (v - Z v;) < 1:alors Vk, |zx — 1| < 1, donc Yk, zx > 0, donc v € C.

n

Fin |Ielnont C’ cor 1 1 I)() 0O a norme LCS normes etant € l
< ltlent, i i
l "IC (lC centre Vi de rayon 1 p ur ] N-

B i=1

n ) i
dans R™, le vectenr Zn; est intérienr i C.

=1

- B=>a

Soit z intérieur A ¢, Ir > 0, B(z,r

) C C. Soit (ey,... :en) la base canonique de £.

P(t) =
: ( ) det (2 4 fcl:.:r + ic;g.,. &+ tey) est un polynéme en t, de terme de plus haut degré £*. Il posséde
done un nombre fini de racines, d’ob Pexistence de 1y €]0, r[ lel que P (lo) # 0.
(z +ter,z+tey, . .. : & +1€n) est donc une base de E constituée d’éléments de C.
8. (@) - 3 ' =a'

x appartient i la face ¢ N {w}t ot we Ct. w # 0 car cette face est distincte de C.

(z|w) = ?, donc. VA <0, (x+Auw|w) = A|uw|? < 0. Par conséquent, = + Aw ¢ C pour tout A < 0,
donc z n’appartient. pas A Vintérieur de C.

z est donc un point frontiére de C.

a' = p

Soit. x € FrC. Soit. S la sphére unité de E. SN C?t est fermé borné donc compact (en effet, C*t =
ﬂ {z € E/ (z|y) > 0} est une intersection de fermés, donc est fermé).

yeC

L’a.\pplicat.ion continue w — (z|w) atteint donc sa borne inférieure sur SN C* en un point wq.

Soit a = (z|wo). a > 0 car wy € C*. Supposons a > 0.

Soit. y un élément quelconque de F tel que lly—z|| < g.

Aors (efw) = (blw) < I =l)l <l =gl llwll < 2 .
(Cauchy-Schwarz) 2

a_ «a
Donc Yuw € CYN S, (y|w) > (z|w) - g2 Ok Par homogeénéité, Vuw € Ct, (ylw) > % [lw]] > 0, ce qui
prouve que y € (C+)+. )

D’aprés la ?7, y € C donc C contient la boule de centre 2 de rayon %: ce qui est absurde puisque z
est un point frontiére de C.

Finalement, @ = 0 d’oti I’existence de wg € C non nul tel que (x|wo) = 0. z appartient donc a la face
C N {we}t, qui est distincte de C car d’aprés les conditions de la question ??, C n’est pas inclus dans

le sous-espace strict {wo}™.

(b) Ou suppose mainlenanl que F = Vecl.C' esl. un sous-espace vecloriel strict de F. Oun note Cr le cone a

()

faces C considéré comme une partie de F, de sorte que C';f ={x€eF [/VyeC, (zly) > 0}.
Si w € C*, on Iécrit w = wy + wg avec wy € F et wy € F*. Vz € C, (zlw) = (z]w)) d’ol w; € CF,
doi C* C C'; + FL, et réciproquement, d'oh Gt = CF + FL.
Une face de C s%¢crit CN {w}t =Cn (Fn {w}l) = CN {w1}*. Par conséquent, les faces de C et de
CF sont les mémes.
z est un point frontiere de C si et seulement si x appartient a une face de Cg distincte de Cp, donc A
une face de C distincte de C'.
Supposons C' d’intérieur non vide, soit zp un point intérieur a C.
Soit A={A€[0,1] / Az + (1 - X)zp € C}. zg est intérieur & C, donc A contient un intervalle [0, \]
avec A > 0. z ¢ C donc 1 ¢ A. Enfin € est fermé convexe, donc A est un segment. de la forme [0, a]
avec 0 <a < 1. R
Posons alors £; = az + (1 — a) z¢. 21 € C, mais z; ¢ C par définition de la borne supérieure, donc
xry € FrC'.
D’aprés 77, 2y appartient 4 une face F stricte de C donc il existe w € CT tel que F =Cn {w}l.
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° .
(ZFIITH) =0 et (xo|w) > 0 car 20 € C, done 0 = (w]xy) = a (w|z) + (1 — o) (w|zg). Ainsi (wlz) <0
Si C est d’intéricur vide, on se raméne au cas précédent grice a la question 7.

9. (a) Soit C' le cone a faces engendré par ¢y,
Soit I une face de C. 3w € C*, F Cr’l {w}t. On pose J = {i € [1,7]/ (wlei) = 0} et Cy

{Z,\.—c.- /Yicd, N> 0}. On constatc que Cy C F.

ieJ

r r

Inversement, soit z € F : z = 'Z;A,»c,' avec les \j > 0, d’ou 0 = (wl|z) = ;w donc Vi €
i= - 20

(1,7]. Ai(wles) = 0.

En particulier, Vi ¢ J. A\i =0, d’'on z € C.

Finalement, ' = Cy.
J étant une partie de Iensemble fini [1, 7], le nombre de faces de C est au plus égal au mombre de

partics J de [1,r], soit 2".
( posséde donc un nombre fini de faces.
(L) Soienl. Fy. ..., Fy les faces de C distinctes de C. On éeril Fy = 0N {wi}*. avec w; élément. non nul de
C*. On posc alors C' = ﬂ (wi}™*.
1<i<q

Soit = € C, alors d’aprés 77, il existe une face I; = CnN {w,}l pour laquelle (z|w;)

Soit ¢ € C; puisque w; € ct , (z]w;) > 0, et ceci étant vrai pour tout z, z € C'.
Finalement, C = C'.

10. C étant un cone a faces, il s’écrit. sous la forme précédente : ¢ = ﬂ {w;}

<0,doncz ¢ C’

+ les w; étant des vecteurs non

1%i<g
nuls.
Démontrons le lemme suivant : Ay, ... , Ax étant des parties de E, A;+ - +Ax étant I'ensemble {z1 +---+2zx / z1 €
+
alors Z A; = n A;".
1<i<k 1<i<k
En effet. :

si A C B, on a clairement Bt C At d’ott (ZA ) C A+ pour tout 7, donc (Z .4,-)+ C ﬂA'.";

k
siz € ﬂA}', soit (z1,...,Zk) € Ay X --- x Ay, alors (z|2x,) = Z(J:]:r,-) >0,donc z € (ZA,-)+

=1 i=1

>0
— Appliquons alors lc lemme & 4; = R*w;, la demi-droite dirigée par w;.
+
C= ﬂ {wi}t = ﬂ Al = ZA,-
18i<q 1<igq 1<i<q
Z A; est par définition un cdne a faces.
1<i<q
+
Par conséquent, d’aprés la troisiéme partie, ct= Z A; = Z Aj, donc CT est. effectivement
1<i<q 1<i<q

un céne a faces.
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