Etude de la Méthode de Newton

27 septembre 2016

1 Points fixes, bassin d’attraction

Soient, ici et dans toute la suite du probleme, I un intervalle ouvert ou une
réunion d'intervalles ouverts de R, et g une application de classe C! de I dans
R. On dit que I'élément [ de I est un point fize de g lorsque g(I) = I. On dit qu’un
point fixe l de g est attractif lorsque |g(l)| < 1, super-attractif lorsque g’(I) = 0.

Etant donné a € I, on note ug la suite définie par la donnée de ug = a et la
relation de récurrence uj,; = g(u,). Noter que cette suite peut n’étre définie
que pour un nombre fini d'indices; s’il existe une partie A de I possédant a et
telle que g(A) C 4, la suite u% cst définie sur N.

1.1 Bassin d’attraction

Soit [ un point fixe attractif de g. Le bassin d’aftraction de [ est 'ensemble A(I)
des a € I tels que la suite ug soit partout définie et converge vers .

a) Montrer qu'il existe des nombres § > 0 et k €]0,1[ tels que, pour tout
reJ=[-46l+3],|¢(z) <k puis que, pour tout a € J, ul est partout
définie et converge vers [.

b) Montrer que A(l) = {z € I | 3n € N,uf, €]l - §,1 + 4}, en déduire que le
bassin d’attraction de [ est ouvert dans R, c'est-a-dire que

Ya e A(l), 32 >0, Ja—g,a + [C A(1).

On note désormais I(l) le plus grand intervalle contenu dans A(l) possédant I,
il est appelé bassin immédiat de l.

Vérifier que I(I) est ouvert.

1.2 FEtude au bord du bassin immédiat

Soit | un point fixe attractif de g. On suppose que les réels a et b sont dans
1, et que |a,b[C I(I) C [a,b]. Montrer que I(1) =]a,b], g(I(I)) C I(l) et que
(5lla,b)) C a0},
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2 Mdéthode de Newton générale

Salent 7 intervalle ouvert de R, f ¢ CHR,R), T = {o € J|f'(x) £ 0}
Atout point @ € 7o attache Tabwseisse Ng(x)) du point d'intersection de la
tangente & fen s avee O On note g = Ny et Poncappelle suite de Newton
attachde d 2 ¢ 1 lacsuite 2y = 68 détinie ci-avant (vo =& Tny1 = Ny(an)).

21

Soit ¢ 1L Monteer que .‘\"f\\t‘\ = ?r%i‘ Np(@) = 2 ssi f(x) =0, et caleuler
N loesque fest OF)

2.2 Le cas convexe.
Solent 1w intervalle ouvert de R, et f une fonction convexe C! strictement
crotseante sur 1.

A) Montrer que 7 est strictement positive,

b)Y Qu suppose que f s"annule e a € 1. Soit @ € I, & > a. Montrer que la suite
de Newton @y, attachde & @ comverge vers a.

¢) Ou suppose de plus 7 non borné & droite, £ de classe C2,.§ > 0, § =
fa=da+3] CIetlonnote m = minges f'(2) ot M = maxzes (@), Montrer
Que, pour tout & € S,

lenar = a] < —lrn —al?

==
<N

3 La méthode de Newton pour les polynémes

Dans tout ce qui suit, d désigne un nombre entier > 2 ot P un polyndme réel
de degre d. O note désormais @ T = e € R|P'(@) # 0} et ¢ = Np (Noter que,
AP est proportionnel & Q alors Np = No)
Les notations et le vocabulaire sont ceux de la premidee partie, la fonetion ¢
dtant fixde ci-dessus, Un réel @ dtant donnd, Ia suite @y, = 6f attachée A = ot
Np est alors appelée suite de Newton de .

3.1

Soit @ un zéro de Py Montrer que Np possede un prolongement C! en a. Expli-
citer la devivée de Np ena en fonction de la multiplicité de a comme zéro de P
(on redonnera soighensement la detinition de cette notion). Montrer qu'un zéro
@ de P est un point tixe atteactit de Ny,




3.2

On suppose que la suite de Newton x,

de 2 est définie sur N et converge vers
un réel a. Montrer soigneusement que a

est un zéro de P.

3.3

a) On suppose P scindé dans R|[X]. Montrer que
que les racines de P, la suite de Newton T
b) On suppose que P a au moins deux ra
de P. On fait de plus 1'1
que P"(x)

y pour tout réel z plus grand
attachée a r converge.

cines réelles, soit a le plus petit zéro
wpotheése que le plus petit zéro v de P! vérifie ¢ < v et
ne s’annule pas pour x < -y. Montrer que le bassin immédiat de a est

3.4

On suppose que le bassin immédiat du zéro a de P est de la forme ]a, 3], avec
a et 3 véels.

a:) Montrer que P(a)P(f) # 0.

b) Montrer que P'(a)P'(3) # 0.

c) Vérifier enfin que Np(a) = 3 et Np(B) = a.
3.5

On reprend les hypotheses de la question précédente. Montrer que le bassin
immédiat de a pour Np contient un zéro de P".

3.6

On suppose P scindé 4 racines simples. Montrer que la suite de Newton issue
d'un zéro de P” converge vers un zéro de P.

4 Le cas complexe

Dans tout ce qui suit, P est un polynéme complexe de degréd > 2. Onnote N =

Np la fraction rationnelle réduite X — %, et I'on définit comme précédemment

la suite (éventuellement finie) de Newton attachée & un nombre complexe z qui
n'est pas un pole de N.

Soient F € C(X), et [u,v] un segment de C ne comportant pas de pdles de F.
Montrer que
|F(w) = F(u)] < e —v| sup |F'(z)].
z€[u,v]
On pourra utiliser la fonction [0,1] — C, t — F(u + t(v — u)).



Soit a un zéro de P. Montrer que N est définie au voisinage de a, et que |N'(a)| <
1. En déduire I'existence d’un nombre r > 0 tel que, pour tout z € D(a,r), la
suite de Newton z, issue de z converge vers a.

4.3

Dans cette question, P(X) = X2 —1 et I'on définit T': C\ {1} — C, z — =
et ¢:C— C, z— 22

;

uln

a) Quelle est I'image de I'axe imaginaire par z — iﬁ ?parT?

b) i) Etudier, pour a € C, la nature de la suite récurrente zn donnée par zg = a
.2
et L e .

ii) Déterminer les a € S! tels que z, soit stationnaire, et prouver que les orbites
stationnaires sont denses dans S*.
iii) Montrer qu'il existe a € S! tel que =, soit dense dans S.

¢) Montrer que NoT = T oq tant que cela a un sens. En déduire, pour z € C*,
la nature de la suite de Newton attachée a z.

4.4

On suppose P de degré 2 normalisé. Montrer qu'il existe des nombres complexes
a#0etbtelsqueS:C— C,z— az+bvérifie PoS=SoQouPoS = a2Q,
ol @ est I'un des polyndmes X2 ou X2 — 1. Comparer alors S o Ng et Npo S,
et étudier les suites de Newton issues de Np sur C.

4.5 Un complément de dynamique complexe
Soient A un nombre complexe non nul et P = A\X + X? € C[X]. On note P™ le

n-iéme itéré de P.

a) (5/2) On suppose |A| < 1. Montrer qu'il existe une série entiere f = 5~ @, 2™,
de rayon > 0, réalisant un C'-difféomorphisme entre voisinages de 0 et telle que
fo P = \f au voisinage de 0.

b) On suppose cette fois A = %™, ¢t € R\ Q, tel que la suite
IeEimTt _ 1|§‘w

admette 0 comme valeur d’adhérence. Montrer que, pour tout € > 0, il existe un
entier n € N et z complexe non nul tels que |z| < ¢ et P?(z) = z. Existe-t-il
une fonction f vérifiant la propriété énoncée dans le a) ?
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