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* % x

Pour n > 1, 'espace des polynomes & coefficients réels de degré inférieur ou égal & n est
noté R, [X]. Etant donnés deux polynomes non nuls P et Q & coefficients réels, leur plus grand
commun diviseur (pged) unitaire est noté P A Q.

Sir > 1 est un second entier, M n(R) désigne I'espace vectoriel des matrices a r lignes et
n colonnes & coefficients complexes. La notation M = (m;;) signifie que le coefficient a la ligne
i et colonne j de la matrice M est m;;. On note plus simplement My (R) = M, »(R), dont la
matrice identité est [, € M,(R). Le polynome caractéristique yay de M € My(R) est défini
par

ar(X) = det(X 1, — M).

Le polyndme caractéristique est donc unitaire.

Pour M € M ,(R). M € M +(R) désigne la matrice transposée. On rappelle qu'une
matrice carrée M € Mp(R) est symétrique si N = M, orthogonale si }NMAM = I,. On notera
S.(R) (respectivement Oy(R)) I'ensemble des matrices symétriques (resp. orthogonales) de taille
n. Etant donné un n-uplet (ay, ..., a,) de nombres réels,

désigne la marrice diagonale associée.

Si M & S,(R). son spectre est réel. On convient de ranger ses valeurs propres (comptées
avec leurs ordres de multiplicité) dans I'ordre décroissant Ay > --- > A,. On note alors Sp(M) =
(Ai.---. An). qui est donc un n-uplet ordonné.

Un n+ Luplet A= (A 2= > Aeg) € R™ et un n-uplet g = (g = -+ = pp) € R?,
ordonnés. sont dit enlacés si[,\j > p 2> ’Sﬁil pour tout j € {1,...,n}. Ils sont strictement
enlacts ﬂm polr tout j. Par exemple, (4,3,2,1) et (w,e,V/2) sont strictement
- .
enlacés.
Questions préliminaires

1. (2) Montrer que O,(R) est un sous-groupe du groupe GL,(R) des matrices inversibles.

(b) Montrer que O,(R) est une partie compacte de My (R).



V=1 o
2. Soit M et N dans Sn(R). Montrer qu'il existe U & On(R) tel que N = UMU™, si et
seulement si y); = XN.

3. Soit X = (A 3 Ans1) € RMH ot E=(u >+ > pun) € R™ Soit z € R. Formons
2

N=(\>- AiZT>Nip1 2 2 M)

en choisissant I'entier i € {0,...,n+1} convenablement. Si z > A1, on a donc i = 0, tandis
qQuesiz< Apy,onai=n+1. On forme de méme

-~/

B=(n

\Y

CCZHG ST i 2 > ).

On suppose que X et 1 sont enl

acés. Montrer que j €i <€ 7+ 1. En examinant chacun des
deux cas j =i oy i— 1, montre

r que \ et 72’ sont enlacés.

1 Premiére Partie
SOit ZI.: (“l > > lJn) € R".

4. On définit les polynoémes

Q0=H(.\'-;1k) et Yjie{l,...,n}, pj=i

k=1 (‘Y B IJJ) .
(2) Montrer que la famille (Qo, P1, Py, ..., P,) est une base de Rn[X].
(b) Soit j € {1,... .n}. Vérifier que (—l)j_'Pj(/tj) > 0.

5. Soit P € R[X] un polynéme unitaire de degré n + 1.

(a) Montrer qu’il existe un unique vecteur (a,a), as, ... yan) € R™! tel que

P=(X-a)Qo - a;P;. (1)

=1

(b) On suppose que les nombres réels @1y...,Qq sont tous strictement positifs. Montrer
que P a n+ 1 racines réelles distinctes Ay >+« > Ay et que A= (A, > - > Ant1)
et 7I sont strictement enlacés.

(c) Réciproquement, on suppose que P an+1 racines réelles distinctes AL > > Ay,

et que A = (A > -+ > A\,41) et 77 sont strictement enlacés. Montrer que, pour tout
J€{l,...,n},a; > 0.

6. On se donne des entiers my, > 1 pour k = 1,...,n. On pose

n

Q) = H(X — k)™ et, cette fois-ci, P = .\'(31#]. _
k=1

Montrer que :

L AQ| = H(X = )™,

k=1
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7. Soit (@, a1,q9,...,apn) € R™! et soit P € R[X] défini par la formule
n
P=(X-0a)Q1— ) a;P;
j=1

(a) Donner une expression de P A Q en fonction des pj, des m; et de I’ensemble J des
indices pour lesquels a; = 0.

(b) On suppose que les nombres ay, ..., an sont positifs ou nuls.
Montrer que les racines de P sont toutes réelles.
On admettra par la suite que, dans ce cas le plus général, le (N + 1)-uplet des racines
de P et le N-uplet des racines de @, sont enlacés. =

2 Deuxiéme Partie

8. Soit et s deux entiers naturels non nuls. Soit 4 € M(R), B € Mys(R). C € M;-(R)
et D € M(R). On suppose de plus que A est inversible. On considére la matrice M £
M;+s(R) ayant la forme par blocs suivante

A B
:\[—[C D]'

Trouver deux matrices U € M, ¢(R) et V € M;(R) telles que
C[4a0][L U
M‘[c Is]'[ 0 x]

et en déduire que
det(M) = det(A) - det(D — CA™'B).

On pourra admettre par la suite que cette formule reste vraie lorsque M et ses blocs A,....D
sont a coefficients dans le corps R(X) des fractions rationnelles.

9. Soit M € Sp41(R) une matrice symétrique. On écrit A/ sous la forme par blocs

(42

avec a € R, y € Mp1(R) et 4 € Sy(R).
(a) Si le spectre de A est Sp(A) = (1 2 -+ 2 Itn), montrer qu'il existe U € Op+1(R) et

z € Mn1(R) tels que
UM‘U=[A(”“5,"’“") ;]

(b) En déduire qu'il existe des nombres réels positifs ou nuls a; (pour j = 1,...,n) tels

que
n

XAf:(X—a)QO_Zaiacio_m’ o Qo= [[(X— )

j=1 k=1

(c) Montrer que Sp(A{) et Sp(A) sont enlacés.
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10. Pour T'= (t;5) € Mpn.1(R), on note T, la matrice extraite de taille n dont les coefficients
sont les ¢i; pour 1 < 4,7 < n. Soit M e Sn+1(R). Montrer que I'ensemble

"L‘v}‘% {Sp(UMUY) () e B, pour U parcourant Oy41(R)},

M~ . Noté Cyy, est une partie compacte de R™,

11. On suipos;a de plus que les valeurs propres de M sont distinctes. On a donc Sp(M) = (A, >
w > Xpaa).

(2) Soit 2 = (1> -+ > 1) tel que Sp(M) et 7 soient strictement enlacés. Montrer que
K appartient & Cpy.

s
@ Montrer que

Cu={i=(m>--> Kn), tels que Sp(M) et i soient enlacés}. (2)

3 Troisiéme Partie
On considére I'application

Diag, : S,(R) — R"
M=(mij) — (mu,ma,..., M)

Soit M € Sn(R). Dans cette partie, on se propose d’étudier I’ensemble suivant

Dpy = {Diag,(UMU™), pour U parcourant On(R)}.

12. On étudie d’abord le cas n = 2. On note alors Sp(M) = (A1 = Xa).
Montrer que D)y est le segment de B2 dont les extrémités sont (A1, A2) et (Ao, Aq).

13. Soit M = (my;) € 5,(R). On note Sp(M) = (A; > --- > An) € B™. On se propose de
démontrer que, pour tout s € {1, e ,n}, ona:

s 8
Z ™mi; S Z /\i- (3)
i=1

i=1

(a) Que pensez-vous du cas s=n?

(b) Exprimer Z::l] m;; au moyen des valeurs propres de la matrice Mgn—; obtenue en
supprimant la derniére ligne et la derniére colonne de M. En déduire I'inégalité (3)
lorsque s=n—1.

(c) En procédant par récurrence sur n, montrer I'inégalité (3), pour tout s € {2,.s5m}

4 Quatriéme Partie

14. On note E l'espace vectoriel R? muni du produit scalaire standard et de la base canonique
B = {e1,e2}. On définit une base C = {wy,wa} de E par w; = e; et ws = %(el +v3en).

(a) Soit s, : E—F la symétrie orthogonale par rapport a la droite Rw;. Montrer que la

matrice de s; dans la base C est ( é _11 )
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Questions préliminaires

1L (@ Si U € Ox(R), alors U est inversible car 1 = det I, = det(tUU) = (detU)? et
doncdetU 0.

La matrice identité I, est orthogonale.
stabilité : | Soient U, V dans O,(R). Alors

‘wv vl = vyt
= tV—lv—l

(vtv)~?

I

In-

Il

Ainsi on a encore UV~! € O, (R).

On(R) est un sous-groupe de GL,(R). I

(b) Munissons M,(R) de la norme sup sur les coefficients. Le choix de la norme importe
peu, puisque toutes les normes sur M,(R) sont équivalentes, ce qui rend la notion de
compacité indépendante de la norme.

I suffit de montrer que O,(R) est une partie bornée et fermée pour la norme sup || - || sur
les coefficients.
Toute colonne d"une matrice orthogonale étant de norme 1, tous les coef-

ficients d’une matrice orthogonale appartiennent  [~1,1]. Donc pour tout U € O,(R),
|U|| < 1. Le groupe orthogonal est borné.

Lapplication f : M;(R) = Mp(R) : M 5 *MM est continue. En effet, la
transposition est continue (en tant qu’'endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension
finie) et la multiplication matricielle est continue (en tant qu’application bilinéaire entre
espaces de dimension finie). Or le singleton {I,;} est un fermé de Mn(R). Donc f~({I,})
est un sous-ensemble fermé de M, (R). Enfin f1({I,}) = O,(R).

| Ox(R) est un compact de M, (R). |

2. Comme M, N sont symétriques, il existe par le théoréme spectral des matrices orthogo-
nales Py, Py et des matrices diagonales (a diagonales supposées décroissantes, sans restreindre
la généralité) Dy, Dy avec

M = PyDyP;!, N = PyDyPgl.
Mais alors
XDy = XM = XN = XDy-
Deux matrices diagonales, & diagonales décroissantes, et de méme polyndme caractéristique

sont nécessairement égales. Ceci découle directement de I'étude des racines (multiplicités com-
prises) de ce polynome. Donc Dy = Dy, c’est-a-dire Py MPy = Py!NPy et enfin

N=UMU},

enposant U = Py - P;. Cette matrice est bien orthogonale puisque Py, Py le sont et que O, (R)
est un groupe pour la multiplication.

Comme N = UMU™!, N et M sont semblables, donc ont méme polynome
caractéristique.



On a, notamment par I'hypothése d’enlacement, ¥ > Jj+1 > AjioetAj 2 pj>x
et donc :
Az x> A
Comme on a en outre Ai 2 x> Ay, il f;ut par transitivité A; > Ajvo et ,Af = <A i.'*'é' stldeux
dernigres inégalités imposent respectivement i < j+2etj <i+1,ouencoreJ S1&JT 4
Cas1:i=j. Ona alors

Ap si 1<p<gi
Ay = x si p=i+
A i+2<

1
p-1 sl 2<p<n+2
et
Mg si 1<qg<i
My = x si g=i+1
Hg-1 si i+2<qg<n+1.
On observe
_ Vg €[ n+ 1,00 > p > ALy,
en distinguant les cas

5 q<i+1,g=i41,9>1i+1,eten utilisant 'hypothese d’enlacement de
etfl.
Cas2:i=j+1.0Onaalors

Ay s 1<p<i
?\;,= x st op=i+1
/\.P_l si 1 gp

et

Mg = x si g=i

Mg si 1<qg<i-1
!
Hg-1 si i+1<g<n+1.

On observe 4 nouveau

Vg e [1,n+ 1AL > > g1
en distinguant cette fois les cas g < i,q = i,q>1.
Premiere partie
4. (a) Lafamille proposée est indexée par un ensemble de cardinal 1 + 1, qui est aussi la dimen-
sion de R,[X]. 1 suffit donc de montrer la liberté de la famille. Soient Ay, ..., A, des réels
tels que

AoQo+) AP =0.
=1
Fixons k € [[1,n]). L'évaluation en p fournit A P(1t) = 0, et comme

Pr(uk) # 0 (les p;
sont deux & deux distincts), on trouve Ay =

0 pour toutk € [1,n]. I reste alors
A0Qo =0
Le polynéme Qo étant non nul, I'intégrité de R[X] impose Ay = 0.

La famille proposée est une base de ]R,,[X].\

®)

. n
(-1)'Pi(py) = (—1)"11:[1(;11-—#::) TT (=)

k=j%1
i1 n

= [TGw—u) TT (5= mo)-
k=1 k=j+1

Dans cette derniére expression, tous les facteurs sont strictement positifs. Leur produit
l'est alors également.




3. (a £ ,
(2) Il est équivalent de montrer I'existence d"un unique vecteur (4, &1, - %n) tel que

”n
XQo—P =aQo+ ) 4P

=1
) = n[deg(?) = 71*-,'-1.
—P £ Ry{#].On
P,) est une base

Or le polynéme X Qg — P est de degré au plus n + 1, car deg(Qo
En outre, le coefficient de X"+! de XQy — P est nul, ce qui donne %0
conclut alors par le résultat de la question 4.a, qui établit que (Qo Prs s
de R,[X].

(b) Evaluons P = (X —a)Qo — Y1 &jP; en piy. On trouve

P(p) = 0 — &Py (ty) = (—1)fe(—1)* 7 Pelptz)-

Comme &y > 0 et (—1)¥~1B, (1) > 0, on observe que P(y;) est du signe de (—1)%. Ensuite,
comme P est un polyndéme unitaire de degrén+1,
lim P(x) = +oo, lim P(x) = (—1)""e=
T4 X=y—CS
diaires a la fonction continuz P, cettz fonc-

En appliquant le théoréme des valeurs intermé
n + 1 intervalles ouverts

tion posséde au moins un zéro dans chacun des

1= 0, ttl, Vit ot s 120 1L T, 221

Ainsi

Comme P est de degré 1 + 1, chacun de ces intervalles contient unie unique racine.

[Pan + 1 racines réelles distinctes|

Appelons ces racines
A‘ﬂ’:’ll AT.’I weer A‘l

dans l'ordre ci-dessus des intervalles. Par construction,

)Lﬂ+1<,ur1</\n<Fr.'—1<"'<Az<‘1£1<).1

et donc

A et i sont strictement enlacés

(¢) Par évaluationde P = (X — a)Qo— L7y ajPjen py,

P(z) = —e:Pe(1e) = (—1)fa(—1)* " Pele)-

Comme (—1)¥1P.(1z) > 0) a estdusigne de (—1)%P(1z) | (qui est non nul, car sinon z;

serait une racine de P, ce qui est absurde).

Le polynoéme P est unitaire de degré n +1etsannuleen Ay > --- > A-.;. Ains Pest

strictement positif sur A1, +¢o[, et comme le signe de P change & chacune desradinas d

(elles sont évidemment toutes simples), le signe de P sur JAz., A¢f est celui de (1)

1t €]As1, Atl, donc P(py) est du signe de (—1)%

1 en découle que & est du signe de (—1)¥(~1)F = +1. Bref a; > 0 quel que soit k&
6. Soit k € [1,n]. Le réel p est racine d’ordre m; de Q,, et racine d’ordre m:; — 1 de Q). Par

conséquent (X — )™ divise Qy et Qj etdonc }

(X — )™ Q1 A Q-

{

{7

b

Q

v}
o
o
P
’

En outre la famille des polynomes ((X — &)™ )ezq,~ est formée de polyndmes deux
premiers entre eux, ce qui implique

TI(X — 2™ Q: A QL
k=1

e
2



e

D’autre part n ,
Qi AQiQ1 = III(X” i)™
k=

On en déduit que

QA =TT - )™
k=1

avec dy € {m, —1,n}.
Enfin p; n'est pas racine d’ordre ny, de Qj, donc (X
dy # nt; (car le contraire conduit 4 la négation de la phrase pré

7

On a bien

— )™ ne divise pas Q). Il vient alors
cédente) et donc d, = mp— 1.

QAQ =]](X- )™
k=1

(@) Notons ] = [1, 1] ~ ] ensemble des indices j pour lesquels #; # 0.

Il est évident que
Q1
s [ (h
eri(x — 1) '
Ensuite

&; Q1
P= X—a- L] = S,
Q1 ( a ’EET X- }li) [Tjgg(X - 1)

ol § est un polynéme réel qui ne s’annule pas sur {y;|j € JH

En particulier
Q1 ‘
Hjef(x - i‘j) ’
de sorte que

Q.
I_I,ET(X = .u]')

Alors il existe un polynéme unitaire T tel que

PAQ;.

Q
H]GT(X = y])

Comme P A Q1]Qy, il faut T| Hje)’(x - H;).
D’autre part, comme

PAQ = T

Q1 Q,
Hjer(X =) RIS g (X = 1) .

il faut T|S.
Bref, T divise S (qui ne s’annule pas sur {y;|j € J}) et T divise [Tjep(X — p;). Dés que
T # 1, ceci conduit & une contradiction. Il faut donc T = 1.

Q1
P - =
A i gy

(b) Notons N le degré de Q;. Alors N + 1 est le degré de P.
On écrit, pour tout x € R\ {y;|j € T},

Qi)
P(x) = m 'g(x —15) - p(x),



N o (1
OUP(’-)—-’-—ﬂ—Z L. On observe que
T H

x) = —ooet lim p(x) =+

x—r}4j

im p(x)=+eo, lim p(x)=—oco et Vje], lim p

X—+4oo 1""}‘[
Comume p est continue sur R \ {y|j € T}, qui estl'unionde 1+ Card(]) inte‘rv a]_]es’OI:l\rertS
délimités par les pt; (j € 7), on trouve (grace au théoréme des valeurs intermédiaires)
1+ Card(]) zéros réels de p, qui n‘appartiennent pas a {y;lj € J}-

Posons S(x) = Hjei_(x — ptj) - p(x), quiest une fonction polynomiale. Celle-
au moins 1+ Card(]) racines réelles.

Comme pour tout x réel

ci posséde donc

Qi(x) .
Tal—m) 0

et que le premier facteur posséde exactement N — Card(J
plicités), on trouve pour le polynéme P au moins

(N = Card(])) + (1 + Card(])) = N +1

P(x) =

) racines (comptées avec multi-

racines réelles. ﬁou‘ces les racines de P sont réelles. |

Deuxiéme partie

8. 'identification des 4 blocs correspond aux conditions

A=A

B = AU

c =2¢C

D = CU+V.

1l suffit de prendre
U=A"'B, V=D—-CA™'B.

Enfin, par la formule pour les déterminants triangulaires par blocs,

_ A0 I, u
detM = det[C IS]-det[O V]

= detA-detV
= detA-det(D—CA™!B).

9. (a) Par le théoréme spectral appliqué & la matrice symétrique A, il existe une matrice ortho-
gonale P € Oy(R) telle que PA'P = A(jiy, ..., fin). On pose ensuite

u=|¢ 3] comm.

Alors
v, _ [P O]J[A y][P O

umu =[5 9][6 217
_ [PA Py][*P 0
Tl a 0 1
_ [PA'P Py
T LiPy) a
[ A eopn) 2
n tz a

aprés avoir posé z = Py.



(b) En utilisant 9.a et 8 (notamment la partie admise), on obtient

XM = Xumu
X- H
= det —Z
X — pin
L cer =ty . X-—ua
- i -
X—m X-m
= det det| X—a—"z z
1
L X =y X—pin
= Q| X—a-) z zj
=X -w
n
Qo
= (X-a)Qu- LR
j=1 TX -y
L suffit alors de poser a; = z2 € Ry pour tout j € [1,]-
n
(€) Sp(M) estle (11 + 1)-uplet ordonné des racines de xp = (X —7)Qo — }: & %'
j=1 i

Sp(A) est le n-uplet ordonné des racines de Qo. On appelle d le nombre de racines dis-
tinctes de Qq, et on les note vy > - -+ > v4. On notant 7y la multiplicité de la racine vg dans
Qo,ona
d
Qo= [(X—v)™
k=1
Observons par ailleurs que

Qo

X—Vk'

d
xm=(X-a)Qo— )bk
k=t

avec fx = Y. #j>0pourtoutk.

j tels que pj=r%
Comme les polynomes xu, Qo sontreliés comme dans la question 7, et que les g sont tous
positifs, on applique le résultat admis aprés 7.b : le (n + 1)-uplet des racines de x et le
n-uplet des racines de Qp sont enlacés.

Sp(M) et Sp(A) sont enlacés. i

10. Comme Cj est un sous-ensemble de R", espace vectoriel normé de dimension finie (équipé par
exemple de la norme sup sur les coordonnées), il suffit de montrer que Cy est borné et fermé.
Soit Ay > -+« 2 Apy1 le spectre ordonné de M. Soit U un élément quelconque
de O,+1(R). Notons A = (UMU™!)<,. D'une part Sp(M) = Sp(UMU?), et d'autre part le
résultat 9.c affirme que Sp(A) et Sp(UMU ™) sont enlacés. Si on note

SP((UMU_I)sn) =Sp(A)=(juu =+ > pn)

alors
M2 251 22 Up 2 )Ln+l-

Ainsi pour tout j € [1,1], #j € [An41, M), ce qui signifie que
1Sp((UMU ) <n) [l € max(|Ansal, |A1])-

Le majorant est indépendant de U, donc Cy est borné.
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n Soit (S4) une suite de matrices symétriques convergeant (pour une
orme quel ) .

polynéxcllleq ES: qu; U Su(RR)) vers la matrice symétrique S. Montrons que la suite (qu)hdes
A actéristiques converge (pour une norme quelconque sur R, [X]) vers le polynome
COC‘H_ ristique d:: S. 1l suffit pour cela de montrer que pour tout k € [0, — 1], la suite des

icients de X* dans xs, converge vers le coefficient de X* dans xs lorsque 4 = +o00.
(i)n sait cgue le coefficient de X* du polynéme caractéristique de S, est une fonction polynomiale
(homogene de degré n — k) des n? coefficients de S,. Cette fonction est donc continue. Comme
en outre
Vl,] S [[11 ”]], q_;llg_loo(Sq)lj‘ - S,I

par I'hypothese S; — S, on trouve bien xs, — Xs.
qui est limite d'une suite & valeurs

Cwm est fermé : |11 suffit de montrer que pour tout V € R”
qen de matrices dans

dans Cpp, ona V € Cy. On suppose donc qu'il existe une suite (L)
O,4+1(R) telle que
qLiTwSp((quUq‘l)g,,) =V.

On sait par 1.b) que O,4+)(R) est un compact. La suite (Uq) possede alors une valeur d’adhé-
rence U € Oy 41 (R) : il existe une extractrice ¢ : N — IN telle que Up(q) = U lorsque g — +0°-

Observons que Uq‘ 1= tLI,,. De Uq,(q) — U découle alors

(Up(qy MUg(q)) <n = (UM U)

Ceci est dii 4 la continuité de la transposition, de la multiplication matricielle, et du passage a

une sous-matrice.
Notons 54 = (U¢(q)M‘U¢(q))<n et 5 = (UM'U)gyu. Ce sont des matrices symétriques n X 1, avec

en outre 5, — S. Par construction Sp(S) € Cum |

Notons
Sp(Sq)=(Arg2---2 Ang)s Sp(8) = (A1 = -+ 2 An)-

Alors pour tout g,
XSs; = (X- Al,q) (X = An,q) (%)

Comme limg_; 100 Sp((UgM u; 1)¢n) = V, il en découle par passage A une sous-suite que

lim Sp(S;) = V.

4=r-+co

De maniére plus explicite
lim /\Lfl = Vl,..., lim )Ln,q = Vn-
g—r+o0 q—r+co

Passant 4 la limite sur 4 dans (*), on obtient, notamment par le lemme précédent (xs, — Xs):

xs=(X=V)- (X=Va)

et donc, par passage & l'ensemble ordonné des racines, Sp(S) = V. Nous avons bien prouvé

7ol

@ est un compact de R”™.

t Qo = [Tf_;(X — px). On sait par la question
e R™*! tel que

11. (a) Posons P = xu (unitaire de degré n+1)e
5.a qu'il existe un unique vecteur (@, &1, - )

n
xm=P= (X-—[I)Qo— thipj
j=1



Qo

, . Hicaici 1 ent
avec Py = . Par 5.¢) tous les a; sont strictement positifs (on utilise icl J’enlacem

strict). On forme & présent la matrice-colonne

puis la matrice (définie par blocs)

N = [ A(;ll’tm,’ln) z ]
Z a

En utilisant Ja formule de la question 8, on prouve comme dans 9.b) que

XN = del(x’nﬂ . N) = (X . H)QO - Z(\/a_j)z XQ—OW.
=1

D'oit xy = xm. En outre, N,M sont symétriques, donc par la question 2, il existe ue
Ons1(R) avec N = UMUL,
Enfin

Sp((UMU"l)s,,) = SP(A(/"IJ s tn)) = fi.

(b) On note £ I'ensemble des n-uplets  tels que Sp(M) et fi soient enlacés, et £’ I’ensemble

des n-uplets strictement ordonnés 7 tels que Sp(M) et ji soient strictement enlacés.
On doit montrer que Cy = €.
On sait par la question 9.c que Cy C £. Par la question 11.a) on a £’ C Cp. On passe &
I'adhérence : o
E'CCy=Cp.
En effet on a montré 4 la question 10 que Cy est compact, donc fermé.

Pour conclure, il suffit de montrer .

T est clair que si [A, A'] est un segment de R (avec A < A'), et y € [A, 1], alors il existe une
suite a valeurs dans JA, A’[ qui converge vers .

Appliquant ce lemme aux n segments [Ans1,An)s s [A2, A1) et @ un n-uplet I tel que Vj €
[1,n], 1 € [/\j+1,/\j], on montre que 7 est lf_ limite d’une suite de n-uplets qui sont tous
strictement enlacés avec Sp(M). Ainsi £ C £’.

Comme on a désormais £ C Cp C £, on arrive a la conclusion .

Troisiéme partie

12. SoitU = [ i Z ] une matrice orthogonale quelconque. Alors

U-A(Ay,A2) - U

(a b Al 0 a ¢
L c d 0 Az b d
[ aAy bA; a ¢
L C)\] dAz b d
[ (12/\1 + bz)\z *
¥ CAy A |

Or {UMU YU € O2(R)} = {U - A(A1,A2) - UM U € O2(R)} gréce au théoreme spectral.

1l en découle que

Dy = {(u2A1 +12Ag, Ay +d%A2) € R?

[g Z] eoz(m)}.

8



Ainsi, comme
(@A + BPAg, Chy + d2A2) = a%(A1,A2) + v (A2, M),

Dy est inclus dans le segment d’extrémités (A1, A2) et (A2, ﬂ,l'

P n b 1 2 - 2 el
Réciproquement, si t € [0,1], il existe une matrice orthogonale [ o J telle que 4 d

t} b:z = 2 = ] — \/? - 1 —ik )
¢ = 1—t, par exemple [ JI=T .\/f
Donc { le segment d’extrémités (A1, A2) et (A2, A1) est inclus dans Du
L'égalité des ensembles suit par double inclusion.

13. (a) Lorsques = n, il y a toujours égalité, car on sait que pour une ma
diagonalisable), la trace est égale a ]la somme des valeurs propres
tées).

(b) Onnote # = (y1 = -+ 2 Hn—1) le spectre ordonné de la matric

trice symétrique (donc
(éventuellement répé-

e symétrique M<r—1-

n—1
Comme Y m;; est la trace de M¢n-1,
i=1

c'est aussi la somme des valeurs propres 1 <+

Hn—1-
Par 9.c les spectres de M et Mg, sont enlacés. Ainsi

vie [1,n— 1A << Ai

En particulier
n—-1

Y omg=pi4cc T el <A+ T A

i=1

ce qui prouve l'inégalité dans lecass=n—1

(c) Montrons par récurrence Sur 7 la phrase:SiM € S2(R) ets € [1,n], alors ngi < ZA;.

i=1 i=1

Pour n = 1 onanty; = Ar. Le résultat est trivial.
Supposons la phrase vraie au rang 1 — 1. On considére M € S;(R). Le cas s = n a d&a
ét6 traité en 13.a, donc on peut supposer s € [1,n—1]. On appelle yy 2> «-+ 2 pa-1 les
valeurs propres de la sous-matrice M' = Mgn1-Ona

5 5
Yy mi =) m
i=1 i=1

5

5
Or par hypothése de récurrence, Yy mj < ) pi Enfin, comme Sp(M) et Sp(M’) sont
i=1 i=1

S S
enlacés, on a en particulier 7; < A; pour tout i € [1,n—1], d’ou Yom < Y A Par

o =
transitivité on obtient bien l '

s

S
3 mi < ) At
i=1

i=1

Quatriéme partie

14. On peut observer que [|wi|| = |lw2|| = 1 et {wy, w2) = L



. age ' sl [e) Ona-le/
(a) Clairement s;(w);) = w;. Ensuite, par définition d'une symétrie orfiiog

: <wl'w2)w = —wy + W]
si(w) = —wr + Z(wl’wl) 1 2
. 1 1
La matrice de s5; dans la base C est bien 0 -1l
(b) Clairement s (w3) = w». Ensuite, par définition d'une symétrie orthogonale,

<wllw2)

(wa, ws)

La matrice de s, dans la base C est bien [ _i 0 ]

15. (a) H est un hyperplan de R?, donc hérite d'une structure de R-espace vectoriel en tant que

sous-espace de IR3. La |linéarité de ¢ | découle du fait que (my, ma, ms) +r mp— M2 et

(my, ma, m3) — mz — m3 sont trivialement des formes linéaires sur R3 et donc sur H. -
Comme dim H = 3 — 1 = 2 = dim E, il suffit de montrer que ¢ est une application linéaire
injective. Si (my, mz,m3) € H et ¢(my, my, m3) = Oga, alors

my+mp+m3=0, m—m=0 m-—m=0

etdonc (my, my, m3) = (0,0,0). Ainsi @ est injective, et comme il y a égalité de dimensions,
| @ est un isomorphisme linéaire |
Notons E* l'ensemble {pjw) + paw2|p1, p2 € Ry}. Clairement | o(H*) C E* | Récipro-

quement, si py, p2 € Ry, il existe (my,my,m3) € H avec (my — ma, ms — m3) = (p1. p2)-
En effet il suffit de prendre

hia
msa —3P1— 3P2-

On a donc aussi | E* C ¢(H*) |d'ott:

l(p(H *) est I'ensemble des combinaisons linéaires positives de w, wﬂ.
(b) Premiere égalité :

Il
|
—)
=
—
_l_
|
<
N

{ ny = %Prl—%Plz

sy 0 @(my,my,ms) = si((m —m)wy + (ma — ms)ws)
(my — ma)sy(wy) + (m2 — m3)s1(w)
(m1 — ma)wy + (m2 — mz)(w; — w3)
(my — m3)wy + (m3 — ma)wa
@(my, mz, my).

1

Seconde égalité :

s20@(my,my,mz) = sa((my—ma)wy + (my —mz)w,)
= (m;—ma)sy(wy) + (m2 — m3)sa(wy)
= (m;—ma)(—w, +w)+ (My — mz)wn
= (my—my)wy+ (my —ms)w,

= @(my, my, ms).
(¢) En utilisant les formules du 15.a, on voit que ¢( Q5) estl’ensemble des pyw; + paws, ot

p120

p220
%Pﬁ-lpzér\l
Pt SAi+ A
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Les trois premires inégalités définissent un triangle plein, dont les sommets & B,HC OI-]t
pour coordonnées dans la base C (on a évidemment A; > 0 car 0= A; + A2+ A3 < 3hi):

4:(0,0), B:(03M), C:(34.0)

Ensuite, comme A; +A; = —A3 > 0, on voit que A vérifie la 4éme inégalité im+ip <
A1+ Ay, mais pas B (car A; > Ay). Enfin, C la vérifie car

_ Al A 20 A Ar+Ar+As ___/}_1_
/\-1+/\2—?+—2—>—2—+——2———‘— 2"

A?nsi la droite d’équation 3p; + 2p» = A; + A3 coupe les segments [A, B] e:t [B,C] du
triangle ABC en deux points D, E dont les coordonnées dans C se calculent facilement :

D: (0, g(m +22)), E:(h—Azd;+24).

Ceci montre que | ¢(Q3) estle quadrilatere de sommets A, D, E;C

16. (a) 1l suffit de montrer la partie «seulement si» pour toutes les permutations (I'autre partie
s’en déduit aisément). On suppose donc qu'il existe une matrice orthogonale U € Os (R)

telle que
my x %
UMU Y= | = my =

)

On note P la matrice de permutation définie via le symbole de Kronecker par
Pj = dg(3)

Cette matrice P est clairement orthogonale. On obtient ensuite

mp  x * mc,(l) * *
Pl = m x |Pl= x Mgy %
* * M3 Co% x mg(3)

7110(1) * x*
(PU)M(PU)_I = [ * nla’(2) * ] .

* * ch,(s)

ou encore

-

(n1,(1),n10(2), nza(3)) € D |puisque PU € Os (]R)

N

(b) Soit (my, ma, m3) € HT N Dy Alors my + ma +m3 = 0,n1; 2 n1a > m3 et il existe une
matrice orthogonale U telle que (my1, 1y, m3) soit la diagonale de UMU™L. Or le spectre
de UMU est celui de M, & savoir (A1,A2,A3). La question 13, appliquée a la matrice
symétrique UMU~?, implique alors en particulier

my <Ay, mp4ma < A+ Aa

Dou|HTNDy C Qz A
(c) Comme (my, 2, m3) € Dy, il existe une matrice orthogonale U telle que
A =
!

* M3

UMU™! = [

oll A est une matrice symétrique 2 x 2 de diagonale (m;, m2).
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Les troj N o
pour :;Z Iiérerméres Inégalités définissent un triangle plein, dont les sommets A, B, C ont
rdonnées dans la bage ¢ (ona évidemment A; > 0 car 0 = A; + As + A3 < 3A1):

A4:(0,0), B:(031), C: (%AI,O)-

Ensm;e, comme A+ Ay = ~A3 > 0, on voit que A vérifie la 42me inégalité 1p; + 2p2 <
1+ A2, mais pas B (car Ay > A;). Enfin, C la vérifie car

A A A
/\1+A2=.2_1+.1'22 2>f\§1_+/11+/;2+/13=%1.

A{'nsi la droite d’équation %Pl + %P: = A1+ Az coupe les segments [A, B] et [B,C] du
triangle ABC en deux points D, E dont les coordonnées dans C se calculent facilement :

D: (O'E(Al +/\2)), E: (/\1 — A, AL+ 2/12).

Ceci montre que ¢(Q3) estle quadrilatére de sommets ADEC!L

16 (@) I suffit de montrer Ia partie «seulement si» pour toutes les permutations ¢ (I'autre partie
s'en déduit aisément). On suppose donc qu'il existe une matrice orthogonale U € O3(R)

telle que
My * %
umu-t = X my %

%
On note P la matrice de permutation définie via le symbole de Kronecker par
Fij = bo(i) -
Cette matrice P est clairement orthogonale. On obtient ensuite
mp  * * m,,u) * *
P| x m =+ |[Pl=]| =« Mgy %
¥ * M3 Sk * Mg (3)

ou encore

Mpy % *
(PU)M(PU)_I = [ * mc,(z) * } .

* * 7”0’(3)

Ainsi | (mg(3), Me(2), My(3)) € Dut |puisque PU € O3(R).

(b) Soit (my,ma,m3) € HY NDpy. Alors my +my +mz = 0,my > mp > n13 et il existe une
matrice orthogonale U telle que (1,12, m3) soit la diagonale de UMU™L. Or le spectre
de UMU™" est celui de M, & savoir (Ay, A2, A3). La question 13, appliquée a la matrice
symétrique UMU™?, implique alors en particulier

mp <A, mpdm €A+ A

Dou(H*NDy C Qx A

(c) Comme (my,my, m3) € Dy, il existe une matrice orthogonale U telle que

A %
._1 e
UML™ = { * 1M ] !

olt A est une matrice symétrique 2 x 2 de diagonale (11, n12).
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PO aap e Oa(R).

On note V les matelcen orthogonales do O4(IR) de Ja forme V= ’ n 1.

Alors

| [ pAPTh s
& [

C p=lo|)
(VINM(VLY " e UMt vt e A # Hl
) ) ‘ 0 1

bomy ] 0]

: : > p spectre
Done ponr toul ' ¢ Oy(IR), ona (Dlag, (PAL )oms) € Dy (3” ':_‘_’ll" (]’\Ir.-,‘i-ll:r;z)l’l;mi‘m“”
de A, On salt par In quention 12 que Peniemble den Diagg(PAP™Y), loraq
Oy (IR), et le iegment Sy dextremitén (Ay, Az) el (Ag, A1) '

Done lo negment Sy d’extrémitén (Ag, Az, ms) el (/\2,/\1,”!3) ont Inclus dans Dpg. -
Or (1,2, m3) eL (g, iy, nty) appartiennent b ce negment Sy car (1, mz) et (n12, n1y) ap
partiennent i 5y,

Alnsl e segment d’extrémités
dans Dy '
Pour I seconde partle, on atiline le méme argument, en prenant cette fois les matrices V

(g, iy, ey, (nrg, iy, iy) est inclus dans 83, qui est inclus

de la forme ‘ :) :’, J avee P e Oy(IR),

Solt (g, nia, my) € Qs
Premier cas : Ag 2 ()I. On pose jiy = Ay el iy =

[A2, Ay]. Encoutre iy =% Ag car miy -y =5 Ay - Ag Iinfin Ay < jig car

my - my — Ay, Par construction jip €

H

Jl2 = Ay = ity A=y = Ay = Ay == g b g ok Ag 2oy g = —mig 2z 0

Linégallte my < 0 se Justifie par 3my < nty & nig =& niy = 0,

Il en découle que le triplet (Ay, Az, A3) el le couple (i, j12) sont enlacés, Grice a 11.b il
existe alors U € O3(IR) tel que

Sp((UMU™"Ye2) = (13, p12).
Nolons A = (UMU™")z2. Comme Sp(A) = (ji1, p12), Py est (question 12) le segment

reliant (i, pr2) & (pr2, 1), D'auatre part, iy -y = py -k paetmg < myp < Ay = py, ce qui
entraine que (my, m2) € Dy, Alors il existe V ¢ Oz2(IR) telle que

VAVl = R
oo |

Posons W = [ 1(; (I) ] € O3(IR). Alors

o )T - My ok
wuzwu'w':[gg_”f:][vo H F ihe §
* * ¥

Comme M est de trace nulle, (WU)M(WU)~! I'est aussi, d’on Diag, (WU)M(WL)™!) =
(tmg,mz, ms), La matrice WU est clairement orthogonale, Do

(my, ma, mz) € Dyl
[Socond cas i Ay < O[. On pose iz = Ay el jip = iz - m3 — A3, Par construction ja €
(A3, Az) Enoutre iy 2 Ay carmy € Ay Enfin Ji € Ay car

A== Ak Ay ==y =ny— Ay > my > 0.

L'inégalité ny 2 0 se justifie par 3y 2 my + g + g = 0.
1l en découle que le triplet (Ay, Az, As) et le couple (jiy, j1z) sont enlacés. Grace & 11b il
existe alors U & O3(R) tel que

Sp((UMU &) = (jig, 12).
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(@)

No_tons A = (Umy-1
I'E].laﬂ;t (.ull}lz) 3 (
entra_l_ne que (”12’

k2, }‘I;QIZD"Comme Sp(A) = (1, p2), Dy est (question 12) le segment
m.) c ’D P Ra:t, My +my = py + pp et my > my = Az = P, € qui
3 A-Alors il existe V O1(R) telle que

vay-i = [ M2 ¥
L* my |’

Poso |V o
e [ 0 1 ] € O3(R). Alors

WuMu-tw-! = Vo A x v-1 0 . j
01 * 0o 117 £ W3 * ’
Fa

%ncznune M est de trace nulle, (WU)M(WU) ™! Iest aussi, d’oit Diagz((Wll)M(WlI')‘l) _
2,1113, nt1). La matrice WU est clairement orthogonale. D’oit (ma, ma,my) € D Cedi
entraine par 16.a que L(ml, My, m3) € Dy L

Comme H* N Dy C Q; (16b) et Q5 C Dy N H (16.d), il vient

e(PMNHT) = ¢(23)

Tout élément de Dy est, & permutation prés, un élément de Dy N H™ (16.2).

Le groupe Sym(3) est engendré par les deux transpositions (2,3) et (1,2), qui corres-
pondent via la bijection ¢ aux deux symétries axiales sy, 52 (15.b).

! . i :

o(Dy) = @(DuNHY)Usi (9(DyNHT))Usz (p(PuNHT))U
Us; 052 (@(DuNHT)) Usz 081 (9(PuN H*))Usyos2051 (¢(DarN H™))
= ¢(Qz)Us1 (9(2;)) Usz (9(25)) U
Usy 052 (@(Q5)) Usz 051 (9(Q5)) Usios2051 (9(23)) -

On sait par la question 15.c que ¢(Qz) est un quadrilatére. Ainsi ©(Dy4) est 'union de
six quadrilatéres. Celle-ci est un hexagone parce que le quadrilatére ¢(Q3), de sommets
A, D,E, C (cf question 15.c), posséde deux cotés perpendiculaires aux axes des symétries
5, et 5. Plus précisément AD L DEet AC L CE. Vérifions-le :

3 1 1
(D—AE-D) = (E()Ll + A2)wa, (A = A2)wy + (—5A1+ ‘i/\z)a&)

= g(/\l +A2) ((/\1 = /\2)% + (—';'/\1 = %/\2))

3
= '2-(/\1'1'/\2)0

= 0.

De méme pour établir (C — A, E— C)=0.
Ainsi @(Dy) est un hexagone dont les six sommets sont E,s1(E),s2(E),s1 0 s2(E),52 0
s1(E),s1 052 0 51(E). Leurs coordonnées dans la base C sont

E:(A1— Ax, A1+ 2M;) = (M — A2, A2 — A3)
s1(E) : (M — As, Az — A2)

so(E) : (A2 — Ar, M — Aa)

s1052(E) : (A2 — A3, Az — A1)

sp051(E) ¢ (A3 — A1, A1 — A2)
sp05051(E) : (A — Az, A2 — A1)-
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