Comparaison de séries et d'intégrales

9 octobre 2018

1

Soient @ un nombre positif, et f, g deux fonctions numdériques continues stric-
tement positives.

1.1

Enoncer et démontrer le théoréme de comparaison des intégrales f fet f g
lorsque f+ g diverge et que le quotient i a pour limite 1 & Pinfini.

Enoncer sans démonstration le théoréme audlogue lorsque fa ¢ converge.

1.2
On suppose de plus que f est continfiment dérivable et qu’en outre

el )
»=to0 [ (a)

=acR.

a) Montrer que lim %l = a. On distinguera les cas @ = 0 et o % 0.

b) On suppose a < —1. Soit € > 0,
7} Montrer que, au voisinage de +oo f(z) = O(zoF¢).
ii) Etablir la convergence de [

iii) Montrer que, au voisinage de +oo, Jxék\)d_/

| +o0 _af(a)
e~ =25

On pourra intégrer par parties le membre de gauche (et avoir de la suite dans
les idées).

¢) On suppose a > —1 /(,tal)lu la divergence de l'intégrale [T f et l’équxvalence
pp i@

a l'infini des fonctions ¢ = [ f et z — rﬂ?wd‘/

Montl(,r par des exemples que, dans le cas olt &« = —1 l'intégrale j f peut
converger ou diverger selon le choix de f.



Donner 'exemple d'une fonction numérique ¢ définie, strictement positive, continiiment
dérivable sur [0, 400 telle que

+00
lim log 9(z) $(z) =0, ¢ =+00
z—+oo  logx 0

sans que les fonctions far ¢ et x¢(x) soient équivalentes & I'infini. (On observera
qu'une fonction > 1 peut osciller).

2

Dans toute cette partie, U = 3" u,, est une série divergente a termes strictement
positifs ; s, désigne la somme de rang n de U et 'on convient que s_; = 0. En
outre f est une fonction numérique définie, continue, décroissante et strictement
positive sur [0,40c[. On note V et V' les séries de termes généraux u, f(sn) et

Unf(sn—1).

Préliminaire. Comparer la nature de f0+°° f et celle de la série de terme général
Wy = fs“

n-1""
2.1

a) On suppose que f0+ j converge. Montrer que V' converge.
b) On suppose que fo"' f diverge. Monter que V' diverge.

2.2
Dans cette question, on suppose que un est bornée, mettons par M.

a) Encadrer unf(sn) — unf(sn-1) & l'aide de f(sn) — f(sn-1). Comparer les
natures de l'intégrale f0+°° f, de la sériec V' et de la série V",

b) On suppose que f0+°° f diverge. Montrer que les sommes partielles de V" et
celles de V' sont équivalentes.

(\/ On suppose de plus que f est continfiment dérivable et qu'en outre

avec o omier-un équivalent de |, et | (t)dt en fonction ¢ f puié des )
. ) Sn y
restes de V et de V.

ue dire du cas ot f(z) =e %7

o




2.3

log f(x)
logz
voisinage de l'infini et que la suite S;;ﬂ, est bornée, la suite u, étant bornée ou

S
non.

Dans cette question, on suppose que la fonction r — est croissante au

a) Quel est le signe de log f(x) au voisinage de 00 ? Etablir, pour tout couple
(x,y) de nombres réels assez grands, I'inégalité

1 xr
: log f(x) = log f(y) < %f—(i)(logm — logy).
ogT
3 . .
W'Io:ltrer que les séries V et V/ sont de méme nnture.)w

Sn

¢) Si de plus limp— 400 9—*)—‘ = 1, montrer que limy—.poo 7700
a l'aide d'intégrales portant sur f, un équivalent de la somme de rang n de Va
lorsque la série V' diverge et un équivalent du reste de rang n lorsque la série v
converge.

=1 et trouver,

d) On suppose toujours que lim, .4~ ‘—“'-‘l—‘ = 1; trouver, lorsque n tend vers
Fyse X A . .

400, de équivalents pour les suites S5 wgsf si @ < —1 et 30 puxsf si

a €]0,-1]

2.4

aTIS cette question, on ne conserve que les seules hypotheses : f est décroissante
continue strictement positive, U est une série divergente & termes strictement
positifs.

\
a) Montrer que I'on peut toujours choisir U de sorte que la série \/'f‘diverge.
Donner un exemple d'un tel choix lorsque f est la fonction @ — Tr_:TT-' La série
converge-t-elle dans ce cas?

b) Montrer que, si la série V converge, la suite s, f(s,) tend vers 0. Montrer en
sens inverse que, si o f(x) tend vers 0 & Pinfini, on peut choisir U de fagon que
la série V' converge.

¢) Donner un exemple d’un couple d’'une série U et d'une fonction f tel que V'
ye a2 +00 1
converge et lintégrale [ f diverge.

\}J(M-U‘@
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1° Démontrons d’abord le résultat suivant:

Lemme. — Soit f,(resp. g) une application localement intégrable de (a, + co[ dans R (resp. dans R.). On
suppose .que [, = o(g) au voisinage de + oo.

+ox
a) Si l'intégrale J\

a

to .
g(t) dr converge, l'intégrale J- f1(0) dt est également convergente et ona

a

+«@ 4+ |
J fl(r)dl=o(J g(t)dz).

b) Si l'intégrale j g(t) dt diverge, on a
'{fl(t)dt=o(J’ 2(0) dt).

0 MNela, + o VizA L0 <egl):

a) Soit ee R¥ .-

Cette inégalité montre que I'intégrale de f, est absolument convergente, donc convergente sur (A, + ol
De plus,

y y ¥y
Vx> A, Wyex Jfl(c)dz sj (@) dr .ssj g(1) de.
X X X
En faisant tendre y vers + o0, on obtient )
-4 +t«
Vx = A, ‘[ HOd < EJ g(r)de

+ + o
ce qui prouve bien que J. fil)dt = O(J‘ g(®) dt).

b) En partant de (1), on obtient

X x x
Vx = A, J‘ fi()dt sl[ Ifi(0)] dt < 8.[ g(e) de.
A A A
D’autre parl; g étant positive ou nulle, la fonction x —+J g(f) dt tend vers + oo avec x. Par suite
A
A x
A’ 2 A, Vx = A, J S de < Ej g(t)de. -
a A

On a donc

X

< ZEJ g(tl) dr € 28.[ g()dr (carg = 0).
A

a

Vx = A,

f‘fl (o) dt

On a ainsi prouvé [ fi()ydt = o(J () dt).

L'application de ces résultats est immédiate; si g et h sont des applications a valeurs dans R, ona

+ @
h 8 h—g = o(g) J‘a (h — g)(z) dt converge

<~ =

f+o

+ tw +@
J. g(t) dt converge g(t) dt converge J- (h—g)(tydt = O(J. g(r) dt)
h(t) dt converge ‘

[+« +

h(t) dt ~ J. g() dt

x

o X
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"t

- h—g=o(g) - J.x'(h — g dt= o(fxg(t) dr)

‘JA g() dr diverge Jw ) g(t) dr diverge
= th(z) de :;f g(r) dr.
1)

+a dt

- f \ 0t o o it

a) Si o # 0, I'hypothése s’écrit m ~ —- Comme — est de signe constant et comme J. : ,
b3 X X 1

20
diverge il résulte du 1° que

f x) j I
1@ o)

Logf(x)

xdt .
—dt ~ a,[ T = o (Log x — Log a')
1

ol @’ =sup(a, 1). On en déduit lim —8/™) _ o«

x~+= Logx

Si o = 0, I'hypothése sccntf( X o(l). On déduit du lemme du 1° que
X

J(x)
fo (I)d . ('[X—CE), doi  Logf(x) = o (Log x) et lim M =

@) - L x~+z Logx
b) Ecrivons - L
Lo i
Lo () = Logy + Log ) = Les (1 + SEL00) Floowr : cond]
Log/(y) . ' XL < <A, f0)2

Comme 1 + L_ogT tend vers @ + 1 < 0 quand y tend vers + oo, on voit que

A~ }:67(:) = &

lim Fiy B LV oo
y-+==ybé{//L & Pm,, f { = E{(})“)f _
= b

On a donc . 9 /C"&’)

e

LS
§

> R Ao
)

d‘

w,,,w
b

hm f U@+ ' @)de = llm D) = ()] = — (). ¢ s 4
j £ g(f):/{r = O(‘f:il
% :

Or, o + | étant non nul, ona '

 XE

) + () o, @+ DA, ‘ 7 (J

La fonction fest de signe constant, | mlegraIeJ‘ Lf(t) + ¢/ (1)) dr est comerﬂente il en est donc de .\"ﬂ.:vi;-:',' 1

(o(-v\)J ( —- ’X‘{(s«) '41..-"

70,
-

méme de l'intégrale f Jf(t) dr. De plus, d’aprés 1°,

S ——

@+1) f SO de ~ f U@ + @ dt = — xf(x), J f@yde ~ ~ :fix)l_ i

c) Le raisonnement est analcl)gue: on voit d'abord que ,ETm y Logy = + . L’intégrale
f - () + ¢f'()) dt est donc divergente. L’équivalence
FO + '@ ~ (o« + D@
montre que l'intégrale j+ S() dt est également divergente. Par suite (d’apres 1°)

(a + l)fxf(r) dr ~ fx () + ¢f' ()] dt = xf(x) — af(a) ~ xf(x) | {
a ¥

X(x)
«+1

ff(r)dt ~
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d) Premier exemple: f(x) = L] sur [l, + oof. On a '\}r(i';)ﬁ — 1 et l'intégrale ,[1 f(r) de diverge.
1
Deuxiéme exemple: f(x) = Lo~ sur [2, -+ c[. On a
v _Lesx+2 . ¥ _
1(x) Log x x=ta f(x)

+oc

alors que l'intégrale [ est convergente :\

dr
Ja tlog’t
; *dr i ! N Yy b
S 2(L0g2fﬂx—”lla: —Log.\- Log 2 " Log?2

3° N.B. — L’énoncé de cette question reproduit page 51 de la Revue est incorrect. Il faut lire:

« Donner un exemple d'une fonction numérique @ définie, strictement positive et continiiment dérivable sur
[a, + oof, telle que

. Lom o(x |
. lim 080
. x~+x Logx

+ o

soient

avec une intégrale J
a

x
@(r) dr divergente sans que les fonctions fo o()dt et x—
a
équivalentes a l'infini ».

x@(x)
+

Considérons la fonction ¢: x+—2 + sinx, ¢ et a valeurs strictement positives et continiment
dérivable sur [0, + co[. D’autre part

. Log(2 + sinx)-
e Im —— =
x—+a Log X

-

0;

X 5
° ,[ (2 +sinr)dr = 2x — cosx + | n'a pas de limite finie quand x tend vers + oo}
o .

.J. (2 +sint)dt ~ 2x;
. e

(o]
x@(x)
[ ]
o+ 1

=-x(2 + sin x) n'est pas équivalent & 2x au voisinage de + oco.

L}

II

1° Comme f est décroissante et @ valeurs strictement positives, on a

" Su

) VneN, 0<u,f(s)< J FOde < u, f(5,-4)-

Sn-1

+e
Si I'intégrale J f(t) dr converge, la série f(t) dt converge et la série V est donc également
]
convergente.

Si I'intégrale { Sf(t) dr diverge, la série

f() dt diverge et la série V' est donc également
0

'!H
J‘-‘--l
+ Sa
) J‘-‘--I ‘
divergente. .
2° a) La suite (u,) est bornée:

M e R¥%, YnelN, 0<u, <M.
On a donc

©) VneN,  0<uf(s,-y) — 1, f(5) < M(f(8,-1) — f(s)) = w,.

La série Zw, 4 termes positifs est convergente car ses sommes partielles sont majorées :

%Wk = M({(0) - f(s)) < MSf(0).
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La série T(u,f(s,-,) — u,(s,)] est donc convergente et les deux séries V et V' sont de meme natire:

J—x -
Compte tenu du 1°, on voit que V, V' et I'intégrale f f(r)dt sont de méme nature.
Jo

n n

b) Danslecasdeladivergence, V, = Y u f(s)etVy, =3 ',,kf(sk_ ,) tendent vers + oo qugnd ntend vers

; 0 0
+ 0. Comme (V, — V}) a une limite finie, on en déduit V, ~ V,.

o _ ‘e ‘= )
¢) D’aprés I. — 2°5), I'intégrale { f(t)dt est convergente et j f()dr =T - Les
JO g x E

inégalités (2) et (3) impliquent
Se
VneN, uf(s,) < J SO dt < u,f(s5,-1) < u, f(s2) + MU(5p-1) = SGs)
d'od VneN, VpeN, p=2n+ 1,
p

2 wf(s) < f S de < i u f(8i-1) < Zp wf(s) + MUf(s,) — f(s,)]-

n+l n+1 i

La fonction positive décroissante f a une limite /e R, quand x tend vers + oo. Comme I'intégrale
+ @

Sf(z) dt est convergente, on a [ = 0 et

0
VneN, R, = 72" u f(s) < J' mf(t) dt =R, = f u f(si-1) < Ry + MJ(s,).
n-l s, n+1

On sait que L St dr ~ —TS"#; par suite,

M/(s,) = O(J-Mf(f) dr) et R,~R;~ J.mf(t) dr ~ — __:JL(S'*]_).

d) Prenons u, = 1 pour tout n. Ona
YneN, u, f(s,) =e " et uf(s,-;) =e "

Les séries V et V' sont donc convergentes €t on a

VneN, R, =¢eR, =

R, et R, ne sont donc pas équivalents.
: Logf(x) . . ,
3° g) Supposons que la fonction X soit croissante sur [A, + oof, avec A > 1. On 2
0g x

successivement, lorsque A < x < ),

_ Log/(x) Loz

Logf(x) < Lng(y) , _ Logf(v) < Toax

Logx  Logy

Log f(x)

Togx (Log x — Logy).

Logf(x) — Log/(y) =

Pour y > x > A, on a Logx — Logy <0, Log f(x) — Logf(y) = O et, par suite, Logf(x) < 0.
b) Soit nye N tel que n > n, implique s,y > A. On a, d’aprés ce qui précede,

Log f(s,-1) Logf(sa-3) ; _ S» .
¥n>n,, Logf(s,,) — Logf(s) < —_Lhcc),_g_s,,—_,—(Log S.-; — Logs,) = — m? LO:;:

La suite (5—"11) étant bornée, il existe M'e N tel que
SH
Sn+1 ' PPRY f(sn—l) < _ Lng(A) LOU MI.
YnelN, 1 < — < M, d’ou Vn = n,, Log 760 < ——LogA g
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_ Logf(A)
Log A

Vn = ng, f(sn—l) g. elf(sn.)

On a donc, en posant A = Log M/, - )

et 4
Vi =y 0 u,f(5,) S Upf(sa-1) < €14, (55)

ces inégalités prouvent que les séries V et V' sont de méme nature.

¢) L’encadrement
fG6a-1)  _Logf(A)y o S

Vn > ny, 0 < Log 76 S Tog A 5

montre que la suite (Logfjf(" ')')) tend vers 0 quand n tend vers_+ oo, zutrement dit f(sa-1) ~ S (50)-
Sﬂ

Les inégalités (2) entrainent donc

u, f(s,) ~ J

3,

s,

") dt ~ upf(s,-1)-

Lemme. — Soit (a,) et (b,) deux séries a termes réels pqsinfs ou nuls équivalents :

e si La, converge, il en est de méme de b, et ;
+ o + o
Z a, ~ Z by;
n+1 n+1

e si Ta, diverge, il en est de méme de b, et

ZQk "“Zbk.
-0

0

Pour démontrer ce lemme, il suffit d’appliquer le lemme du L. — 1° aux fonctions f; et g définies par

Vxelnn+ 1, fi(x)=a,—b, et g(x) = b,.
On en déduit :

+ .
e si V converge, R, ~ J‘ f©)ydt ~ Rp;

o si V diverge ¥ u f(s) ~ -[ 10t ~ 3 fl5c-)
o] 0

d) Soit f la fonction continue décroissante positive: x — x* définie sur ]0, + oo[. La fonction :

x,_,ﬂ(_x) — o est croissante. Les résultats précédents s’appliquent donc
Log x
+w + e Saii S:+ b
sia< —1, u,Sp ~ rdt = — — ~ — :
° kz=:n Kk J;'_I o+ 1 o+ 1
n S S:+ 1 S:; +1 S:-!— 1

. < & A~ t*dt = - = :
e si 1<C!<O,k§0uksk i;”ksk L o+l a+l o+l

4° a) Considérons une série v, divergente a termes strictement positifs. Définissons la suite (u,) par

{uof 0) = vo

n—1
ou Sp=1 & U .
ty f(S,-1) = " E’o

Comme 0 < v, < f(0)u,, la série U est divergente, 4 termes strictement positifs. D’autre part, la série
V' est divergente par hypothése.
. M+

1 - . :
T+ 07 x)z’ I'intégrale J J(t) dr étant convergente, la série V est toujours
0
convergente (d’aprés II. — 1°).

b) Ecrivons :

Si on prend f(x) =

. n

S uf6)= T (= sdf6) = T sif6) — 3, o)
k=0 k=0 k=0 k=0

n—=1
5, f(5,) + kgo Sc(f(s) — f(sp44))-
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n=1 4
La suite de terme général ¥ s,(f(5)) — f(sx+ 1)) est croissante et majorée par 3, S (s, elle est donc
© Y kw0 k=0

convergente. La suite (s, f(s,)) est donc convergente; soit [ 1a limite de cette suite. Si { est non nulle, on a

-] u
f(sn) ~—- et “nf(sn) ~ 12
Sn . S,
. LUy .
Mais la série ¥ — est divergente, en effet,
n

oo :
1 u 1 5 !
Y =2 (s,—s)=1-=2

pt15n S Sq

. N L . . : ’ . .
ct, comme lim (1 - S—”) = 1, le critére de Cauchy n'est pas satisfait. On en déduit que V diverge
q=+ : :

contrairement a P'hypothése. On a donc | = 0:

. lim s, f(s,) = 0. ' i
n=*+ o

Réciproquement, supposons que lim xf(x) = 0. Il existe une suite s, satisfaisant aux conditions
x—++x .,

suivantes :

So=l
VneN, s 4y > s,

1
Vne N*, s.f(s,) <

nZ

La suite (s,) tend vers + oo, en effet, étant croissante, cette suite a une limite  dans R, u {+ o0}. Sil
était finle, on aurait

() = tim s,f(s) =0,
ce qui est absurde. D»’autre part, la série V converge pﬁisque
0 <,f(5) < 5,(5) < 5
¢) Soit f la fonction définie par

1
f(x)=; si 0<x<e

x) = e.
& x Log x
L’intégrale ' f(z) dr est divergente.
0 .
Soita>letu,= a — ", pour n = 1, uy = 1. La série U est divergente. On a u, ~ a", do
T [Chpe—
Y n?Loga

La série V est convérgente.

Trés bonne solution de Daniel BELLEBOUCHE.




