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Dans tout ce qui suit, n est un nombre entier strictement positif, E est l’es-
pace euclidien R™ muni de son produit scalaire canonique noté (|) et dont la
norme associée est notée || ||.

a) On dit qu'un sous-groupe additif L de V'espace euclidien E est discret si
chacun de ses éléments est isolé, c’est-a-dire que, si z € L il existe un voisi-
nage V de z dans E tel que V N L = {z}.

b) On admet qu'un groupe abélien est isomorphe au groupe additif Z™ et
seulement s'il admet une Z- base, c’est-a-dire une famille (ey, ..., e,) telle

que tout élément de G s’écrive d'une facon unique sous la forme Yo ke
avec k; € Z.

1

Démontrer les assertions suivantes :
a) Un sous-groupe L de E est discret si et seulement si 'élément 0 est isolé.
b) Tout sous-groupe discret de L de E est fermé dans E.

¢) Les sous-groupes discrets de R sont exactement les ensembles de ]a forme
aZ avec a € [0, +oc|.

On désigne par o un nombre réel > 0 et par L ’ensemble des nombres réels

m+na, ou m,n € Z. Montrer que L est discret si et seulement si o est
rationne].




3

Construire un sous-groupe discret, £, de R? (el (ue sapremitre projection sur
R ne soit pas diserete.

4

On se propose de démontrer ici que tout, sous-groupe diseret, de 2 est iso-
morphe a un sous-groupe d'un groupe Z™. On désigne par /7 le sous-cspace
de £ engendré par L, par m sa dimension, par (a1y...,ay) une base de J°
contenue dans L, et par L' ¢ sous-groupe de L engendré par cette base, Enfin
on pose

m

P=Ln{> Nai| deo,1]
i=1
a) Vérifier que P est un ensemble fini.,

b) Etant donné un élément z de L, construire wn couple (y, z) € L' x P tel
que l'on ait = = y + z, et montrer son unicité.

¢) Soit encore z un élément e L, en éerivant, pour tout entier naturel k,
kT =y + z. montrer qu’il existe un entier d > 0 tel que Pon ait dx € L.

d) Conclure.

5

Dans cette question, L est un sous-groupe de Z™; ses éléments seront notés
= (Z1,...,Zn) on pose 7(x) = T,

a) Montrer qu'il existe un entier & > 0 et un élement z° de [, tels que 'on
ait

(L) = kZ = n(3°)Z.

b) On suppose ici 7(L) non réduit, {0} ; étant donné un élément z de L,
construire un couple (p,Z) € Z x L tel que 'on ait &, = 0 et 7 = prl 4+
démontrer son unicité.

¢) En déduire que tout sous-groupe discret de [ est isomorphe & un groupe
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I suppose ici n = 2 et on consideére deux Z-bases (uy, us) et (vi,vy) d'un
meme sous-groupe discret L de E. Montrer que les aires des parallélogrammes
construits respectivement sur (uy,us) et (vy,vs) sont égales.

7 Application

Soit H un sous-groupe fini du groupe GL,(Q) des matrices rationnelles in-
versibles (n,7). On note G = H.Z" I’ensemble des sommes de vecteurs de
E =R" dela forme h.z, ol h parcourt H et x parcourt Z".

a) Vérifier que G est un sous-groupe additif de E contenant Z*, tel que pour
tout h € H, h.G = G. Montrer qu'’il existe d € N* tel que G C 1Z“

@V érifier que G est discret et prouver que G admet une Z - base B qui est
aussi une base de 'espace vectoriel £. En utilisant la base B, prouver qu’il
existe une matrice P € GL,(Q) telle que, pour tout h € H, P~hP soit &
coefficients entiers.

(8 Sous-groupes fermés de R".

Dans les questionsci et 8} on note G un sous-groupe additif fermé de R™, et
I'on suppose que G n’est pas discret. On se propose dans cette question de
faire prouver que G contient au moins une droite vectorielle.
a) Montrer qu'’il existe une suite (z,) d’éléments non nuls de G qui converge
vers 0.
b) On note n, la partie entiere de m Montrer qu’il existe une sous-suite
Yy, de n,z, qui converge vers un élément a de G de norme 1.
On suppose apres extraction y, = nyTy.

c) Montrer que la droite engendrée par a est contenue dans G. (Indication :

Soit t € R, considérer la suite u, = [tn,|r, = tn,z, + ([tny] — tny)z,).

9 Théoreme de structure

a) On note H la réunion des droites vectorielles de R™ contenues dans G.
Montrer que H est un sous-espace vectoriel de R".

b) Soit K un supplémentaire de H dans R"™. Montrer que G est la somme
directe des sous-groupes H et G N K, et que GN K est discret.

¢) Donner une description de tous les sous-groupes fermés de R".




10 Critere dual de densité

a) Soit G un sous-groupe additif de R™. Montrer que G est dense si et seule-
ment si toute forme linéaire de R™ dans R, & valeurs entieres sur G, est nulle
sur R™.

Soient ay, ..., a, n nombres réels linéairement indépendants dans le Q-espace
vectoriel R.
b) On note a = (ay,...,a,) et G le sous-groupe de R™ engendré par Z™ et
Ra, soit G =Ra + Z". Montrer que G est dense dans R".
c) Soient (by,...,bs) et (cy,...,¢,) des réels. Déterminer
n
sup Z by cos(arx + ¢;).
TR =1
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1. a) Soit donc L un sous-groupe de E.

" S'il est discret, 0 (qui appartient & L) est isolé (dans L) par définition.

Réciproquement, supposons 0 isolé: il existe un voisinage V de 0 dans E
tel que VN L = {0}.

Soit x dans L: d'une part, 4V est voisinage de z par structure d’espace
vectoriel normé; d'autre part, + L = L par structure de groupe; donc:

(z+V)NL=(x+V)N(z+L)=z+(VNL)=z+ {0} = {z}

z est ainsi isolé dans L et L est discret.

IUn sous-groupe L de E est discret si et seulement si 0 est isoﬂ

b) Soit donc L un sous-groupe discret de E et soit € L: z est limite
d’une suite (zx) de L.

Cette suite est de Cauchy: pour € > 0 donné, il existe N tel que k >1 > N
assure ||zx — x| <e.

Comme 0 est isolé dans L, on peut choisir ¢ tel que L N B(0, ) se réduise
a {0}. Les éléments xy, — z; précédents (qui sont bien dans L) sont alors
nuls; la suite () est stationnaire & partir du rang N et = = z est dans
L.

lTout sous-groupe discret de E' est fermé |

c) D’abord, les sous-ensembles de la forme a Z sont des sous-groupes de
IR et ils sont discrets, 0 étant isolé.
Réciproquement, soit L un sous-groupe,discret de IR.

S’il est réduit & {0}, @ = 0 convient.

Sinon, il contient nécessairement des éléments strictement positifs. Soit

a la borne inférieure de LN IRL. a > 0 car O est isolé. Montrons par
double inclusion que L = a Z:

Si a n’était pas dans L, il existerait, par définition d’une borne inférieure,
z € Ltelquea < < 2a, puisy € L tel que @ < y < = < 2a. On aurait
alorsx —y € L tel yne 0 < 2 —y < a ce qui contredirait le choix de a.
Donc a € L et douc aussi a ZZ C L.
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Inversement, soit = € L et soit n la partie entiére de z/a: na S'ilf <
(n+1)a. L'élément 2 —na de L vérifie donc 0 < z—na < a. Par définition
de a, cela impose x—na = 0 donc z € a Z. Par double inclusion, L =a 7
et on a prouvé:

[Lcs sous-groupes discrets de IR sont les sous-ensembles a ﬁ'

- Si L est discret, il est de la forme a 7 et ici @ > 0. Comme 1 et a sont
dans L, il existe en particulier des entiers pet g tels que 1= ga et a = pa.
Il apparai t que a = p/g, rationnel.

Inversement, si a = p/q (p > 0,q > 0), tous les réels m + na sont dans
q ' Z. L est donc un sous-groupe de ce groupe discret et il est donc
lui-mé& me discret (évident par exemple par 1a.)

L est discret si et seulement si o est rationncl|

. Identifiant IR? avec T, on

prend pour L Pensemble des complexes m+nj
oum,ne 7.

C’est un sous-groupe discret, car le carré de la norme de tout élément est

" un entier (c'est m? +n2 — mn), done seul 0 se trouve dans la boule unité
ouverte,

Sa premiére projection sur IR est le sous-groupe formé des m + nv/3/2,
non discret puisque \/§/ 2 est irrationnel.

[ Z+ Zjrvépond ala questioT‘

+ Remarquons que (ay,..., am) existe bien puisque L est partie génératrice
de F et que nécessairement m <n.

a) Si P n'était pas fini, on pourrait considérer dans P une suite (z;) dont
les éléments seraient deux & deux distincts. P est borné; on peut donc
appliquer Bolzano-Weijerstrass et, quitte a extraire, supposer que la suite
converge dans E. Sa limite z est dans L puisque celui-ci est fermé. Mais
alors, si V est un voisinage de z, VN L ne peut se réduire & z car il contient
tous les zy a partir d’un certain rang.

‘gette contradiction assure que P est ﬁnﬂ

b) Soit donc = € L. A fortiori,z € F = Vect(L) dont (ay,...,am) est une
base. Il existe donc des réels py, . .., jim (uniques) tels que x = Dy s
Posons k; = E(u;) et Ay = ju;—k;, et aussiy = it kiaget x = Yim A
y € L' car les k; sont entiers; ¢ = Y+ zest évident; 2 € Lcar z = ¢ — Y
avecz € Let y € L' C L; z € P car de plus les Ai sont dans [0,1[: le
couple (y,z) convient.

' : i ’ C .
Ce couple est unique car si y' = 31" kla; et 2 = i=1 Aja; conviennent
. . , . e \
aussi, I'indépendance de (ay,...,a,) exige jii* = ki + )| et donc K =

E(p1;) = ki, puis X = Ay
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[(y, 2) € I' x P tel que z = y + z existe et est unique.l

¢) Pour tout k € IN, kz est encore dans L et le résultat du b. s’applique
donc & kz: kr =y +2x avec yr € L' et 2z € P.

- Puisque P est fini, les z; ne peuvent & tre deux & deux distincts: il existe
k <l tels que 2x = 2. Alors, ([ —Fk)x = 31— ¥k cLetd=1-k>0
convient:

III existe un entier d tel que dz € L’.]

d) Notons pi,...,pr les éléments de P (r>1car 0 € P). On applique 1.3
question c. & chaque p;: il existe un entier d; > 0 tel que dipi € L'. Soit
d le ppem des d;: a fortiori dp; € L' pour tout i.

Or, d’apreés b., tout z € L s'écrit x = y + p; pour une valeur de i. Donc
dr € L. Ainsi L C d=1L' et L est un sous-groupe de d~'L’.

Mais d=1L’ est l'ensemble des éléments qui s'écrivent ST kid~'a; avec
;. . = = . —171

k; € 72, écriture unique car (d~'a1,...,d " an;) est libre; donc d™'L" est

isomorphe & Z™ et:

rL est isomorphe & un sous-groupe de zm.

Rappelons que m < n puisque (ay, .. .,am) est libre dans R".

. a) 7 est un morphisme de groupes de L dans Z. Donc #(L) est un
sous-groupe de 7, c’est & dire un ensemble de la forme EZ.k e IN:
(L) =k Z.

% lui-mé me est un élément de 7 (L) et s'écrit donc w(z®) avec 20 dans L.

[7(L) =k Z=n(z") Z.|

b) Soit z € L. n(z) € n(L) = 7(z%) Z : il existe donc p € Z tel que
#(z) = pr(z°) = 7(pz?). En posant T = z—pz® (qui est bien dans L), on
a donc 7(%) = 0. = = pz° + T est une décomposition de la forme voulue.
Si z = 20 + 2’ convient aussi, alors 7(z) = gn(z°), c’est a dire pa(al) =
gm(29). Comme on suppose dans cette question 7(z%) # 0, on en déduit
p =q puis ' = Z: la décomposition est unique.

(p,7) € Z x L tel que Z,, =0et = pz® + T existe et est unique.l

c) Gra ce & la question 4., il suffit de montrer: tout sous-groupe de /A
est isomorphe 2 un %’ (en convenant que Z° = {0}).
Montrons cette propriété par récurrence sur m.

Pour m = 0, c’est évident et pour m = 1, c’est un résultat connu: tout
sous-groupe de Z est de la forme a Z et est donc isomorphe & Z ou a

{0}.
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Supposons le résultat acquis pour 'entier m — 1, m = 2, et soit L un
sous-groupe de 2™,

Remarquons que 'ensemble [ des éléments de la forme (1, - - -, Tm-15 0) €
Z™ s'identific a Z™,

Introduisons alors 7(L) et distinguons deux cas:

Sim(L) = {0}, c’est que L est un sous-groupe de H et le résultat découle
de la remarque précédente et de 'hypothése de récurrence.

Si (L) # {0}, on se trouve dans la situation du b): tout x € L s’écrit
de maniére unique z = pz°+7 avec p € Zet T € ker 7. ker 7 est un sous-
groupe de I (c'est HNL) et est done isomorphe & un Z° par I’hypothése
de récurrence. On peut encore distinguer deux cas:

Si s =0, c'est & dire ker 7 = {0}, alors L = 2° Z, isomorphe & 7 et

le résultat cst acquis.

Si s # 0, ker 7 contient une famille (ey, ..., ey) telle que tout élément
de ker 7 s’éerive de manitre unique 3, kiei , ki € ZZ. Alors L contient
la famille (2% ¢y,...,¢,) ct tout élément de L s’écrit de maniére unique
o =pa®+ i kici ,p€ %, ki € Z. L est isomorphe & Z°**! et le
résultat est acquis:

ITOU.L sous-groupe discret de E est isomorphe & un Z".

Remarque: 11 résulte du raisonnement que r < m, donc, avec la remarque
du 4., 7 < n. Plus précisément, si L est, comme en 4., un sous-groupe
discret de E engendrant un sous-espace vectoriel de dimension m, il ne
peut en exister une ZZ-base ayant moins de m éléments, et L est donc
isomorphe a Z™.

. L’aire du parallélogramme construit sur (uq,uz) est |det(uj,uz)| ol le
déterminant est pris dans la base canonique.

Par définition d'une 7ZZ-base, vy et vy s’écrivent vy = auy + bus et v, =
cuy+duy, a,b, ¢, dentiers. Tl en résulte | det(vy, va)| = |ad—be|| det(uy, uz)|
et 'aire du parallélogramme construit sur (vy,vs) est donc un multiple
entier de I’aire du parallélogramme construit sur (uq, us).

Mais les roles peuvent ¢ tre échangés et donc:

Les deux aires sont nécessairement égale;l

. a) Les éléments g(z), g € G, = € B, sont en nombre fini et leurs coefficients
sur la base B sont, par hypothese, rationnels. Sid > 0 est le dénominateur
commun a tous ces rationnels, dg(z) est & coordonnées entitres dans B
pour tout z € B et tout g € G. Autrement dit, dGB C L(B).
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~ Comme tout élément de L(GB) est combinaison linéaire a coefficients dans
Z des éléments de GB, on a aussi dL(GB) C L(B):

mcxisle un entier d > 0 tel que dL(GB) C L(lﬂ

b) L(B) est un sous-groupe discret de E (c'est I'ensemble des points a
coordonnées entidres, 0 est isolé). d~'L(B) aussi; donc son sous-groupe
L(GB) aussi (0 y est, a fortiori, isolé).

Dapres la partic I, L(GB) admet donc une Z-base (e1,...,€r) avec
r < n (Qaprés les remarques). Mais comme les ¢léments de G sont in-
versibles, GB contient une base de E. Par conséquent, L(GB) engendre
E; (e1,...,€) aussi et donc r = n. Ainsi (e1...,en), génératrice de E a
n éléments, est une base de E.

Vérifions qu'elle répond & la question:

GB est stable par G puisque ¢'(g(x)) = (9'¢9)(x). L(GB), formé des com-
binaisons lindaires & coefficients entiers des éléments de GB, est donc aussi
stable par G. En particulier, pour tout j et tout g € G, g(ej) € L(GB)
et est donc combinaison linéaire A cocfficients entiers de (e1, - .-, €n)- Cela
signifie exactement:

[Les matrices dans (ey, ..., e,) des éléments de G sont a coefficients entiers. I

8. a) A est inversible, puisque A" = I, » > 0, et représente dans la base
canonique de E un endomorphisme u € GL(E) tel que u" = Id. Le sous-
- groupe G de GL(E) engendré par u est fini, cyclique d’ordre r, constitué de
Id,w,...,u""!, dont les matrices dans B sont I, 4, ..., A1 A coefficients
rationnels.
La question 7. s'applique et signifie notamment I'existence d'une matrice
A', semblable & A et & coefficients entiers. )

lfe polyndme caractéristiqu e de A, égal & celui de A’, est donc & coefficients entiers. J

b) Le raisonnement du a. montre que l'on peut supposer A a coefficients
entiers.

Dautre part, A" = I assure que A est diagonalisable en tant que matrice
complexe (X" —1 polyndme annulateur scindé & racines simples). De plus,
les deux valeurs propres A et z (distinctes ou non) de A sont racines r-eémes
de l'unité; en particulier |A\| = |¢| = 1. Enfin, la trace et le déterminant

de A sont entiers, donc A+pu € Zet \u€ Z.

Supposons d’abord A et j réelles. Elles valent alors 1 ou —1 et A est
3 1 0
égale a I, ou —I2 ou semblable a S = 0 -1/ - Pour I, r = 1; pour
—L et S, r =2 et nous avons la des exemples & coeflicients entiers.

Su}zposons A présent A et p non 1'6011(:5, donc complexes conjuguées:
p=X\#A demodule 1. Ici, détd = A\ = 1et Trd = A+ A vérifie
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10.

. exemple: 4 = ((1) _1).

- Il est stable par passage & 1 inverse, puis

TrAd e Zet [TrdA] < 2. Mais TraA =
icl. Donc T4 e {-1,0,1} et il y
caractéristique y

+2 exigerait N = A = 1, exclu
a trois possibilités pour le polynéme

Xa=X?-X 4 L A= (:’"'/3, JUt=¢~in/3
I'mité; r = g,

exemple: A = (0 —1)'

, racines primitives G-2mes de

1 1

Xa=X41 A= t 1t = —1, racines primitives d-dmes de I'unité; r = 4;

0
NA=X24 X+ LA=j pu= 7%, racines primitives 3-¢mes de l'unité;
r=3;
0 -1
X le: =
exemple: A (1 _1),

|Les seules valeurs effectivement prises par r sont 1, 2, 3, 4 et 6.

. Résultat usuel:

Le groupe orthogonal O(E) est compm

a) AO(E) est constitug de bijections de
groupe du groupe des bijections de E:

Il est non vide: Iidentité e luj appartient et s’écrit aussi (e,0) avec les
notations de 'énoncé.

E sur lui-mé me et ¢’est un sous-

Il est stable par composition: si g = (u,a) et g9 = (¥,a"), g'g(z) =
' (g(z)) + o = u'u(c) +u'(a) + a'. gy’ est Pélément (W'u,u'(a) + ') de
AO(FE).

i qu'il découle du calcul précédent
(™', —u='(a)) € AO(E) pour inverse.

@(E) est un groupe.

Remarque: On reconnai t dans AO(E)
E.

b) L'application du a. donne ausitdt:

| (. 0) (e, b)(u, @) = (e, u(b)).]

que g = (v, a) admet g’

le groupe des isométries affines de
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1L a) Soit done (u,a) € G,

Remarquons d*abord que (¢, b) est In teanslntion de veeteur by de sorte que
(e, 0) est dansg ¢ st el sealement sl b est dong L,

Soit done b & L. Par strueturo de groupe, (u,a)(e, b)(u, )~ € G, c'est &
dive (e, u(b)) € G ot done u(b) € L. Cela établit que u(L) C L.

Mals on o aussi (ir,a) "' € @) ¢lest b dive (=", ~u~"(a)) € G. Par le mé
ne raisonnement, on en déduit «='(L) € L, done L < u(L).

Yinalement, u(L) = L, cest & dire (1,0) € G.

Comme, enfin, (i, a) = (e,a)(w,0), P'élément (¢,a) = (n,a)(u,0)"" € G

aussi.

|(u, a) € G st ot seulement si (u,0) € G et (e,a) € (:J

1) Puisque u n'est autre que (x, 0), il résulte du a) que p(G) est constitué
des u € O(E) tels que u(L) = L, autrement dit p(G) = G'N O(£).

L admet une Z-base (cy, .+ ., ep) avee 1 < n, mais puisque L engendre 7,
on naussi » > n, done r=mn ct (e1,...,¢n), génératrice & n éléments, est
une base de 2.

Or L ne posséde qu'un nombre fini de points sur toute sphére de centre 0
(mé me argument qu’an 4.a pour prouver que P est fini. En fait, pour tout
compact & de £, LN K est fini). Cela entraine que par uw € G N O(E),
chaque ¢; n'a qu'un nombre fini d'images possibles: les ¢ € L tels que
llzll = llei]l. Comme w est entitrement défini par les images des e, il
n'existe qu'un nombre fini de possibilités pour u:

p(G) est fini.

¢) D'aprds a), les éléments de G sont les composés d'un élément de p(G)
et d’une translation de vecteur a € L.

. . . 2
Déterminons p(G). L = 2 Zey + Zez, (e1,¢2) base canonique de IR".

 Une Z-base de L est done (2e1, €2). Siu € p(G), u(ez) est un élément de

L de norme 1; il n’en existe que deux: ep et —ea: u(e2) = *ea. Comme
u € O(E), u(ey) est orthogonal & ez et de norme 1; c'est donc =ey.

11 n’existe donc que 4 possibilités pour u € p(G) données par u(e;) = i€z,
g; = %1, Or il s'agit bien d’éléments de O(E) qui conservent L (Id, —Id,
les réflexions d’axes IReyp et Rea): p(G) est constitué de ces 4 éléments
(c’est le groupe du rectangle).

En composant avee les translations de vecteur a € L, on obtient tous les
éléments de G:

w=1Id: (u,a) est la translation de vecteur a.

u=—Id: (u,a) est la symétrie centrale par rapport & a/2.

u =8¢, : (u,a) est la réllexion d’axe a/2+ IRe;.
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Sous-groupes fermés de R

11 novembre 2018

7 a) Traduction en termes de suites du fait que G n’est pas discret.

b) Par définition des entiers n,, on a n, < m < (np + 1), donc ||nyz,|l <
1 < lnpay|| + |l2p|| et par suite ||nyz,|| — 1.

La suite y, = n,x, est donc bornée, et il existe une extraction Ys(p) de celle-
ci qui converge vers un vecteur a de norme 1. Comme G est fermé, onaa € G.

c) Soit ¢ un nombre réel, l'indication donne une suite up a valeurs dans G de

la forme w, = tn,x, +€,7, avec ¢, bornée. Comme =, tend vers 0 la suite Up
tend vers ta qui est de ce fait dans le fermé G.

8 a) H est stable par homothétie par construction et si z et y sont dans H
il vient Vt e R, t(x +y) =tz +ty € H donc z+y € H. Ainsi, H est un SEV
de R?,contenu dans G.

b) Clairement, H & (G N K) C G. Ensuite, si € G on écrit = y + 2,
(y,z) € Hx K, puis z =z — y € G, ce qui montre I'inclusion inverse.

Enfin GN K est diseret sinon ce sous-groupe additif, qui est fermé par inter-
section, contiendrait vi:.¢ droite vectorielle D, & son tour contenue dans H :
c’est impossible.

¢) G est donc isomorphe & un groupe de la forme R? x Z" avec d et r
convenables d’aprés les questions 5), 7) et 8).

9 a) Supposons G différent de R". Avec ce qui précede (8), G se décompose
sous la forme G = H & (G N K) ot H est un SEV distinct de R® et GN K
est discret. Il-existe donc une base (ey,...,eq) de H avec d < n, une Z-base
(€ds1s-- ., earr) de GNI, et des vecteurs egypry1, - - - 5 €n tels que (e;) soit une




base de E. Soit ¢ la forme linéaire nulle sur H qui envoie les e; de rang > d
sur 1, ¢ n’est pas nulle et envoie G dans Z. Le résultat suit par contraposée.

b) Soit ¢ une forme linéaire sur £ telle que #(G) C Z, il vient : V¢ € R,
é(ta) = td(a) € Z donc ¢(a) = 0; ¢(e:) = A; € Z.
De 13 il résulte que 0 = ¢(a) = > i, Mia; = 0, or par hypothese les a; sont
Z-indépendants, donc A\; =--- =X, =0et ¢ =0.

c) Les nombles réels 5+ sont aussi Z- mdependants Comme ci-dessus, il en
résulte que le sous- gloupe G de E égal a = R 5-a + Z" est dense dans R™
ou encore que R.a + 27Z" est dans R™. Par contlnmte du cos il vient

sup Zbcoaar—l—q + \27) = sup Zbcosyﬁ-&)—Z[bi

z€R,A; CZ (y:)ER™



