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1a)

1b)

2)

a)

b)

ECP 93 - Comparaisons fines séries - intégrales

14 septembre 2007

1 Restes

ck est I aire comprise entre le rectangle et la courbe dans le dessin ci-dessous :

f(x+k) St

cx(x)

f(x+k+1) -,L_‘-

x+k = V x;keﬁl.
Cy est la somme de ces rognures.
Cette inégalité visible sur le dessin (la rognure est DANS le rectangle. . .) résulte de la décroissance
de f; en effet,
x+k+1 x+k+1
J f(t)dt;J flx+k+1)dt="f(x+k+1)
x+k x+k

I1 est nécessaire de remarquer que, pour des raisons similaires,

x+k+1
J f(t)dt < f(x + k)
x+k
Finalement, 0 < cx < f(x +h) — f(x + k+ 1) ; comme on a supposé que f tend vers O en +oo, ceci est
le terme général d'une série télescopique convergente, avec
o0
ch Z_ x+]1)—f(x+k+1))=f(x)

k=0

Ces deux fonctions sont continues, décroissantes, de limite nulle en +oco donc ¢a marche comme
ci-dessus. On calcule
x+K+1 - e~
cp(x) = e >k — J e~tdt=e % 1. C(x) = .
x+k e—1
(x) 1 J"*“” dt 1 o (x+k+1)2
CrlX) = _ = - .
B AR FRFT) S HEFT)  XHK)x+k+FT)  (x+K)(x+k+2)
On en tire
(x+k+1)?
C(x) =
() k;(wk)(wkﬁ Z x+ KX +k+2)
_(1_ 1 0 1 0 )_ (x+ 12(x +2)2(x+3)2... _ 1 xt]
T\x x+1 0 x+1 x+2 x(x +2)(x+Nx+3)x+2)(x+4)... x X

en repassant prudemment aux sommes partielles pour vérifier les télescopages.
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4)

Sa)

b)

1)

2)

3a)

On montrerait de méme I'existence de D(x). Il est plus rapide de remarquer que

Ck—die=f(x+k) = f(x+k+1), terme général de série convergente.

Donc D(x) existe, et par surcroit vaut

D(x) = C(x) = ) _(f(x+¥) = f(x+k+1)) = C(x) - f(x) < 0
k>0

Cette question sent fort la convergence uniforme. .. En effet, chaque fonction ¢y est continue
Comme différence de fonctions continues (ou mieux); et sur l'intervalle [a,a + 1] on a
O S erl) SOk = (xHhot 1) < Flatk)—f(atT4ict]) = fla+k)—f(a+k+2), terme d'une série convergente.
Ce n'est pas tres €légant mais cela i
[a,a +1] et partant, sur R:.
Le.comportement de C(x) en +oo résulte trivialem
Puisque f(x) — 0 quand x — +oo,

Soit ¢ > 0 donné; on a

mplique la continuité de la somme C (x) sur tous ces intervalles

ent de I'encadrement connu 0 < C(x) < f(x)

x+1 x+e x+1 X+e x+1
L f(t)dt=J f(t)dt+J f(t)dtgj f(x)dt+J f(x+e) dt = ef(x) +(1—e)f(x+¢) < ef(x)+F(e)

x X+e x X+e

Ceci montre bien (puisque f(x) = o) que f:“ f(t) dt est négligeable devant f(x).

Autrement dit, co(x) ~ f(x); comme le reste de la somme ) ck(x) est majoré par f(x + 1) (calcul
15y

similaire au 1b)) qui est majoré par la constante f(1), on a bien C(x) ~ f(x) = +oo0.

2 La convexité en plus

' est croissante, et négative puisque f décroit, donc converge. Soit { sa limite; si elle était < 0, on
a vt >0 f/(t) < { et par intégration,

X
f(x):f(1)+J f<f)+ex (x—1) = —o0 quand x — +o0
1

ce qui n'est pas. |

Je n'utilise pas I'indication de I'énoncé. On calcule c/(x) = f/(x + k) — f(x+k+1)+ f(x + k). Par le
théoréme des accroissements finis, 30 €0, 1[ f(x + k + 1) — f(x + k) = f(x+k+6) : donc elx) 0.
On a dé&ja vu que —f(x + k+ 1) + f(x + k) > 0 est le terme d'une série de fonctions normalement
convergente sur tout compact. Mais comme

0> cp(x) > f(x+k) 2f(x+k)—f(x+k-1)

par une application similaire du théoréme des accroissements finis, on a lep (%)] < f(x+k—=1 )—f(x+Xk),
terme général d’ une série normalement convergente [sur tout compact] comme on I'a vu.

On peut enfin appliquer le théoréme de dérivation terme a terme. Il entraine que C est de classe C'
et C'(x) = 3}~ cp(x) 0.

uy est la différence entre l'aire délimitée par la courbe et celle du trapéze correspondant; vy est la
différence entre l'aire du rectangle et celle délimitée par la courbe entre les x+ k= 1 /2. On reconnait

les idées des méthodes d'intégration approchée dites des trapézes, et des rectangles médians. Cf.
figures infra.




x

3b) Pren 1 : . G+
ons les sommes partielles : on a Cn(x) = Z f(x +k) —J f(t)dt, et donc
k=0

n x+n+1 1 1 1
Un(x) = (uo+.. . up)(x) = %f(XHZ f(x+k]+%f(x+n+])_J f(t)dt = Cn(x)— :Z-f(x)+-2-f(x+n+ )
k=1 o

. 1
et tout ceci converge bien vers U(x) = C(x) — 5f(x)-
De méme, mais en interprétant libéralement 1'énoncé,

Vn(]——- +... n = nf k) —
X) = (V1 +...vn)(x) é(w) LW

x+n+1/2

) dt_J f(t) dt

x+n

i1/ x+1/2
f(t)dt = Cn(x) — f(x) + J

x

, 12
Comme f:::“’z f(t)dt € it ; o) =0, il reste V( (x) —f(x) + f:+ f(t) dt.

x)=C
) de ce que le
4) On nous demande en fait de montrer que ¥x V(x) < 0 < U(x). Cela résulte, pour U()lc')a;jre conilprise
terme général uy(x) est toujours positif comme on le voit en l'interprétant comme

entre le haut du trapéze et la courbe :
f(x+k) o

\

f(x+k+1)

x+‘k“ x+k+1

Pour V(x) on a une autre figure :

foetk) S e S e el

x+k=1/2 x;k x+k;1/2
et on veut arguer que la partie de la courbe située au dessus du rectangle prend le pas sur la
partie située dessous, i.e (cela équivaut a vy(x) > 0) que

x+k x+k+1/2
J £(£) = flx + k) dt ;J fx+K) — () dt
Jxtk—~1/2 x+k
On l'obtient facilement en rappellant qu'une fonction convexe a un graphe au dessus de sa tan-
gente, ce qui permet de comparer des deux quantités a deux triangles isométriques (cf. figure
précédente) et de conclure. Par le calcul c'est beaucoup moins clair : il faut arguer que sur
[x +k — 3,x + K] par exemple, la courbe est située au dessus de la droite d'équation y = g(t) =
f(x +k) +f'(x + k) (t — x) [par convexité]: en intégrant la relation f(t) > g(t) on trouve que
x+k 1 x+k+1/2
J f(t) —f(x + k) dt > —=f'(x + k) (aire du triangle) >J f(x +k) —f(t) dt
x+k—1/2 2 x+k
(on a obtenu l'autre inégalité de facon similaire). Il en résulte immeédiatement que vi(x) <0

Comme souvent dans les problémes d¢ Centrale, un dessin est indispensable, méme pour calculer.
3



5a)

Sb)
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6)

1a)

1b)

2)

3)

5a)

Rappelons |

' sinon I'énoncé n'a pas de sens) que f est supposée convexe, décroissant vers 0.
Si f est neg

ligeable devant f, alors avec le théoréme des accroissements finis
0 < f(x) —f(x +1) = —f'(x +8) < —f'(x) = o(f(x))
R' .
d:‘(;lproquement. st f(x) = f(x +1) = —f'(x + ) = o(f(x)) on en déduit que '(x + 1) est négligeable
ant f(x), et donc a fortiori devant f(x + 1) 2 f(x), ce qui revient 4 dire que f’ = o(f).

Supposons que c'est le cas; alors

x+1/2

—

x+1/2 x+1/2 1

f(t) dt sJ f(x)dt = =f(x)

1
3f(x)~%f(x+1)<' f(x+1/2)=J 2

L
X

S]]

f(x+1/2)dt<J

X

: x+1/2 1
Ce qui prouve que ot de ~ Ef(x). Avec I'encadrement du 4) on en tire C(x) ~ %f(X)-

La fonction proposée au début f(x) =

1
XX+ 1) fait I'affaire. Observons qu'alors,

> flx+k) =

k21

1 1 1
;,C(x) =3 —In(1+ ;)

: 1T 1
et effectivement, C(x) ~ 2> Ef(x) quand x — +o0.

Dans ce cas, les conditions

précédentes ne sont pas vérifiées (f(x + 1) ne vaut qu'une fraction de
f(x)). On a en fait d ( ) a

Clx) e 1

f(x)  e*x(e—1) R

En prenant du «* au lieu de ¢*, on pourrait obtenir ainsi n'importe quelle limite (> 0 quand méme).

3 Constante d’Eulerisation du probléme

On a encore pour vy la différence entre le rectangle de base [(k + 1)x, (k + 2)x] et de hauteur
f((k+1)x), et I'aire délimitée par la courbe de f sur le méme intervalle. Pour I c'est pareil mais sur
[x, (n+2)x]. .

De méme pour §,A mais avec le(s) rectangle(s) situé(s) en dessous de la courbe.

Poser fy(u) = x f(ux) nous raméne, & un facteur x prés, a la partie I (en remplagant f(x) par fy(u))
dont les conclusions restent valides.

On peut, la aussi, se ramener aux questions déja faites, ou repasser aux sommes partielles comme
en 1.3) :

Tn(x) — An(x) = xf(x) —xf((n +2)x) = x f(x) quand n — +o0

De toute fagon on trouve
A(x) =T(x) —xf(x)

Je ne vois pas comment faire cette question en la déduiiant de questio?s précédentes. Intuitive-
ment c'est « évident » (sic!) : si f(x) ~ A/x, on a yx(x) = o Aln(1+ m) et on vérifie aisément
que la somme de ces termes donne la constante d'Euler.

On peut mettre en forme ceci, en exprimant que |f(t] - %| < % pour 0 < t < «; mais c'est long et

lourd. ..
D’abord observons que cette fonction décroit, est continue, tend vers O en oo et que xf(x) = 1 en

0.

e—(k+1)x
Comme la série des xf((k+ 1)x) =

converge, on trouve aisément (en reconnaissant le DSE

o0 p—t

e
classique de In(1 —t)) M'(x) = =In(1 —e™) - f - dt.

4



5b)

c)

d)

On aT(x) = A quand x — 0, d'aprés la question 3).
—x

Mals comme In(x) — In(1 - e™) = —In — 0, cela donne bien

X

o ,—t

lnx+J dt = =A

)
X
(c'est d'ailleurs une bonne méthode pour calculer numériquement N

Le terme général est en effet majoré par ¢™*. Pour ceux qui sont arrives
triviale. .. enfin.. .

ici, c'est une question

Z e—x—k % -t d
Clx) = = J ——dt
k20 x+k vt
On a (4 b)) un développement a deux termes de lintégrale :

o] e—t
J ——t—dt =—Inx—y+o(l)

x
mais pour le J_ c'est autre chose. On a certes (par continuité, vue auI)

e~ X"k e—* e—x—k

Ay o —Q+Z£‘°+om=l_1_1og(1—l>+om
x+k  x x+k x k X e

k>0 k21 k21

et cela donne : .
C(x)=;+1nx—1+}\—log(1—g) +o(1)

1 e . A
C'est sans doute le développement demandé, puisque s Inx > Cte. Une vérification numerique
(o1 30 est une bonne approximation de l'infini.. ) :

{c(0.001), 4(0.001)}

{993.126769, 993.12813}



