Les théoremes de Riemann sur les séries
trigonométriques (X 1976)

8 octobre 2016
Les parties I et II sont indépendantes.

1 Etude d’une série en sinc

1.1

Dans tout ce qui suit, ), -, up est une série de nombre réels convergente. Pour
n € N*, on désigne par U, I’application de R dans R. continue et telle que, pour
tout £ € R* on ait )
sin” nt

n2t?
a) Montrer que, pour tout ¢ € R, la série > U,(t) converge. On désigne par
S(t) sa somme.

Un(t) = uy,

b) Montrer que S est continue sur R*.

1.2

Soit n € N*, on note r, = Zf:i up et l'on pose pour t € R

+00
Ra(t) = S Ui(t).
k=n

.2
sin” T

a) Montrer que I'intégrale f0+°° |% (T) dz| converge.

b) Montrer que, pour tout nombre réel £ > 0, la série

= k+0t g gin’ g
Z]rk+1l/ P ( . )\d:c
k=1 k ol

t

converge et que 'on a e
T ——

L +00 K+t g /ein’z
R.(t)| <| 7n| + Tk / —( )!
lsimi+ Yl [ 15 (T

On pourra écrire u, = 7, — p41 et effectuer une transformation d’Abel.




1.3

. . PP ; , ic que S est
Montrer que la série définissant S converge uniformément sur R, puis q
continue sur R.

g , . : 1 jorant
Soient un nombre réel t > 0 et N le plus petit entier 2 7. En majoran

.2 2
i , N a2 . 2 +oo sin” nt & 9t 4 £7.
séparément 3 Snt of S o, S05NE montrer que yotod sat <2t +

1.5

, on désigne

sin? nt
sin 7Nk

. . ’ *
Soit v, une suite de nombres réels convergeant vers 0. Pour n € N

~ par V,, 'application continue de R dans R définie sur R* par Vi (t) = tn =77y

Va) Vérifier que 3V, converge simplement sur R, soit V' sa somme .

b) Montrer avec I-4) que le reste de ¥ V;, tend uniformément vers O sur tout
compact de R et que V est continue.

2 TUn théoreme de Hermann Schwarz

Soient I un intervalle non trivial de R d’intérieur J, E L'algébre des fonctions
continues de I dans R*, E’ l'algébre des application de J dans R.. Pour f € E,
zo € J et h > 0 tels que Ion ait [Tg — h, 2o + h] C I on pose
1
Af(zo, h) = 75 1f(wo +h) + f(zo — ) = 2f (zo)]-

Si, f et xo étant fixés, Af(xq, ) admet une limite ﬁllllie quand h tend vers 07 on
désignera cette limite par f{")(zq) et on dira que FE (o) est la pseudo-dérivée
seconde de f en xg.

2.1

Soient f € E et 79 € J tels que f admette une dérivée seconde au sens ordinaire

(notée f” ) sur un intervalle ouvert contenant o et contenu dans I'; montrer
s . ’ "

que f admet en zo une pseudo-dérivée seconde et que lon a f() (xq) = £ (xo).

2.2

Etant donné un élément zo de J trouver f € E admettant en xp une pseudo-
dérivée seconde et n’admettant pas en ce point de dérivée seconde au sens
ordinaire (pour LH : la fonction nulle ne convient pas).

2.3

Soient f € E et xy € J tels que f admette une pseudo-dérivée seconde en zg.
Etudier le signe de f(")(z¢) dans le cas ol f admet un maximum en z¢ et dans
le cas olt f admet un minimum en zg.

[N
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l(1)111 de&gge par E} le sous-espace vectoriel formé des éléments de E admettant

(153) Ii’s'eu c.>-de'r1vee secon’(lle en tout point de J. Lorsque f € E; on désigne par
f apphlcat‘lon x — f( )(2) de J dans R.. On notera alors d Papplication de
Ey dans E' définie pour f € Ey par d(f) = f(.

2.5

Qll se Propose de montrer que le noyau de d est constitué par I'espace vectoriel
V1 fonctions Polynémes de degré < 1.

a) Vérifier que V; ¢ ker(d).

@oiem.f € ker(d), @ < b deux points de I'; pour e >0 et i € {1,2} on désigne
ar @ ; 'application définie pour & € I par

T = f(z) - fa) - m’%{f“)(x —a) + (-1)ie(z — a)(b—2).

Calculer la pseudo-dérivée seconde de ®e,i sur [a,b] et étudier avec II-3) son
signe aux extrema de @ ; dans Ja, b], s'il y en a . En déduire le signe de @, ; sur
[a, b], et montrer alors que f € ;.

3 Premier théoréme de Riemann

Soient (an) et (bn) deux suites de nombres réels bornées; = étant une variable

réelle, on envisage la série de fonctions 3 f, ol fu = % et, pour n € N*,
fn(z) = an cosnz + b, sinnz.
3.1
Montrer que, pour tout z € R, la série

a =i

—49,7:2 - Z — (an cosnz + b, sinnz)

n?
n=1

converge. Soit F' sa somme, vérifier que F' est continue sur R.

Calculer alors, lorsque n € N*, ffﬂ_ F(z)cosnzdz et [T  F(z) sinnzdz.

3.2
Soit zo un nombre réel tel que Y fn(zo— converge. Montrer que
+00 in2(nh
sin®(&2
AF(zo,h) = ap/2 + Z(an cosnxg + by, sin nxo)z—((hio—)
n(5)2
n=1 2

et en déduire que F* posséde une pseudo-dérivée seconde en zy que I'on explici-
tera.



3.3

Montrer que, si en tout point de [—m, 7] la série 3 f,, converge de somme nulle,
les suites a,, et b, sont nulles.

4 Extension et application

4.1

On reprend les notations de la partie 2. Soient A = {z; < ... < T} Un sous-
ensemble fini non vide de J, et f € E admettant en tout point de J \ A une
pseudo-dérivée seconde nulle et telle que, pour tout i € {1,..., m}, hAf(zi, h)
tende vers 0 lorsque h tend vers 0. Montrer que f € V1.

4.2
Soient f € Ey tel qu'il existe des nombres réels m et M tels que
m < f(”) <M.

Soient g € J et h > 0 tels que [xg — h, 7o + k] C J, P la fonction polynome de
degré < 2 telle que P(zo—h) = f(zo—h), P(zo) = f(20), P(zo+h) = f(zo+h)-
En utilisant II-3) et le calcul de la pseudo-dérivée seconde de f — P montrer que

m < Af(zo,h) < M

4.3

On reprend les notations de la partie III. Soit B un sous-ensemble fini et non
vide de |-, 7[, on suppose qu’en tout point de [-m, 7]\ B la série ) f, converge
de somme nulle.

a) (Hors composition, sera prouvé en cours) En utilisant le théoréme de conver-
gence bornée, montrer que a,, et b, convergent vers 0.

b) Prouver que, pour tout zo € R, hAF (2o, h) tend vers 0.

c) Prouver que les suites a, et b, sont nulles.

4.4

Dans cette question, on suppose que la série Y, f,, converge en tout point de R,
on note g sa somme, et 'on suppose que g est continue.

a) Montrer que, pour tout nombre ¢ > 0, il existe un nombre o > 0 tel que,
pour tout xg € R et tout A E]O, +a] on ait

|AF(zo, h) = g(zo)| < e
b) En déduire que I'intégrale ["_|AF(z,h) — g(z)|dz tend vers 0 quand h tend

vers 0. Montrer que ’on a alors :
YneN, a, =2 [T g(z)cosnadz et ¥n € N*, b, = 1 [T g(z) sinnadz.

=
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