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E N S COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Epreuve commune aux ENS de Cachan et de Lyon

Durée : 4 heures

Introduction

Le but du probléme est I'étude d'une technique intervenant dans un domaine lié &
I’arithmétique, domaine appelé “théorie des nombres p-adiques”. Une
vague idée que I'on peut donner de P'adjectif p-adique est celle d’une

suite d’enti i)i 2 iti hé : :
e d’entiers (z;)i>1 vérifiant la condition de cohérence z3: Z/p°Z
1 = i ‘ tout i. !
Tit1 I_ (mod p') pour tout 2 z2: Z[p'Z
!

Un cas fréquent est celui ol p est un nombre premier, mais ce n’est
pas I3 le seul exemple. On peut évoquer une telle suite & I’aide d’'un
schéma (c.f. la igure encadrée & droite) dans lequel les fleches verticales

désignent successivement les réductions modulo p, modulo p? ...
L'épreuve est essentiellement consacrée au développement d’une méthode permettant

(sous certaines conditions) de «remonter” une solution z d’une congruence polynomiale
P(z) = 0 (mod p) en une solution de la méme congruence mais modulo p? puis P, ete.
Le probléme fournit ensuite quelques applications de cette méthode & des polynoémes ou &
des matrices (et non pas & des nombres !) avec comme conséquences :
o surjectivité de 'exponentielle : Ma(C) — GLx(C)
o existence de racines carrées, cubiques, ..., dans GL,(C)
o existence de la décomposition A = D+ N, D diagonalisable, N nilpotente, DN=ND

ry: Z/pZ

Partie I : Préliminaires relatifs aux congruences et aux polyndmes

Soit A un anneau commutatif unitaire dont I’élément unité est noté 1. On rappelle
que la relation z =y (mod a), pour z,4,8,€ A signifie que z —y € Aa = {Aa | A € A} ;
on rappelle également qu'un élément z € A est inversible modulo a s'il existe un z' € A tel
que zz' =1 (mod a) ; on dit alors que 1'élément z' € A est un inverse de z modulo a.

1. Vérifier repidement que :
z=y (moda), ¢’ =y (moda) = z+z' =y+y (moda)et zz' = yy' (mod a).

et qu: z =y (mod @) = P(z) = P(y) (mod a) pour tout polynéme P & coefficients
dans A.
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le modulo b est

2. Vérifier qu'un élément z € A inversible modulo a et inverst rsible modulo a'

. . . . . . . 1 inve
inversible modulo ab ; en particulier si z est inversible modulo a, il est 10V

pour tout ¢ € N*. .
) A ; . . A[X] est donc constitue
On note A[X|] 'anneau des polyndmes & coefficients dans A : A[ Ie]s ~ bérations (addi-

des sommes ag + @1 X + -+ + a, X", ou les a; appartiennent aA; X tructur
tion, multiplication) sont définies de maniere habituelle et conférent 2 'ﬁ[X ]-*-u:e ;nmnoté:
d’anneau commutatif unitaire. La dérivée de P(X) = ao + o X +ax X" e

b
P'(X), est le polyndme a; + 2as X +--- + na,X*"1. On désigne par A[X,Y] l'anneau
A[X][Y].

e -2
3. Soit P € A[X]. En utilisant Didentité¢ X" —Y" = (X = ¥)(X L+ XY +
.-+ 4+ XY™? 4+ Y1), montrer I'existence d'un polynéme QX,Y) € A[X,Y] tel que
P(Y) - P(X) = (¥ - X)Q(X, V).
Que vaut Q(X,X) ? Montrer également I’existence d’un polynoéme R(X, Y) € AlX, Y] tel
que :

_ P(X +Y)=P(X)+YP'(X)+Y’R(X,Y).
Quelle relation existe-t-il entre Q et R 7 WAL

Partie IT : Une méthode de “remontée modulaire”
Dans toute cette partie, on désigne par A un anneau commutatif unitaire, par P un

polynéme & coefficients dans A, et par a un élément de 'anneau A.

1. Soit z € A tel que P(z) =0 (mod a') oli i est un entier > 1. Si P'(z) est inversible
modulo a, montrer Pexistence d'un A € A pour lequel y =z + Aa' vérifie la congruence :

P(y)=0 (mod a't?).

(Montrer que la classe de y modulo a't! ne dépend pas du choix d’un inverse de Pn(zj
modulo a ; expliciter y en fonction de z et d’un inverse de P'(z) modulo a ;

2. Un exemple : soit 2z’ un inverse modulo @ d’un élément 2. Comment appliquer la
question précédente pour exhiber I'élément 2'(2 - z2') comme un inverse de z modulo a? ?

3. Soit une solution z = z; de P(z) = 0 (mod a) telle que P'(z) soit inversible
modulo a ; en utilisant la question L.1, expliquer comment construire par récurrence une
suite (z)i>1 telle que :

P(z;)=0 (mod a'), ziy1 = z; (mod a').

Cette construction utilise un inverse de P'(z1) modulo a ; montrer que le choix d’un autre
|inverse conduit & une suite (y;)i> telle que :

z; =y; (mod a') pour tout i.
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—4, Soit i > 1 fixé et z,y € A vérifiant :
O/

y=z (moda), P(y)=P(z) (mod '), P'(z) inversible modulo a.

En utilisant la question I.3, montrer que y =2 (mod a').
5 On reprend les hypothéses et les notations de la question I1.3. Montrer que pour
1 > 1 fixé, le systeme de congruences :

P(z)=0 (mod a'), =z; (mod a),

admet une unique solution z modulo a', égale & zi.
Partie III : Troncature de I’exponentielle et du logarithme

Etant donné deux polyndmes P, Q & coefficients dans C, Q # 0, on note P mod Qle
reste de la division de P par Q : c'est 'unique polynéme R vérifiant :

deg R < deg @, R=P (mod @) (on convient que deg 0 = —c0).

On définit une famille de polynomes “exponentielles tronquées” (en)n>1 & coefficients
dans Q par :
o
aM=1, e@=1+T, el)=1+T+

PRI
T 2 Tn—l
8n(T)=1+ﬁ+—2!—+"'+m

(:17. En appﬁciuant la partie IT & l'anneau A = Q[T), montrer P’existence et I'unicité
d’un polynéme I,(T), de degré <n, 3 coefficients dans Q, tel que :

(1) =0, ea(ln(1+T)=1+T (mod T")

(1)
\/é). Pour m < n caleuler eq(ln(1+7T)) mod T™ puis I5(1+T) mod 7™. En déduire, en

f'/dérivanl: la congruence (1) de la question précédente, le polyndme I, (1 +T') puis expliciter

le polynéme In(1+T).

3] On souhaite montrer que In(ea(T)) =T (mod T™) ; pour cela on pose Q.(T) =
L(en(T)). Calculer e,(Qn(T)) mod T™ puis en déduire Qn(T) mod T™.

(4.) On rappelle qu'une matrice A € Mn(C) est nilpotente si I'une de ses puissances
est nulle et qu’une matrice unipotente est une matrice de la forme I, +A ol A est une
matrice nilpotente (I, désigne la matrice identité nxn). Montrer que ’exponentielle réalise
une bijection de ’ensemble des matrices nilpotentes de Mna(C) sur I’ensemble des matrices
unipotentes de M(C) ; montrer que cette bijection et son inverse sont des applications
polynomiales “a coefficients rationnels” que I'on explicitera.
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(5! soit A € C— {0} ; si A est une matrice telle que A — AI, soit nilpotente, BIGOLECE
Vexistence de B € Mn(C) telle que exp(B) = A. En déduire que I’exponentielle réalise une
surjection de M,(C) sur GL,(C). Est-ce une injection ?

Partie IV : Racines m-ieémes dans GL,(R) ou GL,(C)

(?n applique la partie IT & ’'anneau A = K[X] ot K désigne un sous-corps de C et on
fournit quelques applications & 'anneau de matrices My (R) ou M= (C)-

[1. Soit A un élément non nul de X possédant une racine cubique dans K ; montrer

que, quelque soit k € N*, la congruence suivante :
QX=X (mod (X - A)F),
admet une solution Q(X) € K[X] . '

\2. Pl}ls généralement, solent A € K et P € K[X] tel que P(z) = A ait une solution
p € K vérifiant P'() # 0 ; montrer que, quelque soit k € N, la congruence suivante :

PQX)) =X (mod (X - X)*),
admet une solution @Q(X) € K[X].

@ Soient T;,T; € K[X] deux polynémes premiers entre euz ; on suppose qu'’il existe
des polynémes @1, Q; € K[X] tels que :

P(Q:(X))=X (mod 1), P(Q:(X))=X (mod T»).
Montrer qu’il existe un polynéme Q € K[X] tel que P(Q(X)) =X (mod T\ T3).

4. On suppose que I'zpplication K 3 ¢ — P(z) € K est surjective et que T € K[X]
est un polyndme scindé sur K vérifiant :

si P(u) est racine de T alors P'(u) # 0.

Déduire des questions précédentes que I’équation suivante admet une solution en Q(X) €
K(X]:

| P(Q(X)) =X (mod T(X)).
Examiner le cas particulier P(X) = X™ pour m € N".

\ 5. Soit m € N* ; en appliquant la question précédente, montrer que pour toute matrice
inversible A € GLy(C) il existe B € GL.(C), polyndme en A, tel que B™ = 4. Question
analogue pour GL,(R) en supposant que m impair et que A € GLn(R) a toutes ses valeurs
propres réelles.
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\ 8. Soit aX? + bX + ¢ (a # 0) un trindme & coefficients réels sans racine réelle.
Caractériser, & 'aide d’une racine a € C\R de aX 21X +¢, les polynomes réels multiples de
aX? 45X +¢. Montrer que pour m € N*, la congruence Q(X)™ = X (mod (aX?+bX +¢))
admet une solution Q(X) € R[X] de degré 1.

En déduire que pour tout m € N* et'k € N*, la congruence :
Q(X)™ =X (mod (aX® +bX +c)*),
admet une solution Q(X) € R[X].

7. Plus généralement, soit T(X) € R[X] sans racine réelle. Montrer que pour m € N,
la congruence :
QIX)" =X (mod T(X)),
admet une solution Q(X) € R[X]. En déduire que si A € Ma(R) est sans valeur propre
réelle, elle posséde, pour tout m € N*, une racine m-iéme dans Mn(R) qui est un polynéme
en 4.

Partie V : A propos de la décomposition “diagonalisable + nilpotente”

On désigne dans cette partie par A une matrice n X n a coefficients dans un sous-
corps K de C (par exemple 'un des trois corps @, R, C) ; on désire montrer ’existence
d’une décomposition :

(2) A=D+ N, avec D, N polynémes en A & coefficients dans X, D diagonalisable dans
C, N nilpotente.

A noter que cela entraine DN = ND et le fait que D et N sont 2 coefficients dans le

méme corps K que la matrice A.
On rappelle qu’un polynéme R € K[X ] est irréductible s'il n’est pas constant et si ses seuls

diviseurs sont les constantes et les polynémes AR avec A € K* ; tout polynome de K([X]
s’écrit de maniére essentiellement unique comme un produit de polynémes irréductibles de
K[X]. :

On dit qu'un polyndéme & coefficients dans K, de degré > 1, est sans facteur carré s'il est
produit de polyndmes irrréductibles distincts c’est-a-dire si les exposants intervenant dans
sa décomposition primaire sont tous égaux a 1.

\1. Soit x € K[X] de degré > 1 ; montrer 'existence et 'unicité d'un polynéme
P € K[X], unitaire, sans facteur carré, tel que :

P divise x, x divise une puissance de P.

Montrer qu'un polynéme & coefficients dans K sous-corps de C est sans facteur carré si et
seulement si il est premier avec sa dérivée. En déduire une expression de P en fonction

de x et pged(x, x').
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\ 2. On désigne maintenant par y le polynéme caractéristique de la matrice A et pax P
le polyndme intervenant dans la question précédente. Montrer qu'une matrice annulée par
le polynéme P est diagonalisable dans C. ’

\ 3. On raisonne dans le sous-anneau (commutatif) A C Mn(K) constitué des matrices
de la forme Q(A) avec Q € K[X] et on pose B = P(A). Montrer, dans cet a.tmea;u, que
P'(A) est inversible modulo B ; comment calculer un inverse de P'(4) modulo B 7

~—\/ 4. [Construire une suite de matrices (Ai)ix1 telle que
A;€A, P(A)=0 (mod B'), A;=A (mod B)
En remarquant que B est nilpotente, montrer 'existence d’une décomposition (2).
/ : i i 5 : 2 P 3 fiicients dans K
(5. Montrer qu’en fait pour tout polynéme sans facteur carré P a coefficien

(K désigne toujours un sous-corps de C), on peut définir une suite de polynomes (Qi)ix1
telle que : '

P(Qu(X))=0 (mod P¥), Qi(X)=X (mod P).

En déduire de nouveau l’existence d’une décomposition (2).
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Partie I : Préliminaires relatifs aux congruences et aux polyndémes
1. Soient a, 2, 2, y, y" des éléments de A vérifiant x =
T-y€Aacta' =y € Aa.
Comme Aa est un sous-groupe additif de A,
Ag,doiz+a'=y+y (mod a). .
Comme Aa est un idéal de A, (@ ~y') + ¥ (z —y) € Aa, soit 22/ — yy' € Aa, dot zz’ = yy' (mod a).
Une récurrence simple permet d’inférer de ce résultat que, pour tout entier naturel i, z¢ = y* (mod a).
Soit (;)i»0 une suite d’¢léments de A. Aprés avoir constaté que, pour tout 4, o;z' = a;y’  (mod a), une
n n

e, pour tout entier naturel n, Yo=Y iyt (mod a).
i=0 =0
a coefficient dans A, P(z) = P(y) (mod a).

2. Si z est inversible modulo g et inversible modulo b, il existe des éléments 2, A, 2" et p de A tels que

22'—1=Naetzz—1= pb. Tl vient alors (z2'=1)(22"-1) = (Aa)(ub), soit z(2'+2" —22"2") =1 = (—=Au)(abd),
ce qui prouve que z est inversible modulo ab.

y (moda)etz’ =1y (moda), cest & dire

il s’ensuit que (z—y)+(2'~y/) € Aa, soit que (z+2')— (y+y/) €

récurrence simple permet encore de montrer qu

On conclut done que, pour tout polynome P

3. Posons P = qg + ay X + X%+ .4 anX™ = ¥ arX*. Dans I'anneau A[X,)Y],

k=0
n

v k=1 ~

PY)-P(X)= Y a(Y* - Xk = (v - Xx) Z] a;.-( > Yk‘l‘iXi), ce qui établit l'existence du polynéme
k=0 k=1 Ni=o

Q(X,Y) de 'énoncé.

n k-1 n

I vient* ainsi QX X)= " ak( 3 Xk"l) =Y kapXk1 = P'(X).
k=1 \i=0 k=1

D’autre part, P(X + Y) - P(X) = YQ(X,X +Y). Or le polynéme Q(X,Y) est un élément, que nous

noterons S, de A[X][Y], cest & dire un polynéme “en ¥ a coefficients dans A[X]. Il existe donc un

polynéme T € A[X][Y, Z] tel que S(Y + Z)-S5(2) =YT(Z,Y + Z), ce qui donne, en substituant X & Z et

en revenant ainsi dans A[X][Y], S(Y + X) — §(X) = YR(X,Y), ot I'on anoté R(X,Y) = T(X,Y + X).

On obtient Q(X, X + V) — Q(X,X) =YR(X,Y), soit QUX,X+Y)=P(X)+ YR(X,Y), ce qui, conjoint

AP(X+Y)-PX)=YQ(X,X + Y), donne finalement P(X +Y) — P(X)=YP'(X)+Y?R(X,Y).

On aurait peut-étre aussi bien fait d’écrire

P(X+Y)-P(X) = Zn: a;.-( i (?)YU\’"“’) - i ar Xk = i a&()él C) YjX""f)_. soit

k=0 j=0 k=0 k=1
n . n ~ ) R I . n k .
PX+Y)-P(X)= LY} a (’T)XH) =YP(X)+¥? L vi2( ¥ ak(..).\"‘l).
i=1 k=j J j=2 k=j

Enfin, nous avons vu que Q(X, X +Y) = P/(X)+YR(X, Y), soit Q(X,Y) = P'(X)+ (Y- X)R(X,Y - X).

Partie II : Une méthode de “remontée modulaire”

Comme I’énoncé nous y invite implicitement, nous userons de la méme lettre pour dénoter un polyndme

n

i arX* € A[X] et la fonction polynomiale z — 3. arz® de A dans A qui lui est associce.
k=0

k=0

* Signalons une petite ambiguité de 'énoncé: 'anneau A n’étant pas ué-ccssairement. integre, il pouv
que Q ne soit pas unique et que le polynéme Q(X, X) dépende effectivement du choix de Q. ‘
Le candidat pouvait cependant entendre: “Que vaut Q(X, X) pour le polynéme Q que vous avez trouvé ?”
De toutes fagons, la chose n’est pas bien grave 7?uisque @ cst unique. En effet, si D € A[X,Y] est tel que

(Y = X)D(X,Y) = 0, en écrivant D(X,Y) = 3 Di(X)Y*, on obtient I\ZO Di(X)Yk+Hl = ; XDy(X)Y*k

k=0 o= .
d’ou il vient, pour tout k > 1, XDy (X) = Dy_,(X), et XDy(X)=0,don D(X,Y) =0.
De méme, le polynéme R de la question suivante est unique.

ait se faire



ok

1. Pour tout ¢ € A, P(z + {a') = P(x) + (a' P'(z) + €*a*' R(x, {a’).
Comme i > 1, 2i > i+1, et (2a* R(z,la’) =0 (mod ai*tt)
D’autre part, il existe k € A tel que P(z) = ca':) ) ARy (i 241)
On peut ainsi écrire, pour tout £ € A, P(z + {a') = )+ k)a' (m . - L

il su};’ﬁt done, pour que P(z + fa)) =0 (mod a'*!) soit vérifié, qu'il existe k€ A tel que £P'(z) + & = ha,
ou encore que {P'(z) = -k (mod a).

11 suffit enfin, pour que cette derniére relation soit vérifiée, que £ = —ku (moda
P'(z) modulo a. '

Il existe donc un élément A € A, par exemple A = —kp, tel que P(z + Aa’) =0 (mod.a ' )
La question de I'indépendance de la classe de y modulo a'*! relativement au choix d'un inverse de P _(a:)
modulo a étant assez obscure, puisque nous avons établi I'existence de A en exhibant certes une solutxor?
dépendant de p mais sans raisonner par condition nécessaire, nous allons simplem(?nt montrer’qu.e, si
y=z+A ety =+ Na vérifient P(y') = P(y) (mod ai*!), alorsy' =y (mod a'*!), ce qui épuisera
la question.** ) g
Comme P(z + Aa') = P(z) + \a'P'(z) (mod ait!) et P(z + Na') = P(z) + Na'P'(z) (mod a‘Tl),
la relation de congruence étant transitive, N'a'P'(z) = Aa'P'(z) (mod a’*!). Comme P’(z) est inversible
modulo a, P’'(x) est inversible modulo a*t! (voir 1.2), et I'on tire de la relation ci-dessus que MNa* = Aa?
(mod a'*1), d’otl, en ajoutant z, il vient y' =y (mod a't?). ‘ 3
Enfin, on conclut que y = z+ Aa’ vérifie P(y) =0 (mod a'+!) si et seulement siy = z—kpa' (mod attl),
soit si et seulement si y =z — pP(z) (mod a't?).

), oll y est un inverse de

i+1)_

2. Signalons que z/(2 — z2') est un inverse de » modulo o puisque 22/(2 — z2') — 1 = —(22' — 1)% et qu'il
existe k € A tel que 2z’ — 1 = ka.

Pour répondre proprement & la question, considérons le polynéme P = zX — 1 et I'élément z = z'.
Nous savons que P(z) = 0 (mod a!) et que P'(z) = = est inversible modulo a, d'inverse u = z’. Nous
pouvons donc affirmer que P(z — pP(z)) = 0 (mod a?), autrement dit que P(z — /(22 = 1)) = 0
(mod a®), c’est & dire 22/(2—22') —1=0 (mod a?), ce qu'il fallait obtenir.

3. Choisissons un inverse p de P'(x1) modulo a, et définissons la suite (z;);>1 par son premier terme z; et
la relation de récurrence ;.7 = 7; — pP(z;)- -
Considérons, pour tout entier naturel non nul 4, la proposition H; suivante:

“P(z;)=0 (moda') et P'(z;) est inversible modulo a d’inverse p”.
‘H; est vraie par hypothése.
Pour tout entier naturel non nul i, H; = Hit1:
Le résultat (I1.1) appliqué & H; permet d’affirmer que P(z;+1) =0 (mod a*t1).
D’autre part, comme P(z;) =0 (mod a*), zi41 = xi—pP(zi) =; (mod o), etdonc z;.y = 2; (mod a).
D’apres le dernier résultat de la question (I.1), P'(z;41) = P'(x;) (mod a), ce qui prouve que P’'(z;+,) est
inversible modulo a d’inverse .
En conclusion, la proposition H; est vraie pour tout ¢, et nous avons vu en cours de démonstration que
ziy1 =z; (mod a?).
Soit maintenant v un autre inverse de P’(zy), et soit (y;)i>1 la suite définie par son premier terme y; = z,
et la relation de récurrence vir1 = yi — VP(y;). :
Considérons, powr tout entier naturel non nul ¢, la proposition ‘H; suivante:

“yp=x;  (mod @),

L’auteur du probléme a pu vouloir dire: “montrer que la classe de z — kua! modulo a*? ne dépend pas du
choix de l'inverse p de P'(z) modulo a”, ce qui n'est pas tout & fait la méme chose.

Pour répondre & cette question imaginaire, il convient d’abord de montrer que deux inverses p et p' de
P'(z) modulo a sont eux-mémes nécessairement congrus modulo a. Et en effet, uP’(z) = 1 (mod a) et
WP(z)=1 (mod a) impliquent que (i’ — u)P'(x) =0 (mod a), d'o, en multipliant par p, ' — £ =0
(mod a), soit ' =p  (mod a).

Bref, h étant un élément de A tel que 4 — pu = ha, (z — kpa') — (z — ki'al) = (1 — p)at = ha'tl,
Observons réciproquement que, si g est un inverse de P'(z) modulo a et si ' = g (mod a), alors y’ est
aussi un inverse de P'(z) modulo a.




'{;{1 est vrai¢ par hypothese.
our tout entier naturel i, Hi i+1°
P o ctien Pe ‘non 1,1u1 i H; = Higr: )

WS Tiyy = 2~ vP(x;). D'apres le résultat de la question (IL1), &}y = Zi41 (e 3
aussl un inverse de P’(z;) modulo a.
Posons S = X —vP:iyip —alyy = S@:) = S(ei) = (yi — )8 (2:) + (vi = 1) 2R{z1,Ye ~ %)
et donc §'(2;) = 0 (mod a). On en déduit que (y; — z;)5"(z;) =0 (mod a'*'), puis, comme
que yip1 =iy, (mod a'*!). Finalement, yiy = #i41  (mod o).

i+1), puisque v est

'OrS/:]_—UP/
2¢ > i+ 1,

uoi Pauteur du probléme affirme

r . ) . ’ . 2
Note: on pourrait en fait définir Tit1 = x; — piP(x;) et on ne voit pas pourq .
1 d’inverses

que cette “construction utilise un inverse de P'(z;) modulo «”. Elle utilise en fait une suite (pi)iz
de P'(x1) modulo a, qui sont d’ailleurs tous inverses modulo a de n'importe lequel des P'(z;)- ;

On peut reprendre ce qui vient d'étre fait pour obtenir le méme résultat, en changeant “yn inverse de P'(z1)
modulo a” par “une suite d’inverses de P'(x1) modulo a”.

. . . . ; ? i
4. Comme P’(z) est inversible modulo a, P'(z) est inversible modulo a’: notons A 'un de ses Inverses

modulo a'.

Nous savous que P(y)— P(z) = (y—z)P'(z)+(y—x)*R(z,y—z), et donc (y—z)P'(z) = —(y—z)*R(z,y—1)
(mod ai), soit y — z = k(y — 2)° (mod a'), ott k = ~AR(z,y — z). Or il existe € € A tel quey = = ta.
Donc y — z = k(%a® (mod a'), et il vient que y —z = kpa®  (mod '), ol kz = k361, Et ainsi de suite: on
montre de proche en proche que, pour tout entier p > 1, il existe k, € A tel quey —Z = kpaz (mod a').
En considérant un entier ¢ tel que 29 > 4, on obtient y —x =0 (mod a’).

5. Considérons a nouveau la suite (z;)i»1 définie en (IL3). I est clair que, pour l'entier ¢ > 1 fixé,
< R P(z)=0 d ot . - :
= = x; est solution du systéme de congruences () (mod o) puisque P(z;) = 0 (mod a') et
z=1z; (mod a)

quer; =i = --- =121 (mod a).

Si z en est une autre solution, alors z = z; (mod a) puisque z = 71 (mod a) et z; = Z1 (mo,d a), et
P(z) = P(z;) (mod a') puisque ces éléments sont tous deux congrus & 0 modulo @', et enfin P'(x;) est
inversible modulo a. En s’appuyant sur le résultat de la question (I1.4), on conclut que z = Z; (mod a').
Note: on peut ajouter que, si = est solution et si 2/ =z (mod a'), alors 2’ est aussi solution puisqu’alors

P()=P(z) (modal) et ¥=z=z; (moda’).

Partie III : Troncature de I’exponentielle et du logarithme

1. Cas n = 1. Les conditions deg; < 1 et #1(1) = 0 impliquent que £; est le polynéme nul. La réciproque
est immédiate.
Cas n > 1. Nous pouvons appliquer les résultats de la partie IT avec ¢ = n, P(X) = en(X) - (1 +7T), 21 =0
et a = T parce que:

o P/(X)=en_1(X), d’'ott P'(0) =1 est inversible modulo 7.

e P0O)=-T=0 (modT).
1l existe donc un élément A(T) € Q[T) tel que P(A(T)) =0 (mod T™) et que A(T) =0 (mod T), et
nous savons qu’un élément quelconque de QIT] est solution si et seulement s'il est congru & A(T) modulo
T™ (voir IL.5).
11 en existe donc une et une seule qui soit de degré strictement inférieur & n, et cette solution n’est autre que
L,=AmodT™.
Enfin, comme l'application U(T) — U(1 + T) de Q[T dans lui-méme est bijective et conserve le degré, il
existe un et un seul polynome £,(T) € Q[T tel que deg€,(T) < n et Ln(T) = £,(1 + T). On conclut que
£,(T) est solution de (1) et est la seule.

2. Posons rm n(T) = en(T) — em(T). Le polyndme Tmn(T) est de valuation m et, comme ¢,,(1+ T') est de
valuation supérieure ou égale a 1, puisque £,(1) = 0, le polyndme rp, n (£n(14T)) est de valuation supérieure
ou égale & m. On conclut que T n (n(1+ T))=0 (modI™).
1l vient donc que ey (¢a(1+ T)) = en(la(1+T)) (mod T™). Comme 1 < m < n, e (bn(1+T)) =1+T
(mod T™). Ainsi, €y, (£,(L+T)) =1+T (mod T™), ce qui permet de conclure que

o Sim>1, en(la(1+7T)) mod T™ =1+T.




e e ((h(l+T))mod T =1. ) )
Le S.\'SIT(Q‘HT;*(? (1) ("Cz'it en remplacant n par m admet une unique solution modulo T™, £,,(T") étant son unique
représentant de degré strictement inférieur a i, On conclut donc que €,(1 + T") mod T™ = € (1 -I-T) )

Il existe un polynome R, (T) e Q[T tel que en (£ (1 + T)) =1+ T+ R,(T)T™. Tl vient donc par dernit_l;)n
(b1 + D) G+ T) = 1+ T (R, (T) 4 TR(T)), dott ey ((4(1+T)) (1 +T)=1 (mod T"7),
¢e qui implique encore que (1 + IGA+T)=1 (mod T™=1), soit finalement qu'il existe un polynéme
S(T) € Q[T tel que (1 + NOA+T)=1+ R _

Si _'n_>_l, on constate donce que [;1(1 +T) est le quotient d’ordre n — 2 de la division suivant les puissances

o n—2
croissantes de 1 par 1 + 7', d’oil G(1+ T)=1-T+T72_78 S AT (_1)"‘21’""2 = LEO(—I)"T".

n—1

~ n=l. 1yk-1
Comme (,(1) =0, il vient immédiatement ((1+T) = Z (;2— T*.
k=

1
Nous

avons vu plus haut que £, est le polynéme nul.
3. Tl est clair que e, (Ql(T)) mod T =1 et que Q1(T)mod T = 0. On supposera donc n > 1.
On a e, (Qu(T)) = e, ([n(cn(T))) =en(T) (mod T™), et donc en(Qn(T)) mod T = e, (T).
Nous pouvons appliquer les résultats de 1a partie II avec i = n, P(X) = en(X) —en(T), z1 =0eta=T
parce que:

* P'(X)=¢€,_,(X), d’on P’(0) = 1 est inversible modulo T

* P(0)=0 (mod T).
Le systeme P(A(T)) =0 (mod T7) et A(T)=0 (mod T) admet donc une unique solution A(T) € Q[T]
modulo T™.
Or Qn(T) et T en sont manifestement de

ux solutions, et 'on peut conclure que Qn(T) =T (mod T™), soit
que Qu(T) mod T" = T,

4. Notons respectivement Na(C) et Un(C
unipotentes de M, (C).

SiN € Ny(C) et sivest le degré de nilpotence de N,
I+ NN’ ot N’ est une matrice polynomiale en N

) Pensemble des matrices nilpotentes et I'ensemble des matrices

alors 1 < v < n. Dong exp(N) = e,(N) = e, (N) =
qui commute avec N. La matrice NN/ est donc nilpotente
et exp(N) € U,(C). L'exponentielle peut donc étre considérée comme une application de \V,,(C) dans Un(C).
De méme, £, (I, + N)=6(In+N) = NN” ot N est une matrice polynomiale en V qui commute avec N.
La matrice NN est donc nilpotente et £, ([, +N) € AL(C). Ainsi, £, (que I'on peut appeler “logarithme”)
peut étre considérée comme une application de %/, (C) dans AL (C).
Nous avons vu que £,, (ea(T) =T (mod T™); 1l vient donc, pour toute matrice N € N2(C), £r(en (N) =N
puisque le degré de nilpotence de N est inférieur ou égal & n.

Soit une matrice quelconque U € Un(C), s'écrivant U = I.+Nou N ¢ Na(C). Nous avons vu que
en(ta(14+T)) =147 (mod T™), et donc e, (€2(U)) = U, pour la méme raison.

L application exp : A,(C) — Un(C) et I'application In Un(C) — NL(C)
I'une de I'autre.

De plus, nous avons vu que ce sont des applications “polynomiales™
Na(C), exp(V) = en(N) et que, sur U,(C), In(U) = ¢,(U).

5. Soit A une matrice telle que NV = 4 — Al soit nilpotente.

On sait que I'exponentielle “complexe” est surjective de C sur C~: il existe donc un complexe yu tel que
A =g

sont donc bijectives et réciproques

a coefficients rationnels, puisque, sur

Pour toute matrice M & M, (C). comme M commute avec uly, exp(M —
(exp(M)) (e7#1,) = (1/A) exp(M).

La matrice M vérifie donc exp(A) = A si et seulement si elle vérifie exp(M — uly)
(1/A)A = I, + (1/A)N, et donc (1/0)A € U,(C). 1 exis
que exp(B’) = (1/))A. et il existe donc une matrice B
matrice B= B’ + uf,,.

Rappelons avant de poursuivre que, pour toute matrice M € M, (C), exp()M)
M et —M commutent, exp(M)exp(—2) = exp()f — Al = exp
considérée comme une application de M5(C) dans GL,,(C).

ul,) = exp(.\f)exp(—yln) =

= (1/A)A. Or
te ainsi une (unique) matrice B’ < NL(C) telle
€ My(C) telle que exp(B) = 4, par exemple la

€ GL,(C): en effet, comme
(On) = I.. L’exponentielle peut donc étre




On apercoit d’emblée que injectivité de 1’
matrices B + ;. ot B + (1 + 2in
4 €GL,(C

Considérons maintenant une m

dans la base canonique de ce C

Comme le corps C est
P

exponentielle n'est plus qu’un lointain souvenir, Pmsquiles
), ont toutes deux une exponentielle égale & A et que, comme A # 0,

atrice 4 € GL,(C) ainsi que I'endomorphisme u de C™ qui lui est associé
-espace vectoriel. o
algébriquement clos, le polynéme caractéristique . de u est scindé sur C et s'écrit

11;11(/\i = X)" 5 C" est somme directe des sous-espaces caractéristiques F; = ker(\;I, — u)**, chaque sous-

espace F; est stable par u et, en notant u; la restriction de u & F, (I, — u;)* est nul.

Cela étant, 4 est donc semblable & une matrice diagonale par blocs, c’est & dire qu'il existe une matrice
H € GL,(C) et une matrice A’ diagonale par blocs telles que A = HA'H1.
4 0 ... 0

La matrice 4’ s'écrit O A2 et chaque bloc A;, d’ordre v;, est tel que la matrice (A1, —4:)”

! . .0
0 .. 0 4,
est nulle. La matrice A; — A1, est donc nilpotente. Si l'on ajoute que ); # 0 puisque \; est valeur propre

de A et que A est régulitre, on peut affirmer qu'il existe une matrice B; € M,, (C) telle que exp(B;) = 4.
B, O ... 0O

Soit la matrice B’ = O B:

o 0 exp(B1) o .. o0
_ O ... 0 B _— :
Les calculs par blocs étant ce qu'ils sont, il vient exp(B’) = 0 exp(Bz2) : = A"
Enfin, exp(HB'H™") = Hexp(B')H ™' = HA'H™ = A. : ) k OB
11 existe donc une matrice B € M;(C) telle que 0 ce- o exp(Bp)

exp(B) = A, par exemple la matrice B = HB'H-1.
L’application exp : My(C) — GL,(C) est donc sujective. Nous avons vu qu’elle n'est pas injective.

Partie IV : Racines m-iémes dans GL,(R) ou GL,(C)

1. Soit # € K une racine cubique de M. Il est clair que px # 0.
En considérant I'anncau A[Y] = K[X][Y], nous pouvons appliquer les résultats de la partie II avec i = k,
PY)=Y3-X,z; =pcta=X — ) parce que:

e P/(Y)=13Y2 dolt P/()=3u>#0 est inversible modulo X — )\,

e Plu)=p -X=2=X=0 (mod (X —-\).
Le systtme P(Q(X)) = 0 (mod (X — X)F) et Q(X) = p (mod (X — \)) admet donc une solution
Q(X) € K[X], qui est d’ailleurs unique modulo (X — \)*.
Or la congruence Q(X)* = X (mod (X — A)¥) s'éerit P(Q(X)) =0 (mod (X — \)¥) et ce qui vient
d’étre dit prouve qu’elle admet au moins une solution Q(X') € K[X]; on peut ajouter qu’elle en admet une
et une seule, modulo (X — A\)¥, vérifiant Q(\) = .

2. Considérons le polynéme IT € K[X][Y] défini par II(Y) = P(Y) — X.
Nous pouvons appliquer les résultats de la partie IT en y remplagant P par II, et avec ¢ = k, 2y = et
a =X — A parce que:

e II'(Y) = P/(Y), dou P'(1) # 0 est inversible modulo X — A,

o M) =Pu) —X=A-X=0 (mod (X -A)).
Le systeme II(Q(X)) = 0 (mod (X — A)¥) et Q(X)
Q(X) € K[X], qui est d’ailleurs unique modulo (X — A%,
Or la congruence P(Q(\’)) =X (mod (X — M) sécrit QX)) =0 (mod (X — A)¥) et ce qui vient
d’étre dit prouve qu'elle admet au moins une solution Q(X) € K[X]; on peut ajouter qu’elle en admet une
et une seule, modulo (X — A)¥, vérifiant Q(X\) = .

It
I

it (mod (X — \)) admet donc une solution



—U-T» = 1.

3. Comme T} et Th sont premiers entre euz, il existe deux polynomes Uy et Uz .tels que UlTl_ U—TQV,Tn_

1 : IT = VaTe = Qp — Q soit Q1 + ViTh = Q2+ Val2
Posons Vi = (Qa— Q1)Uy et Vo = (Qa = Q)Us: on a T} — VaTe = Q2 1y 4 Ty)
Notons Q ce dernier polynome: il est clair que Q = Q; (mod T3) et @ = Q2 ‘(mo 2/ d'affirmer quil
Note: comme Ty et To sont premiers entre euz, le théoréme chinois permet directement d’a'lleurs e
existe un polynéme @ € K[X] telque Q= Q; (mod T) et Q = Q2 '(I‘nod T3). Il permet d’al
d’affirmer que ce polynéme est unique modulo 7775, mais peu importe ici. ' )
Le p(‘)]ynél(ll]e P, & coefficients dans K, est i coefficients dans K[.X] et, en appliquant le; der_mle;' rQeSF}lS)t
de la question (L.1), on constate que P(Q(X)) = P(Q1(X)) (mod T3(X)) et P(Q(X)) = (@2
(mod To(.X)). o
Ainsi, P(Q(X)) =X (mod T}) et P(Q(X)) =X (mod T). Le polynéme P(Q(X)) — X, lelSlbl‘iPar
chacun des polyndmes premiers entre eur Ty et Tb, est divisible par leur produit et donc P (Q(X )) =X
(mod T T3). A
Signalons pour la suite que ce résultat se généralise d’emblée: si Ty, T», ... , T,n sont des polynomes
appartenant a K[X] et premiers entre eux deur 4 deur, et s'il existe des polynémes Q1, @2, ... , Qrp
appartenant & K[X] tels que, pour tout i, P(Q;(X)) = X (mod T}), alors il existe un polynéme Q € K[X]
tel que P(Q(X)) =X (mod T3y ... T},). On raisonne par récurrence sur m en observant que, si Tm41
est premier avec chacun des polynémes 73, Ta, ... , T, alors il est premier avec leur produit 71753 ... Tm-

4. Le polynéme T, que I'on peut supposer unitaire puisque K est un corps, étant scindé sur K, il existe
m € N* et il existe m éléments de K, \j, Ao, ..., Am, distincts deux 4 deux, et m entiers naturels non nuls,

m
ki koo y b, tels que T(X) = [](X - PR
i=1

Posons T;(X') = (X — A;)*. La fonction z — P(z) étant surjective, 'équation P(r) = A; admet une solution
#i et 'on sait alors, puisque T(P(;)) = 0, que P'(p;) # 0.
On peut donc affirmer, d’apres le résultat de la question 2, qu'il existe un polynéme Q;(X) € K[X] tel que

m
P(Qi(X)) =X (mod T}). Comme T = 1 T; et que les polynomes T sont premiers entre eux deux & deux,

1=1
il existe Q(X) € K[X] tel que P(Q(X)) =X (mod T(X)).
Considérons maintenant le cas particulier PX)=Xm™,
Si m > 2, I’étude précédente s’applique (et donc on a l'existence de Q(X)) si l'application z — z™ est
surjective de K dans K et si le polynome T est scindé et n’admet pas zéro comme racine (pour que l'on
puisse affirmer que, pour tout p € G, sip™ est racine de T, alors mp™~1 £ 0).
Sim =1, l'existence de Q est triviale: il suffit de prendre Q(X) = X.

5. Le polynéme caractéristique de la matrice A, que nous noterons T, est scindé sur C et n’admet pas
0 comme racine puisque A est inversible. D’autre part, application z — 2™ est surjective de C dans
C; on peut donc appliquer la question précédente avec P(X) = X™, et il existe donc Q & C[X] tel que
(QX)™ =X (mod T(X)). Or d’aprés le théortme de Cayley-Hamilton, T(A4) = 0 donc (@)™ = A.
En posant B = Q(A), on obtient donc B™ = A et A étant inversible, B l'est également.

Dans le cas ou le corps K est celui des réels, si I'on suppose m impair, I'application 2 — z™ est & nouveau
surjective de R dans R.. Si on suppose en outre que A a toutes ses racines réelles, son polynéme caractéristique
est scindé sur R et on peut donc appliquer la question 4 et établir comme ci-dessus l'existence de B € GL,, (R)
telle que B™ = A4,

Note: il ne faut cependant pas croire que, si B™ = A, B soit nécessairement “polynomiale en A”. Par
100 1 11 -1 1/2
. 0 1 00 02 -1 0 o . .
exemple, si A = 0010 et B = 03 -2 ¢ | B* = A, mais B n’est pas polynomiale en A.
0 001 00 0 1

6. Sia est 'une des racines de a X2 +bX +¢, l'autre est & et tout polyndme réel qui admet o comme racine
admet aussi & comme racine et est done multiple de e X +bX +e. La réciproque étant évidente, on a montré
qu'un polynéme réel est multiple de a X2 + bX + ¢ si et seulement s'il admet a pour racine.

St Q est un polynéme réel, Q(X)™ = X (mod (aX? 4+ bX + ¢)) si et seulement si Q(X)™ — X est un
multiple de aX? + bX + ¢, soit, d’aprés ce qui précide, si et seulement si Q(a)™ = a. Cherchons @ sous la

)




fo- ' A
q::ls ::1 :— _:;voztulet v sont des réels. Soit = € C tel que =™ = . Comme a ¢ R, il existe (u,v) € R? tel
On applique m'lint( Oflc s :))m =aet (uN +v)" =X (mod (aX?+bX +c¢)). o
PR dédu_temn}.t le (_II.o) avee A = R[X), a = a X2 +bX +¢, a1 = uX 4, p(y) = Y.m — X et enfin
st B0 il existe @ € Rl que Q)™ = X (mord (e 1+ ), pulse:
. P ‘\, i (111_0(1 a), ce qui découle de (uX +v)" =X (mod (aX?+bX + c)). .
(uX +v) = m(uX +v)™~! st inversible modulo a, parce que, aX 2 +bX +c n’admettant pas de racine

. 1 —
réelle, ¢ est non nul, que m est non nul, et que = (aX + b)(uX +v)P'(uX + v) = == (aX2 +bX) =1
(mod (aX? +bX +c)). me

oo p .
T étant un polynéme réel sans racines réelles, T s'écrit sous la forme T' = [] T; ot T; est une puissance

d'un polynéme réel du second degré sans racines réelles. Pour i # 7, les polyilf)lmes T; et T; sont premiers
entre eux, et il résulte de la question précédente et de la question (IV.3) qu'il existe Q(X) € R[X] tel que
Q)" =X (mod T(X)).

Si A est une matrice réelle sans valeurs propres réelles, son polynéme caractéristique T' est sans racines réelles
et on peut lui appliquer la question précédente. Or T'(A) = 0 donc Q(A)™ = A et par suite il existe une
matrice B = Q(A) € M,(R) telle que B™ = A.

PARTIE V : A propos de la décomposition “diagonale + nilpotente”

P i
1. On peut écrite x = A [] P ou A € K et les P; sont des polynomes irréductibles et unitaires. Pour
i=1
que P divise 1y, il est nécessaire que ses seuls diviseurs irréductibles soient des polynémes P;; pour que X
divise une puissance de P, il est nécessaire que tous les P; divisent P. Comme P doit étre sans facteur
P P
carré et unitaire, nécessairement P = [] P;, ce qui prouve l'unicité de P. Comme ce polyndme J] P; est
; i

i=1 =1
manifestement solution du probléme posé, on a prouvé son existence et son unicité.

P
Si P est sans facteur carré, P = [] P; ol les P; sont irréductibles. On a alors P’ = Zp: P} [] P:. On constate
i=1 j=1 "1<i<p
i)
que pour 1 < k < p, Py ne divise pas Py, donc ne divise pas P’, et est donc premier avec P’: P est donc
premier avec P'. Réciproquement, si P’ est premier avec sa dérivée, il n’a aucune racine double dans C, donc
West divisible par aucun polyndme qui soit le carré d'un polyndme & coefficients dans C et, a fortiori, est un
polynéme sans facteur carré de K [X].
Soient le polynéme T = pged(x,X’) et le polynome P vérifiant x = TP, T étant choisi de sorte que le
polyndéme P soit unitaire.
T est clair que P divise y. Montrons que x divise une puissance de P.
Soit @ un facteur irréductible de x: montrons que @ divise P. 'l n'en était pas ainsi, Q diviserait T et
donc . Posons x = Q°R, avec R et Q premiers entre eux et & € N*. Ona ' = aQ*"1Q'R + Q“R'. Le
polynéme Q, étant irréductible, est premier avec @' : donc Q* divise \ mais ne divise pas x’, et donc ne
divise pas T. Or x = PT, donc Q divise P, ce qui est absurde.
On a donc montré_que tous les facteurs irréductibles de y divisent P, donc x divise une puissance de P.
1l reste & montrer que P est sans facteur carré, et il suffit pour cela de montrer que P est premier avec sa
dérivée. Supposons qu'il n’en soit pas ainsi et soit Q un polyndme irréductible diviseur commun & P et P'.
On a P = Q®Py, avec @ et P, premiers entre eux. Et de méme T = QPTY, avec Q et T} premiers entre eux.
On a aussi P’ = aQ'Q* 1P, + Q2P| et donc, puisque Q et Q' sont premiers entre eux, o > 2. Par ailleurs,
y=PT =Q*PTy. On a alors ¥’ = (o + B)Q1Q TPy + QM (TyPy). Done Q1 divise x ef X'
et donc divise T': ainsi, a + 3 — 1 < fet donc a <1, ce qui est contradictoire avec a > 2 trouvé ci-dessus.
On a donc établi que P = N S (par abus de notation).
pged(x; X')
2. Le polyndme P, étant premier avec sa dérivée, n'a pas de racine double dans C. Il en résulte que toute
matrice complexe annulée par P est diagonalisable dans C.



d’apres le théoreme de Bezout) deux polynomes
déduit que P'(AWV(A) =1— BU(A), ce qui

3. Le polynéme P étant premier avec sa dérivée, il existe (

U ot V A coefficients dans K tels que PU + PV =1, On en

est inversible modulo B.

, il suffit de calculer un couple de polynomes (U,V) tels que PU+PV =1
de P’ par le reste obtenu

ves de P par P’, puis
ant; on procéde alors 4 une combinaison des

prouve que P'(A)
Pour calculer un inverse de P’(A)
(On sait qu'un tel couple s'obtient par divisions successi

précédemment, et ainsi de suite jusqu'a obtenir un reste const

différentes relations obtenues.)
4. On construit une suite de matrices (4;)i>1 comme on a construit une suite (zi)ip1 dans le (I1.3) avec

z1=Acta=B.

Il noxistc une p\fissance de P qui est égale au polynéme caractéristique de A, donc B est nilpotente et donc

Bn = 0. Par ailleurs, d’apres le (IL5), il existe une matrice unique D telle que P(D) =0 (mod B") et

D'= A4 (mod B) Donc P(D) = 0 et, comme on I'a vu au (V.2), D est diagonalisable sur C. Par ailleurs, il

c:,\lstc Q € K[X] lel. que C = A+ BQ(A). Posons N = BQ(A). N est un polyndme en A (puisque B = P(4))

L)t, comme B est nilpotente et commute avec A, la matrice N est également nilpotente. On a ainsi établi

existence d’une décomposition (2).

5. Soit‘ P un polynéme sans factewr carré i coefficients dans K. On considere Panneau A = K[X]. Les

gyp?tilreso;s du (IL.3) so’nt vérifices avee le polynsme P déja défini, considéré comme polynéme 4 coefficients
an;. .\['X.]’ ot @y = ‘\. et a = PEJ\). D'apris I'égalité de Bezout, P'(z;) est inversible modulo a et donc,

pour i entier fixé, il existe Q; € K[X] tel que P(Qi(X)) =0 (mod P?) et Q;(X) =X (mod P).

Enl ?ulastit!u‘ant Aia'}\ , on obtieflt: P(Q(A)) = PI(A)R(A) et Qi(A) = A+ P(A)S(A) olt R et § sont des

polyndmes & coefficients dans K. On prend alors pour P le méme polynéme que dans (V.2) et on conclut

comme dans (V.4).



