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Ce probléme a pour objet la représentation de la loi d’une variable aléatoire comme loi d’une somme de variables
aléatoires indépendantes.

On s'intéresse d’abord au cas d'une somme de deux variables & valeurs entiéres, puis au cas de variables aléatoires
dont la loi est celle de la somme d’un nombre quelconque de variables indépendantes de méme loi.

Notations

Toutes les variables aléatoires considérées dans ce probléme sont discrétes. On note Py la loi d’une variable
aléatoire X.

Si X et X’ sont deux variables aléatoires définies sur les espaces probabilisés respectifs (2, 4, P) et (', A", P’),
la notation X ~ X’ signifie que X et X’ ont méme loi, ¢'est-a-dire Py = Py..
Pour toute variable aléatoire -\ & valeurs dans N, on note Gy sa fonction génératrice, définie, pour ¢t € R, par

Gyl(t) = i P(X = n)t"
n=0

lorsque la série converge.
On pourra si néeessaire utiliser librement le résultat suivant.

Si m € N* et si £ est une loi de probabilité sur un espace probabilisé €2;, alors il existe
des variables “aléatoires X, ..., X,,, définies sur un espace probabilisé {2,,, mutuellement
indépendantes et de loi £.

Si a et b sont deux entiers tels que a < b, on désigne par [a,b] 'ensemble des entiers & tels que a <k < b.

I Variables aléatoires entiéres décomposables

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. On appelle décomposition de X toute relation de la forme
X ~Y + Zou Yet Z sont deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N, définies sur un espace
probabilisé pouvant étre distinct de celui sur lequel X est définie.

On dit que X est décomposable si X admet une décomposition out Yet Z ne sont pas constantes presque stirement.

I.A — Premiers exemples

I.A.1) Soit X et X’ deux variables aléatoires a valeurs dans N. Justifier que X ~ X’ si et seulement si
Gy =Gy

I.A.2) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N admettant une décomposition X ~Y + Z, ou Yet Z
sont des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N. Quelle relation lie Gy, Gy-et G5 7

x I.A.3) Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n,p) ot n > 1 et p € |0, 1[. Montrer que X
est décomposable si et seulement si n > 2.
I.A.4) Soit A(T) € R[T] le polynéme : A(T) = T* 42T +1.
X a) Soit U(T) et V(T') deux polynomes & coefficients réels positifs ou nuls tels que U(T)V(T") = A(T). Montrer
que I'un des polyndmes U(T) ou V(T') est constant.
On pourra distinguer les cas selon les valeurs des degrés de U(T) et V(T).
K b) En déduire qu'il existe une variable aléatoire décomposable X telle que X2 ne soit pas décomposable.
On pourra considérer le polyndme 2A(T).

I.B -  Variables uniformes

Dans cette sous-partie, 7 est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et X est une variable aléatoire & valeurs
dans N, définie sur un espace probabilisé (, .4, P) et suivant la loi uniforme sur [0,n —1] :

P(X=k)=1sike[0,n—1] et P(X = k) = 0 sinon

n
1.B.1) Variables uniformes décomposables

On suppose dans cette question que n n’est pas premier : il existe des entiers a et b, supérieurs ou égaux a 2,
tels que n = ab.
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M ok ey $fini € telles que
@) Montrer qu'il existe un unique couple de variables aléatoires entiéres (Q, R) définies sur {

X=0aQ+R et YweQ, Rw)e[0,a—1]

On pourra considérer une division euclidienne.
b) Préciser la loi de (Q, R), puis les lois de Q et de R.
¢) Montrer que X est décompos
constants que I'on précisera.

L.B.2)

able. En déduire une expression de Gy comme produit de deux polynomes non

Variables uniformes non décomposables

On suppose dans cette question que i est un ombr premiel et on ét
a) Montrer qu'il suffit de prouver le résultat suivant : si U et Vsont des polyndmes de R[T] unitaires & coefficients
dans R, tels que U(T)V(T) =1 4.T + T2

, alors I"un des deny mdmes U ou Vest constant.
Dans ce qui suit, on fixe des polynémes U et Vde R[T) yhitaires & coefficients dans R |tels que

UTWV(T) =14 T+ .. 4 71

ablit que X n'est pas décomposable.

On pose r = degU et s = dex Vet On suppose par I'absurde que 7 et s sont non nuls.

© ) Montrer que U(T) = T'U(T) et V(T) = TSV(%,). cA(O\=d 6/7

On note alors U(T) = 14 u,T + UL T T T et V(T) = 14 9,7 44 v 1T 1+ 7% avee r < s (quitte
a échanger les réles de U et W). ) '

c¢) Montrer que Vk ¢ (1,7,
0O d) En déduire que Vi e [
O ¢) Conclure.

'levk =0.
Ll w, € {0,1} et v, € {0,1).

On pourra d'abord montrer que tous les coefficients de Vsont 3 valeurs dans {0,1}.

II Variables infiniment divisibles : exemples

Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs dans R. On dit que X est 7
~m-€ N, il existe des variables aléatoires réelles discrétes X,, ,,..., X,, ,, mutuellement indépendantes, de méme
19.‘! et verlﬁanM____‘%. Dans cette définition, I'espace probabilisé Q.

sur lequel sont définies
les X, ; peut dépendre de m,

nfiniment divisible si, pour tout

II.A - Variables bornées

IL.A.1) On suppose que X
L’objectif de cette sous-
sirement constante.

est constante égale & a € R. Montrer que X est infiniment divisible.

partie est de montrer que toute variable aléatoire bornée infiniment divisible est presque

Soit X une variable aléatoire hornée infiniment divisible d
M = sup,, | X|, de sorte que | X(w)| < M pour tout w € 0.

%ﬁ‘ e s
IT.A.2) Soit n € N* et soit X1,..., X, des variables aléatoires indépendantes
Xp 4+ + X, ait méme loi que X.

éfinie ilisé (¢
1le sur un espace probabilisé (Q, .4, P). On note

et de méme loi, et telles que

—

. M . . M
a) Pour tout i € [1,n], montrer que X; < — Presque siirement, puis |X;] € = presque siirement.
n
2

M
b) En déduire que V(X) < — ol V(X) désigne la variance de X.

II.A.3) Conclure que X est presque sfirement constante.

IL.B - Etude du caractére infiniment divisible de quelques variables entiéres

IL.B.1) Une variable binomiale est-elle infiniment divisible ?

1.B.2) Soit n un entier naturel non nul et soit X1y X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes
suivant des lois de Poisson de paramétres respectifs Ay, ..., A,

Montrer que X; + -+ X, suit une loi de Poisson de parameétre A, + -+ X,

IL.B.3) Soit X une variable aléatoire de Poisson. Montrer que X est infiniment divisible.

II.B.4) Soit r un entier naturel non nul et soit X, ..., X, des variables aléatoires de Poisson mutuellement
T

indépendantes. Montrer que Z iX; est une variable aléatoire infiniment divisible.
i=1

' -NC-SA
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II.C - Séri ; 1
eries de variables aléatoires a valeurs entiéres

II.C.1 it YootV e .
) Soit X et ¥ deux variables aléatoires définies sur (0, .4, P) et & valeurs dans N.

a) Montrer que si . . ol .
hos Jue si A et B sont des événements de A, et si A et B sont leurs événements contraires respectifs,

[P(4) — P(B)| < P(ANB) +P(AN B)

b) En déduir ' (FY
) ¢duire que, pour tout t € [~1,1], |G (t) — Gy{t)| < 2P(X #Y).
IIIC2) Soit (U, );p une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes & valeurs dans 1 gEnE M iells e
r . ~——-___

a série des P(U; # 0) soit convergente.

—~—
a_.) Soit Z, = {w € Q[ 3i > n,U,(w) # 0}. Montrer que (Z,) est une suite décroissante d'événements et que
lim,_  P(Z,)=0.
b) En déduire que 'ensemble {i € N* | U; # 0} est presque sirement fini.
¢) On pose S, = X" Uj et § = L, U Justifier que S est définie presque sirement. Mon{rer e Cs.
converge uniformément vers Gg sur [—1,1].
I1.C.3) Soit (\;);c une suite de réels positifs ou nuls. On suppose que la série 3 ; est convergente,
notel\ =5 7 A _

et on

Soit (X;);z une suite de variables aléatoires W_teues que,
de paramétre ‘ﬁ On convient que, si A; =0, XX; est la variable aléatoire nulle.
a) Montrer que la série ) P(\; # 0) est convergente.
b) Montrer que la série Ei> . X;; est presque sirement convergente et que sa somme
suit une loi de Poisson de paramétre A.

© ¢) Montrer que la série Eim iX; est presque stircment conve
variable aléatoire infiniment divisible.

pour tout i, X; suive une loi de Poisson
g Suv

(définie presque stirement)

rgente et que sa somme X = Yoo, iX; définit une

III Variables entiéres infiniment divisibles : étude générale

III.A — Série entiére auxiliaire
Dans cette sous-partie, X est une variable aléatoire a valeurs dans N telle que P(X =0)>0.
III.A.1) Montrer quil existe une unique suite réelle (\;);en- telle que, pour tout keN

k
EP(X = k) =) A\P(X=k=-])
j=1
III.A.2) Pour tout k € IN*, montrer

k-1 k-1
IP(X = 0) S P(X =)+ I[P =k =) < (1=P(X =0)) (1 + lz\jl)
- j=1 - 7=1

k
1
o * . | € ——
III.A.3) Pour tout & € N*, montrer: 1+ _.,-E=1 RYIES P = O)F

III.A.4) Montrer que la série entiere 3 M\xtF a un rayon de convergence p(X) supérieur ou égal a P(X = 0).

Pour tout réel t de |—p(X), p(X)|[, on pose

Hy(t) = In(P(X = 0)) + i At
k=1

A toute variable aléatoire X & valeurs dans N et telle que P(X = 0) > 0, on associe ainsi une série entiére Hy.
Dans la suite du probléme, Hy sera appelée série entiére auziliaire de X.
II1.A.5) Pour t € |=p(X), p(X)[, montrer G 1) = H{(t)Gx(t), puis Gx(t) = exp(Hy(1)).

II1.A.6) Soit X et ¥ deux variables aléatoires indépendantes, définies sur l'espace Q et & valeurs dans N, et
soit Hy et Hy-leurs séries entiéres auxiliaires. Montrer Hy ) = Hy(t) + Hy{t) pour tout réel t vérifiant
|t| < min(p(X), p(Y))-

[G)ey-Nc-sA |
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HILB — Variables aldatofres entidrea N=poaitivea
Sait .\ une variable aléatoive & valenrs dang N tollo que PEN =0) 20, o ol 1y ancsérle entlive nuxilinlre ;

e e

Hy() = (PN = 0)) ) Atk
Jil
On diva que X est N-positive s\ > 0 powr toud & 3> 1
\——"\——‘—N - e —
On suppose dans cette sous-partio que X est \-positive,
PLX = k)
P(X =0)
ILB.2) Montrer que, pour tout ¢ € [=1, 1], Gy (1) = exp(H g (1)) et que 3297 Ay, = = In(P(X = 0)).
1LB.3) Soit (X;) la suite de vavinbles aléntotres définie an 1LC.3, Montrer que X ~ )::f] iXy

HLB.1) Pour tout & € N*y montrer que Ay, < B déduire que ln série Y A, converge,

HI1.C - Caractérisation des variables entidres infindment divisibles
Soit X' une variable aléatoive infiniment divigible a valeurs dans i et telle que Ul(z\’..iﬂ’)j_“-
Le but de cette sous-partie est de montrer que los trofs assertions suivantes sont équivalentes,
(i) X est infiniment divisiblo ;
(i) X est A-positive

(iif) il existe une suite (Xi)is1 de variables de Poisson indépendantes, comme au ILC.3, telle que
- MO0 sy
X~ }_",_1 ?.\l'-

Dans les questions 1ILC.1 & 11L.C.d, on suppose que X st unc varjnble-aléatoire infiniment divisible & valeurs
dans-N et telle que PTY = 07 S0 Pour tout n €V, il existe done n variables aléatoires indépendantes
Xos e Xy de méme loi telles que la variable aléatoire Xy oo+ Xy, suive la loi de X.

III.C.1)

a) Pour tout n € N*, montrer que X,.1 est presque stirement positive ou nulle.

b) Pour tout n € N*, montrer que P(X,,=0)>0.

¢) Montrer que les variables aléatoires X, ; sont presque srement 4 valeurs dans .

IILC.2)

a) Montrer lim, ,  P(X, , =0)=1.

b) En déduire que, pour tout i € N*, lim,,_, ., P(X,;=1)=0.

IIL.C.3) Soit Hy la série entiere auxiliaire de X, comme elle est définie a la question IIT.A.4, et soit p(X) son
rayon de convergence.

Pour tout n € N*, soit f,, la série entiere auxiliaire de X, ;.
a) Pour tout n € N*, montrer nH,, = Hy.
b) En déduire, pour tous n et k dans IN*

k
nP(X,q = k) =) iAP(X,, =k—j)
j=1

II1.C.4) Pour tout k € N*, montrer que la suite (n[P(X”‘1 s k))nEN' converge vers .. En déduire que X est
A-positive.

II1.C.5) Conclusion

a) Montrer le résultat annoncé au début de cette sous-partie III.C.

b) Comment adapter ce résultat aux variables aléatoires & valeurs dans N* 7

¢) Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique G(p), oli p €10,1[:

VEeN' P(X=k)=(1-p)k1p

La variable aléatoire X est-elle infiniment divisible ?

oo oeFINe oo
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Centrale 2017 - MP2
Un corrigé

Le sujet est trés long et il est parfois difficile de savoir ce qui correspond au cours et ce qui doit étre
démontré. On a ainsi implicitement utilisé o plusieurs reprises le fait que si X est une variable positive
d’espérance nulle alors X est presque surement constante. Ceci permet, entre autres, de dire que si
V(X) =0 alors X est presque surement constante.

De fagon similaire, certain résultats proches du cours ont parfois été admis (par ezemple, l'ezpression
de la fonction génératrice pour les lois usuelles) ou justifiés un peu lestement (par exemple la recurrence
permettant de calculer la fonction génératrice d'une somme de fonctions indépendantes).

1 Variables aléatoires entieres décomposables
1.1 Premiers exemples
1. 8i X ~ X' alors (on sait dans cette question que X(Q) = X/() c N) Yk €N, P(X =z) =
]P’(XI = k) et ainsi G_\' = G‘\'I.
Réciproquement, si Gy = Gy alors, on a deux séries entidres de rayon de convergence au moins

égal & 1 dont les sommes sont égales. Par unicité des DSE, Vk € N, P(X = k) =P/(X' = k).
Ainsi, X ~ X’ (puisque les variables sont supposées & valeurs dans N).

XnX = Gx =Gy ’

. On a, quand cela existe, Gx(t) = E(t¥) et comme X ~ Y + Z, E(tX) = E(t'+2) = E(tV¢%).
Comme Y et Z sont indépendantes, il en est de méme de tZ et tZ et E(tY2%) = E(¢¥)E(tZ).
Finalement,

[S]

X ~Y+2Z= Gx =GyGg|

3. Le cours indique que Gz(t) = (pt + (1 —p))".

Supposons que X C Y + Z avec Y, Z 4 valeurs dans N. On a (Y + Z)(?') = X(Q) = [|0,7]].
Comme Y, Z sont & valeurs dans N, on en déduit que Y (') C [|0,n]] et Z(Q) C [|0,n[].
L'égalité Gx = GyGz est une identité entre polynémes. Comme Y, Z ne sont pas presque
siirement constantes, deg(Gy) et deg(Gz) sont > 1. Ainsi deg(Gx) =n > 2.

Réciproquement, supposons n > 2. On peut trouver des variables X1,..., X, définies sur un
méme espace probabilisé, indépendantes et de loi de Bernoulli B(p). S =X +--- + X, vérifie
Gg = Gy, ...Gx, = Gx et donc X ~ §. En posant ¥ = X) + -+ Xpo1 et Z = X,
onaX ~ Y + Z avec Y, Z indépendantes et non presque siirement constante. X est donc

décomposable.

IX < B(n,p) est décomposable ssi n > 2

4. (a) Ue étude de fonctions montre que A est décroissante sur | — oo, —1/ \3/_2-] puis croissante sur
[-1/%/2,+00[. Comme A(=1) = 0 et A(0) > 0, A posséde donc exactement deux racines
réelles qui sont —1 et to €] — 1/¥/2,0[. On a donc

1

A(T) = (T +1)(T* = T* + T+1) = (T + 1)(T = to)(T* + (to — VT — %)
Notons que le terme de degré 2 n’admet pas de racine réelle et est irreductible dans ]R .
Supposons que A(T) = U(T)V(T) avec U et V & coefficients réels positifs et unitaires
(hypothése non réductrice puisque 'on peut multiplier le polynéme U par un scalz.ure pour
le rendre unitaire et V par l'inverse de ce scalaire, V' devenant alors unitaire). Si U et V
ne sont pas constants et si deg(U) < deg(V) (ils jouent des rdles symétriques) on a deux
possibilités :



— T — et
- deg(U) = 1 et alors U = (T+1)et V= (T"-T*+T+1) Olflﬁ[,j tn(é atifO)
V=T34¢T2+ (to—1- rl)T = % Dans les deux cas, V' a un coe 2c1en [i‘ - ; 1 |
0 — =g
- deg(U) = deg(V) = 2 et les deux facteurs sont (T + 1.)(T —to) et (T + (o — 1) to
et comme ¢y - | < 0, on a encore un coefficient négatif.

[A+UV = Uou V est constant |

(b) Comme 1/4 41 /24 1/4=1, il existe une variable aléatoire X telle que X (Qg ={0,1,2} ?t’
Y =0)=1/4, (X =1) = 1/2 0t B(X = 2) = 1/4. On a Gy (t) = 1(1+1)*. On a en fait
X9 B(2,1/2) et on a vy en question 3 que X est décomposable.

C = X2 est telle que C(Q) = {o, 1,4} et Go(t) = %A(t), Si C était décomposable, alors
COMINE en question 3 on pourrait éerire G comme produit de deux polynémes non constants

& coefficients positifs (puisque ces polyndmes seraient des fonctions génératrices) et on vient
de voir que c'est impossible,

IOn peut avoir X' décomposable et X2 non décomposablej

1.2 Variables uniformes

L (a) Supposons, par conditions nécessaires, disposer de @ et R. Pour tout w € Q,ona
X(w) = aQ(w) + R(w)

Comme Q(w) et R(w) sont des entiers avec 0 < Rw) < a-1, Q) et R(w) sont
nécessairement le quotient et le reste dans la division euclidienne de X (w) par a.
Réciproquement, notons Q et R les applications définies sur Q comme ci-dessus. On a
immédiatement X = aQ + R. 1l reste & voir si Q et R sont des variables alétoires. Or,

R(Q) C[l0,a-1]) et Vke 0,a-1]), (R=k) = UX =k+qa)

geN
a-1
QIO CN et YgeN, @=g)= | J(X = ga+k)
k=0

ce qui montre que (R = k) et (Q = q) sont des éléments de A (stable par réunion
dénombrable ou fini) et donc que @, R sont des variables alétaoires.

E(Q, R), variable entitres sur 0, telles que X = aQ+ Ret R(Q) C [10,a _E
(b) Ona (Q,R)(Q) C N x [10,a—1]] et

"ok €N 0.0~ B(Q.R) = M) R0 o= { § 4 oxtbsns

En reprenant les égalités de la question précédente et comme les réunions mises en jeu sont

disjointes,
Vkel0a—1], (R=k) =Y "B(X =k + qa)
q€N
. a—-1
VgeN, P(Q =q) =Z]P(X=k+qa)
k=0
Il s’agit de compter & k (resp q) fixé combien il y a de q (resp k) tels que 0 < ga+k<
n—1=ab-1.

&)




(n

Ak fixd, los ¢ convenablos sont 0, 1,00 b= 1L et il y en ab.
A q lixé dans [J0,6 = 1)y il y o a valowrs pour ket si g = b, il n'y en a aucune.

)__1
T a

vk € [l0,a= 1)), P(R=4)=—

a
Vg e [|0,0= 1], P(Q=4q)= i

R ([0, = 1)) et @ = 1([[0,b - 1]

(¢) On vient do voir que X = aQ + R et comme a,b 2 2, aQ et R ne sont pas des variables
presque strement constantes, Ces variables sont indépendantes. En effet, pour 0 < ¢ £ b—-1

ot 0<h<a-1,
PQ = qN R =k =P(Q.R) = (gk) = - =PQ=qP(R=F)

X est done décomposable ot Gy = Gagr = Gu@Gr et ainsi

a=1 b=1
G‘\.(( o % (S fk) E 109

k=0 q=0

Supposons que X soit décomposable et quon ait donc X ~ Y +Z. On a alors Gy = GyGz
et, comme en question 1.1.3, Gy et Gz sont des polynémes non constants (et & coefiicients

dans R*). Or,

~

1
Gx(t) =~ th

1M1

Il
[=]

Si X est décomposable, il existe done une décomposition de 1+7'+-+ ++T"~! comme produit
de deux polyndmes non constants & coefficients dans R*. En contraposant, on obtient le
résultat demandé (se ramener au cas de polynéme unitaire ne pose pas de probleme car
quitte & multiplier I'un par un scalaire positif - et 'autre par I'inverse - on peut en supposer
un unitaire et 'autre 'est alors aussi).

Les racines de UV sont les racines n-itmes de 1 différentes de 1. Comme n est premier, il
est égal & 2 ou impair. Si n =2 le cas est simples (U(T) = 1+ T et V(T) = 1 ou I'inverse).
Si n est impair et —1 n’est pas racine n-ieme de 1. Les racines se regoupent donc par paires

(b

~—

de conjuguées qui sont aussi des inverses (e = ).
Comme U est & coeflicients réels, deux racines conjuguées se trouvent groupées dans U et

U est de la forme

A.
U(T) = [ [(T = %)(T - e7™%)
j=1
On vérifie alors que
' k . i k
UT) =T* ] - e%/T)(1 - e%/T) = T* [[ (7 - 1/T)(** —1/T) = T*U(1/T)
J=1 Ji=1

On procéde de méme pour V.
U(T) =T"U (3) et V(T) = TV ()

(¢) Comme U(T) = TTU(}), on a 'égalité polynomiale

g+ T+ o+ up T 4 T = g7+ 0y T ooy T2 1



’ - éné ent
Ceci montre que ug = 1 (ce que l'énoncé donne sans le justifier) et plus généralemen
Ur—i = U;. -1 i

En regardant le cocfficient de T" dans le polynéme UV =1+ ---+ T"! on obtient

r
Z UiVUp—j =1
i=0
Comme u, = vy = 1, on obtient
r-1
Z UjUp—i = 0
i=0

Les ug,v;, étant Positifs, les termes dans la somme sont positifs et comme la somme est
nulle, ils sont tous nuls. Ainsi

Vi€ [|0,r - 1], wv,_; =0

Mais on a vu que u; = Ur—i €t comme 7 — ¢ varie dans [|1,7]] quand 4 varie dans [0, — 1],
on conclut que

¥k € [11,7]], wyop = 0]
Montrons par récurrence le résultat demandé.
- En regardant le coefficient de degré 1 de UV on obtient u; +
est nul, on a donc u; et v; qui sont dans {0,1}.
- Supposons le résultat vrai Jusqu'a un rang k
degré k de UV on obtient

= 1. Comme u; ou 1

— 1< 7 —1. En regardant le coefficient de

k-1
v + Z Uiy +up = 1
i=1
Chaque élément de la somme vaut 0 ou 1 par hypothése de récurrence.

S'ils sont tous nuls, ug + v, = 1. Comme uj; ou v, est nul, on a donc l'un des deux qui
est null et I'autre qui vaut 1.

Sinon, la somme vaut au moins 1 et Uk + vy < 0 ce qui entraine uy, =
Up, U > 0)

Dans les deux cas, on a uy et vy, dans {0, 1}.

[¥h € [1L,7l), w: € 0,1} et v € (0,1}

Regardons le coefficient de T7+! dans UV. On obtient

Vg = 0 (car

1=v +vur_1 4+ + vruy + v

Les termes v1,vour—1,...,vru; valent tous 0 ou 1. Sils sont tous nuls, vpy; = 1. Sinon

vr+1 < 0 et comme c’est un terme positif, vr41 = 1. Ainsi vr41 € {0,1}. On peut poursuivre
et montrer par récurrence comme en question précédente que

Ur41,---,Vs-1 € {0, 1}

lﬁi X = U([|0,n — 1[]) et n premier alors X n’est pas décomposablgl

2 Variables infiniment divisibles : exemples

2.1 Variables bornées

1. On suppose X constante égale & a. Pour tout m € N*, on peut trouver m variables mutuelle-

ment indépendantes Xm,i et toutes constantes 3 - La variable Xm1 + -+ + Xmm est alors
constante égale & a et a donc méme loi que X.



Une variable constante est infiniment divisiblel

2. (a) On a évidemment

3. Ceci a lieu pour tout n et on peut faire tendre n vers I'infini pour obtenir V(X)

L M I

N(Xi>=)c&it+Xa>M)

i=1 n

En passant aux probabilités, et par indépendance des Xj,

s M M

[[P(X:i>=) <P(Xi+:+ X > M)
n

i=1

Comme X ~ X} + -+ + Xy, le membre de droite vaut P(X > M) et est donc nul. Comme
le membre de gauche est positif, il est en fait nul et

.M
3i/ P (‘\i > —) =0
n
Comme les Xj, on méme loi, on en déduit que
M
vi, P/ (Xi > —) =0
n
En passant & I'’événement contraire,

Vi,w(x,-gﬂ)=1
n

On prouve de méme que
-M
Vi, P (aYi < T) =0

Ainsi, P'(|1X:] > M/n) = P (X; > M/nUX; < =M/n) =P/(X; > M/n) + P(X; < =M /n)
(événements incompatibles) et cette quantité est nulle. Donc

M
Yi, g (I.\','l > ;I-) =0

et finalement

vi, P (X)) < H) =1

X est presque surement & valeurs dans [~M/n, M/n] et donc [E(X:)| < &L (croissance de
I’espérance).

| Xi —E(Xi)| est & valeurs dans [0, M/n] et donc (X; -~ E(X;))? est & valeurs dans [0, (M/n)?
et donc IE((XI-—]E(X%))Q) € [0, (M/n)?] (toujours par croissance de 'espérance). On en déduit
que 0 < V(X;) < %2'

Les X; étant indépendantes, V(X7 +--- + X,) = V(X1) 4+ +V(X) < % Comme X et
X1+ -+ X, ont méme loi,

M2
V(X) < ==

=0 et ainsi

|£ est presque strement constangl




. . T
2.2 Etude du caractére infiniment divisible de quelques variables entiere

. . . - ‘elle n'est
1. Une variable binomiale est bornée (puisque finie). La partie précédente montre qu’e
infiniment que si elle est constante. Ainsi

liX < B(n,p) avec p €]0,1[, X n’est pas infiniment divisible

(&%

Le cours nous indique que si X < P(A) alors Gz (t) = -1 Si X1,..., Xn §ont in’dépendanteé,
on a de plus Gxyotx, = Gy, ...Gx, (avec la question 1.1.2 et & 'aide d’une récurrence uti-
lisant le lemme des coalitions).

Dans le cadre de la question GXy 4t X () = Q1+ +20)(E=1) O reconnait la fonction génératrice
d’une loi de Poisson de parametre A; + -+ - + A, et avec la question 1.1.1

E.*...._*_Xn;}'p()\l_}_....{.,\n),

3. On suppose X — P(N). Soit m € N*. On peut trouver m variables indépendantes X, ; suivant
la loi de Poisson de parametre A/m. On a alors X ~ Xmi+-+Xmm.

Ei X < P(A) alors X est infiniment divisible—‘

4. Chacune des variables Xi est infiniment divisible et il en est de méme des iX; (il suffit de
multiplier par i les variables de la décomposition). Pour conclure, il suffit donc de montrer
qu'une somme de variables indépendantes et infiniment divisibles est infiniment divisible. Et
quitte & conclure par une récurrence simple, il suffit de traiter le cas d'une somme de deux

variables.
Soient donc X et Y infiniment divisibles et indépendantes. Soit m € N*. On a alors une
décomposition X ~ X +- - “+Xm ot les X; sont indépendantes de méme loi et ¥ ~ Yi+ - -+Yn,

ol les Y; sont indépendantes de méme loi. Notons F la fonctions caractéristique de X7 et H
celle de ¥] en sorte que Gy = F™ et Gy =H™,

FH = A est une fonction DSE de rayon de convergence au moins 1. La suite (an) de ses
coefficients est le produit de Cauchy des suites (fp) et (hy) des coefficients de F et A. Comme
les f; et h; sont positifs, les an le sont aussi. De plus, I'égalité FH = A est valable sur [-1,1]
(car il y a convergence normale sur [-1,1] donc absolue en tout point de [-1, 1]). Ainsi A(1)
F(1)H(1).

Finalement, A peut s’interpréter comme lafonction génératrice d'une variable aléatoire Z. On
peut alors trouver m variables indépendantes Z; de méme loi que Z. Zy+ -+ Znm a pour
fonction génératrice A™ = F™"H™ = GxGy = Gxyy (car X et Y sont indépendantes). On en
déduit que X +Y ~ Z; 4+ -+ 4+ Z,, et on conclut.

3

> iX; est infiniment divisible

i=1

2.3 Séries de variables aléatoires A valeurs entiéres

L. (a) On remarque que A U B est la réunion disjointe de ANB, ANB et AN B. On a donc
P(AUB) =P(ANB)+P(AN B) +P(AN B)
Comme P(AU B) = P(4) + P(B) — P(AN B), on en déduit que
P(A) +P(B) —2P(AN B) = P(AN B) + P(AN B)

Comme P(AN B) est plus petit que P(A) et que P(B) on a donc P(B) —P(A) et son opposés
plus petits que P(AN B) +P(AN B).

IP(4) —P(B)| < P(ANB) +P(A N B)




(b)

2. (a)

(b

~—

()

En particulier. pour tout n on 2 [P(X =n) -~ B(Y =n)] < P(X =00y # n)+ P(X #

nNY =n). On somme les inépalinés sous reserve dexistence

> %

,T |P(X =n)-P(Y =n)] < Z(P(,Z =ni¥ #n)+P(X £nnY =n)

—_— » v

<=0 n=f)
Les événements (X = n)N(Y # n) sont incammpatibles et tous inclus dans (X #Y), Il en
est de méme pour les événements (X # n) (Y # n). Le majorant est done plus petit que
2B(X 2 Y). Ceri justifie les existences (car on somne des quant tés positives) et donne

x

S IB(X =n) ~B(Y =m)| Z2H(X #Y)

n=f
Pour t € [-1.1).on a [P(X =)} —P(Y = njt*[ £ [P(X = n) ~B(Y = n)|| qui est le terme
enéral dune wérie conver i prévide. On a done 5 ((B(X = a)t" =P(Y =
général dune série convergente avec e qui précide. On s done ) () =)
7)) e qui converge et est de somme en module inférienre A2P(XA£Y).

72 [-1,1], [Cx(t) - Gylt)] < PP(X #£7)]

[
Si on peut trouver § 2 n+ 1 el gue Us() # 0. on peut & fortiori trot
Zusy C Zy. On remargue gue

wer un i > n. Ainsi

—
Zp = U(Ux #0)
i=n

Comme Y. (P(U; # 0)) eonverge, on en dédnir, (reate de série convergente) que

%

OZP(Zu) 2 Y BUi#0) =0
i=n

Wn} déerait et B(Z,) — 0|

Par continuité décraizsante, on » aussi

-9+t

n +oC
0= lim P(Zy)= lim P (2| =B([)%
' k=1 k=1

1) est ainsi quasiment fmpossible quune infinité des événement Z soient satisfaits simul-
tanément, et done Venserble des w pour lesquels il existe une infinité de i tels que Uy(w) # 0
est de probabilité sille, Autrement dit

|4i = N*/ U; # 0} est presque sirement ﬁni,

Notons € Vensenible des w £ () tels quiil n'exdste quun nombre fini de 7 pour lesquels
Uilw) # 0. 81 w € € alors §(w) existe (comme somme finie). S est définie au moins sur C
qui est de probabilité 1 (question précédente) et donc

IjSv' est donc définie presque sﬁremerﬂ

Avec Ja question 2.4.1b; ot a
Yt € [=1,1], |Gg,(t) = Gs(t)] < 2P(Sp # S)
On en dédujt gne
(G5, = Gslloc,j-11) < 2P(Sn # )

La suite d'événements ((8, # §))nen- est décroissante car les U; sont a valeurs positives.
Comme plus hant, 1o eontimiité décroissante donne

lim P8, £8) =P ﬁ(sn¢5) =B(C)=0

=7+
n=1



|Es,,) converge uniformément vers Gg sur [—l,m

3.(a) Ona P(X; £0) =1~ P(X; = 0) = 1 — e~ ~ ) car \; = 0 (ou 0 < B(X; # 0) < A; par

inégalité de convexité si on est géné par le fait que )\; peu étre nul). Par comparaison des
séries positives,

|§ P(X; # 0) convergel
(b) On est dans le cadre de 1a question 2.3.2 et X = >, X; est définie presque stirement. De

plus, la fonction génératrice G est la limite uniforme sur [—1,1] de la suite de fonctions
de terme général

n n
G‘\‘H_..._*_‘\'“ = G-\'l v G_\'" H A He)\i(!_l) =exp ((t - l) Z )‘1)

i=1 i=1

La limite uniforme de cette suite de fonctions est aussi sa limite simple et ainsi

Vt e [-1,1], Gx(t) = exp ((t =all) i/\i)
i=1

On reconnait la fonction génératrice d'une loi de Poisson.

(T2, X = P (22, )

(c) De méme, PiX; #0) =1 -P@X; = 0) =1=¢e"M ~ ) est le terme général d'une série
convergente. La variable aléatoire X = Y ioyiX; est donc définie presque siirement. Sa
fonction génératrice est la limite uniforme de la suite (Gn) ot Gy, est la fonction génératrice
de Sn = Z?:l i-Yi-
Soit m € N*. Comme S, est infiniment divisible, il existe des variables Y, indépendantes de
méme loi telles que Sy, ~ ¥;,; +- - “+Yam.OnaalorsVt € [-1,1], Gu(t) = EL(t)™ ol F;, est
la fonction génératrice de Yy, 1. Fy(t) = Gp()V/m — Gx(t)'/™. En posant F(t) = Gx(t)i/m,
on a alors Gx (t) = F(t)™. On peurra conclure comme en 2.2.4 si on montre que F(&) est
la fonction génératrice d*une variable aléatoire.

Remarquons alors que

Gix,(t) = Y _P(X; = k)t = Gy, (¢')
k

o0
=0
en sorte que

n n n n
Gn = H_ Gix, : t— He’\"(“‘l) = exp (— ZAi) X exp (Z )\iti)
i=1 i=1 i=1

i=1
et donc que

vt e [-1,1], Gx(t) =exp (‘Z’\") X exp (i ,\iti)

i=1 i=1
ou encore que

00 N 00 -
Yt e [-1,1], F(t) =exp (— Z ;;:-) X exp (Z ?—nt‘)

i=1 i=1

C’est bien la fonction génératrice d’une variable aléatoire : il suffit de reprendre le calcul de
la question en travaillant avec y; = A;/m au lieu de .

§ 1X; est infiniment divisible

i=1




3 Variables entiéres infiniment divisibles : étude générale

3.1 Série entiére auxiliaire

1. Si la suite (\;) convient alors, on a nécessairement

/\_[P(X=1)
T RX =0)
1 k-1
VE>2 Mi=——— | kP(X =F) — iNP(X =k —7)
k22 M= g | M ) ;J’(

Réciproquement, ceci définit bien une suite de maniére récurrente (pour définir Ag, on n’utilise

que les valeurs précédemment définies) et elle vérifie les relations demandées.
Remarque : la formule générale pour k > 2 est encore valable si k = 1 en convenant que

0
> j=1% = 0.
2. On multiplie la relation précédente par P(X = 0) et on passe au module puis on utilise 'inégalité
triangulaire :

k-1 .

Vi > 1, MB(X =0) <P(X=kK)+). {;mjup(x —k—3)
j=1
Les quantités % étant < 1, on en déduit que
k-1
Vi 21, M[B(X =0) SPX =k)+ Y [AB(X = k=)
j=1

En remarquant que P(X =k — j) < 1=P(X =0) quand k£ — j # 0, on en déduit que
k-1
VE2 1, [MIP(X =0) S (1-PX =0)) [ 14 )]
i=1

3. On prouve le résultat par récurrence sur k.
-Onal+|M|=1+ g&;ég < 58‘(;8 <7 .\'1=0)' Le résultat est donc vrai au rang 1.

- Supposons le résultat vrai jusqu’au rang &£ — 1. On a donc
k-1 1
1+;|,\jl < P oot (%)

La question précédente donne alors

1-P(X =0)

|/\kIIP(X = 0) < m (**)

En sommant () et () divisée par P(X = 0), on en déduit que
k

1 1-P(X =0) 1
;I i< g =gt * P(X =0)F  P(X =0)

ce qui donne le résultat au rang %.




8 . s _— 0k
4. En particulier, |\y|P(X = 0)F < P(X = o)k Z;r=l [A;] € 1. La suite (A P(X = 0)*) est donc

bornée. Par définition du rayon de convergence, > Atk est de rayon de convergence

p(X) 2 P(X =0)

- Je ne vois pas pourquoi P(X) 2 1 et je ne crois pas que cela importe pour la suite. Je pose donc

R =min(p(X),1) > 0. Comme on peut dériver terme & terme les séries entieres sur l'intervalle
ouvert de convergence, on a

0
VEE| =R, R[, Gx(t) = Y (n+ 1)P(X = n+ 1)¢*
n=0
(o]
VEE] =R, R[, Hy(t) = 3 (k+ 1) Ay tF
k=0

Pour £ '€]-R, R[, les séries définissant HY(t) et Gx(t) sont absolument convergentes. Le produit
des quantités est alors la somme d'un produit de Cauchy :

n

o8]
Hy(t)Gx(t) = Z,unt" avec p, = Z(k + DM P(X =n — k)
n=0 k=0

Le changement d’indice J =k +1 montre que

n+1
=D JNP(X =n+1-j) = (n+ 1)P(X =n+1)
=

On a finalement montré que
Yt €] =R, R, HY(t)Gx(t) = G'y(t)
On sait résoudre cette équation différentielle. Il existe une constante ¢ telle que
Vt €] - R, R, Gx(t) = cexp(Hx(t))
et comme Gx (0) = P(X = 0) et Hx(0) =In(P(X =0)), e = 1.
| [¥¢ €] - R, Rl, Gx(t) = exp(Hx (1)

. Pour [t] < min(p(X), p(Y),1), on a

Hyxty(t) = In(Gxy (1)) = m(Gx (H)Gy (1) = In(Gx (¢)) + In(Gy (t)) = Hx(t) + Hy (2)

L’égalité étant valable sur un intervalle |=rrlavec r > 0, les coefficients des séries entidres
sont égaux et I'égalité est en fait vraie pour |t| < min(p(X), p(Y)).

3.2 Variables aléatoires entieres A-positives

1.

Siles A;j sont positifs, la relation obtenue en 3.1.1 donne immédiatement

P(.X=k)
. > <A< ===
vk > 1, O_AL—P(X=0)

Le majorant est le terme genéral d'une série positive convergente (sommes partielles majorées
par 1oPX=0)

P(X=0) ). Par théoréme de comparaison des séries positives,

IZ(A k) convergel
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2. En particulier, le rayon de convergence p(X) de T (Mt¥) est plus grand que 1. Mieux, la série
entiere définissant Hy est normalement convergente sur [—1,1]. Il en est de méme pour celle
définissant Gx. La partie 3.1 donne une identité valable sur | — 1, 1 et qui le reste sur [~1,1]
(par passage A la limite aux bornes). Ainsi

Vi€ [-1,1], Gx(t) = exp(Hx (1)
La relation pour ¢ = 1 donne
oo oo
In(B(X = 0)) = Hx(1) = 3 b = In(Gx (1)) = 3_ e
k=1 k=1
Comme Gx(1) = S50 P(X = k) = 1, on conclut que

S A = —In (P(X =0‘))J
k=1

o (
Gix,(t) = Y_P(X; = k)t = Gx,(t))
k=0

3. Remarquons tout d’abord que

Posons S, =) 1, 1X;. On a

n n n mn )
Gs, = HGiX,- A He’\‘("i"l) = exp (—Z)\i) X exp (Z /\it’)
i=1 i=1 i=1 i=1
On obtient la fonction génératrice de § = 3 52, iX; en passant 4 la limite (d’apreés la partie 2)
et ainsi

vt € [-1,1), Gs(t) =exp (— i/\i) X exp (Z&-F) = exp(Hx(t)) = Gx(t)
i=1 i=1

On conclut donc

[e2]
X~S=YiX;
i=1

3.3 Caractérisation des variables entieres infiniment divisibles

Dans les questions suivantes, je note Sp = Xp1 + -+ + Xpn qui a la méme loi que X. Les variables
S et X ne sont pas forcément définies sur le méme espace probabilisé mais pour la simplicité de
la rédaction, on utilisera toujours le symbole P et on écrira ainsi P(S, = k)P(X = k) (au lieu de
P(S, =k)=P(X =k))
1.(a) Ona
n
ﬂ (Xn,k < 0) (e (Sn < 0)
k=1
On en déduit que

n
0<P (ﬂ(xn,k < o)) <P(S,<0)=0
k=1
Par indépendance des X, 1,

n
k=1
il existe donc un k tel que P(X,, ; < 0) = 0. Comme les X, ; ont tous la méme loi, P(Xn1 <
0) et X, est presque stirement positive ou nulle.

11



(b) On a

P(Sn=0) = P(S, = 0|x,,,.. .. Xnin 2 O0P(Xn1,..., X 2 0)
Mais par indépendance,

n
POt X > 0) = [ P(Xop > 0) = 1

k=1
et par ailleurs

n
- P = 01Xy, Xy > 0 =P(Xn1=0Nn---NX,,=0)= [1P(Xni=0)

k=1
En conclusion,

n
P8y =0) = [T P(X,s = 0)
k=1
Cette quantité étant non nulle, aucun des facteurs ne I'est et

P(Xa1=0) >0
(c) Soit k € N. L'événeme

Bt (Xn1 €li,i+1]) 0 (X, 5 = 0n-.
Puisque S, est 3

‘N (Xnn = 0) est impossible
valeurs dans N, Par indépenda

nce des variables,

P(Xn €li,i + 1)P(X, 5 = 0)...P(Xpn=0)=0

Les P(X, ) = 0) étant non nuls, P(X, ; €ls,i + 1]
conclut que Xn1 (et done tous les X, 1) est presque
2. (a) On sait que P(Xp1 =0)" = P(X =)
pour prouver qu’elle converge, il suffitd
Soit £ une telle valeur, ¢ ¢ [0,1] et si
P(X =0) = 0 ce qui est exclus. 1 est

= 0. Ceci étant vraj pour tout %, on
Surement & valeurs entisres.
- D'autre part, 1a suite (P(Xn1 = 0)) est bornée et
€ prouver qu’elle admet une unique valeur d’adhérence.
€3 1, 'identité P(Xp1=0)" = P(X = 0) montre que
ainsi 'unique valeyr d’adhérence.
lim P(Xn’l = O) =1
n—o0o
(b) On'a 0 < PXn1>1) <1 —P(X,1) = 0 quand 7 — +00. Comme 0<P(X,, = 1) <
P(Xp, > 1) pour tout i =1, on en déduit que

o i
Vie N*, 711113019()(71,1 =1)=0
3. Comme 0 <P(X = 0) SP(X,1 =0), les séries entieres H, et Hy ont un ray
convergence au moins égal a P(X = 0) (question 3.1.4). Ci-
entieres ont donc au moins liey sur J =] — P(X = 0),P(
cela suffit pour une éventuelle identification d
les égalités entre fonctions sont & comprendre

(a) On a GX = H?:l GXi,n = le.n

on de convergence
dessous, les égalités entre séries
X = 0)[ et comme P(X =0) > o,
es coefficients des séries entieres. Dans la suite
comme des égalités sur J.

. En passant ay logarithme, on en déduit que
nH, = Hy

(b) On peut alors identifier les coeffici
conclure que, pour &,n € Nx,

nAR(X 1) = A (X)
ou on note Ax(Y) le coefficients Ak associé & la variable Y. Ainsi

k k
ZJAJ(X)P (Xn1=k-j)= nZ.iAj(Xx,n)P (Xn1 =k j) = nkP (Xn1=k)
j=1 J=1
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4. On fixe k € N*. Pour i€ Lk=1|), P(Xp1=k—j) — 0‘ quand n —->t_+<I>lo :.éc;gzeil:e
P(Xn1=0) — 1. Le passage & la limite n — +0o dans la relation de la question p
donne donc

Yk e N*, lim nP(Xn1=k) =Mk
n—+o00

Les Ay sont donc tous positifs comme limite de quantités positives et X ?St )‘-p'o's_ltwe' —r
5. (a) On vient de voir que si X est infiniment divisible, elle est A-positive. (ZZ), ? (-zzz) nI:;IZ‘i/\l;:ible
3.2.3. La derniere implication provient de 2.3.3c (si X ~ Y et Y est infinime ’

alors X I'est aussi).

(b) Dans le cas d’une variable 4 valeurs dans N*, on a P(X = 0) —\0- )?lelz’f o 131 T ivisible
de travailler avec la variable ¥ = X — 1 qui est & valeur dans N.

si et seulement si Y L'est et on peut appliquer ce qui précéde a Y. 1
[+ . 4 t s
(¢) Y =X —1 suit la loi P(Y = k) = p(1 - p)F, la suite A associce est fa
du DSE de

uite des coefficients

Hy (t) = In(Gy (1)) = In(p) ~ In(1 = (1 = )t

On a donc )
1—p)f
Yj>1, Aj=—(——j£)—20

Y est donc infiniment divisible et X l'est donc aussi.
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