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Polynémes hyperboliques

Préambule

Si K =R ou C, on note Pol(K") l'algébre des fonctions polynomiales sur IX™, dont la base canonique est
constituée des fonctions monémes x — x{™ ...xMn, ot my,...,my € I et x3,...%n sont les coordonnées
de x. Par convention, on aura toujours x? = 1, méme lorsque x; = 0. L’écriture d’une fonction polymomiale
comme combinaison linéaire de fonctions monémes étant unique, on utilisera par la suite les mots monéme

et polynome pour désigner des fonctions monémes ou polynomiales.

Le degré du mondme xj**...xM" est l'entier mj+...+m,. Un polynéme P € Pol(K™) est dit homogéne
de degré d s'il est combinaison linéaire des mondmes de degré d. Les polyndmes homogénes de degré d sur
K" forment donc un espace vectoriel que I'on note Hom4(K™). Par exemple, Hom;(K™) est I’ensemble des
formes quadratiques sur K".

S1V est un espace vectoriel sur K de dimension finie n, le choix d’une base B de V permet d'identifier
V a K" ; on peut donc parler de polynémes et de polyndmes homogénes sur V. On admettra que ces deux
notions sont indépendantes du choix de B, et on notera Pol(V) (respectivement Hom4(V)) ’espace vectoriel
formé des polynémes (respectivement des polynémes homogénes de degré d) sur V.

Sij,k € Z sont deux entiers, on notera [j, k] I'ensemble des entiers i € Z tels que j < i < k. St k < j,
[, k] est donc vide.

/ 1) Si P € Homg4(R™) et v € R™, calculer Z;;lvj-g-f—(v) en fonction de P(v).

]
Le probléme traite des polynémes hyperboligues. Soit V un espace vectoriel réel de dimension n > 1, soient
d = 1 un entier et a € V un vecteur non nul ; on dit qu'un polynéme homogéne p de degré d sur V (donc

un élément de Homg(V)) est hyperbolique dans la direction a si d'une part p(a) # 0, et d’autre part, pour
tout vecteur x € R"™, les racines du polynéme & une variable

te p(la—x)

sont réelles. Remarquons que si s € R\ {0}, p est encore hyperbolique dans la direction de sa ; ce qui
explique 'emploi du mot direction dans la terminologie ci-dessus.

2) Veérifier que dans cette définition, les racines de t — p(ta —x), comptées avec leurs multiplicités, sont au
nombre de d.

Ces racines seront notées A;(x, a),...,Aa(x, a) et rangées dans l'ordre croissant :
M(x,0) .00 € Aa(xy0).
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-~ 3) Exprimer p(x) au moyen de p(a) et des Aj(x, a). Sis € R, exprimer en fonction du signe de s les Aj(sx, a)

et les \j(x + sa, a) au moyen des Aj(x, a).
I Exemples

4) Montrer que la fonction S s det(S) est un polynéme homogene sur I'espace 'Symm(R) des ;atr;ces
symétriques réelles & m lignes et m colonnes, et que ce polynéme est hyperbolique dans une direction
convenable,

5) Pour quelles valeurs de lentier k compris entre 1 et n, la forme quadratique

k n
)= x- Y
j=1 j=k+1
\/ est-elle hyperbolique sur R™, dans une direction convenable ?

6)Sid>2etsipe Homg(V) est hyperbolique dans une direction a, montrer que la formule

X ia z&(x)
=1 jan

erbolique dans la méme
1,n] des entiers. On définit s

définit un polynsme hyp
OT) Soit n>2etde

direction, On notera ce polynéme a - Vp.
comme suit

ur R™ de d-éme polynsme symétrique élémentaire L4
Zd(X) =

Xjy oo Xy
1$j1<...<jd<n

Montrer que I, est hyperbolique dans la direction e = (1,...,1).

IT Continuité des racines

\) 8) Soit n et d deux entiers strictement positifs, et F : R0

X de R™. On Suppose que, pour toute suite (
(x*()) (avec @ strictement croissante) telle
est continue en x.
9) Soit p € Homg4(V) un polynéme hyperbolique dans une direction a,00d>1etdim(V)=n
O définit ’application

[V — R
A {x — (Al(x,a),...,hd(x,a)).

a) Si une suite (x™) de V est bornée, montrer que les suites (Aj(x™, a)) sont bornées elles-aussi.
b) En utilisant la question 8), montrer que A est continue.

— R? une fonction. On se donne un élément
x™) dans B™ qui converge vers X, il existe une sous-suite
que la suite (F(x?(¥))) converge vers F(x). Montrer que F

>1. On

III Le céne du futur ‘
Sip € Homgy(V) est hyperbolique dans la direction a, on désigne par C(p, a) 'ensemble des vecteurs x ev
‘/ qui satisfont A;(x,a) > 0.
1

0) Vérifier que C(p, a) est étoilé par rapport 4 a. Montrer que C(a- Vp,a) > C(p, a).
On suppose jusqu’a la fin de cette partie que pour tout x non colinéaire a @, on a les inégalités strictes
M(x,0) < ... < Ag(x, a),
et on dit alors que p est strictement hyperbolique dans la direction q.
11) Soit b e C(p,a) et x € V. Sij € [1,d], montrer que la fonction
R — R
s { t — A(tb+x,a)

est surjective. Lorsque d > 2, & quelle condition existe-t-il deux indices distincts j et k et un nombre
t € R tels que @j(t) = @y (t) ?
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igg E{n déduire que p est strictement hyperbolique dans la direction b.
c_)ntrer que les ; sont strictement croissantes.
14) Soit X,y € V. Montrer que t — M(ty + x,a) — tA;(y, a) est croissante. En déduire que X — Ap(x, a) est
concave et que C(p, a) est un céne convexe.
15) Soit x,b € C(p, a). Montrer que A;(x,b) > 0.
16) En déduire que si b € C(p, a) alors C(p,b) = C(p, a).

. IV Le cas général
On admet dans cette partie 1'énoncé suivant (légérement moins précis qu'un lemme de Rouché):

Soient P,Q € C[X] deux polynémes. Soit w € C un nombre complexe et ¢ >0 un nombre réel. On suppose
que P(w) =0 et que
sup{|Q(2)] ; |z — w| = e} < inf{|P(z)] ; |z — w| = €}
Alors P + Q a au moins une racine w’ telle que |0’ — w| <.
17) Soit R = R(x,y) € Pol(C?) un polynéme s’annulant en (0, 0). On suppose que le polynéme x R(’f’ 0)
n'est pas nul et on note m la multiplicité de sa racine x = 0. De méme, on suppose que le polynéme
y = R(0,y) n'est pas nul et on note r la multiplicité de sa racine y = 0.
a) Montrer qu'il existe des entiers «, B > 0 premiers entre eux, et deux polynémes Ro et
conditions suivantes :
. R(X, U) = RO(X»U) +R (X,y) )
« Ro(x,y) = x™Qo(y®/xP), o Qo € C[X] vérifie 0 < B deg(Qo) < T ;
e R, est une combinaison linéaire de mondmes xty) pour lesquels od + pj > am + 1.
Vérifier que Qg(0) £ 0.
b) Monter qu'il existe des polynémes Re C[X] et S € Pol(C?) satisfaisant I’identité
R(zu®,uf) = u“m(ﬁ(z) +uS(z,u)).

R, vérifiant les

Montrer de plus que R posséde une racine w # 0.
¢) Si w n’est pas réelle, montrer que pour tout u € C assez petit, il existe z € C\R tel que R(zu”, uP)=0.

18) On reprend les notations de la question précédente et on suppose que lorsque y est réel, les racines
de R(x,y) sont toutes réelles.

a) Montrer que les racines de R sont toutes réelles.

b) Montrer que l'ensemble des racines de R est stable par multiplication par e****/?. En déduire que
B2

c) En considérant aussi les points de la forme (zu®, —uP), montrer qu’en fait f =1.

d) En déduire que T > m.

19) Soit p un polynéme homogéne de degré d > 1 sur un espace vectoriel réel V de dimension n > 2,
hyperbolique dans la direction de a = 0. On ne suppose pas que p soit strictement hyperboligue. On

se donne b € C(p, a).

a) Soit x € V et s* € R ; on utilise les fonctions ¢; définies & la question ITI-11). Soit t™ une racine
zéelle de t — p(s*a—tb—x), de multiplicité r. Montrer qu'au plus T d’entre les fonctions ¢; prennent
la valeur s™ en t~.

b) En déduire que p est hyperbolique dans la direction b.

Les preuves des autres résultats de la partie ITI restant valables, on pourra utiliser par la suite le fait que
o x — Ay (x, a) est concave et C(p, a) est un cone convexe ;
o sib e C(p,a), alors C(p,b) = C(p, a).
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V L’inégalité de Garding sur le cone C(p,a)
Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie 1 et d > 2 un entier. Une application
Vi=Vx..xV=aR
M:V
d copies
est dite symétrique si
M(Xc(l), oy xg(d)) = M(xl; vy xd))
pour tous vecteurs x1,...,%a € V et pour toute permutation o de [1,n]. o 1
Une forme d-linéaire symétrique est une application M comme ci-dessus, qul satisfait de plus
M(Axy + Hys, Xa, ..., Xa) = AM(xg, X2, vemy Xd) ¥ HM(UD"ZV-"“)’
pour tous vecteurs y;,X,...,%Xq € V et pour tous A, p € .
Soit M une forme d-linéaire symétrique. La fonction p définie par
P(x) =M(xy.00yx), VXEV
est alors polynomiale, homogéne de degré d. On suppose que p est hyperbolique dans la direction de a, un
vecteur non nul.
20) Soit b € C(p, a).
a) Prouver l'identité dM(x,b,...,b) = p(b) E?:l M(x,b), ¥x € V.
b) En déduire que M(a, b,...,b) > p(a)/dp(b)(d-1/d,

On pourra admettre sans démonstration l'inégalité arithmético-géométrigue : si ugy...,Ud sont des
nombres réels positifs, alors

1
a—(u; ook ug) > (w...ug)e

21) Vérifier que x — M(a,X,...,X) est un polynéme hyperbolique sur V, dans la direction de a.
22) Montrer que pour tout choix des vecteurs x!,...,x¢ dans C(p,a), on a
d
M(x},...,x4) > Hp(x’)“d.

j=1
On pourra faire un raisonnement par récurrence sur le degré d.
23) Applications :

a) Soit m > 1 et B la forme polaire d'une forme quadratique q définie positive sur R™. Soit o, f € R et
wv € R™ Sia>/q(u)et f>+/q(v), montrer que

af - B(w,v) > V(o2 - q(w))(B* - q(v))-

b) Si A € Mga(R) est une matrice carrée, on définit son permanent
per(A) = z Qyp(1)++ - Adp(d)»
: pPEBijy
ot Bij, désigne l'ensemble des bijections de {1,...,d} dans lui-méme. Si A est a coefficients positifs,
montrer l'inégalité

perd) > @) T o)™,

1<ij<d
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VI Concavité de p'/¢ sur le cone C(p,a)

On H;p'rend.les notations de la partie V. On pourra admettre que pour tout polynéme homogéne p de degré d
sur V, il existe une forme d-linéaire symétrique M sur V telle que p(x) = M(x,...,x) pour tout x dans V.

24) Soit x,y € C(p, a). En exprimant p(x +y) au moyen de M, montrer que

plx+1) > (p(x)" 4+ pv)/4)*.

) En déduire que la fonction x — p(x)V/¢ est concave sur C(p, a).
25) Montrer que I'ensemble des matrices symétriques définies positives & d lignes et d colonnes est un céne
convexe, sur lequel I'application S ++ (det S)*/¢ est concave.

VII Inégalités de Weyl

On considére dans cette partie un polynéme homogéne p sur un espace vectoriel V de dimension n > 3. On
suppose que P est strictement hyperbolique (voir III pour cette notion) dans la direction de a, de degré
d > 2. Comme on ne considérera pas d'autre direction d’hyperbolicité que a, on notera Ar(x) au lieu de
Ar(x,a). On se donne trois indices i,j,k € [1,d] vérifiant j < i et k+ 1 =i+j. On suppose, jusqu’a la
question 30 qu'il existe deux vecteurs x,y € V tels que

M(x+ 1Y) < A(x) + A5(y)-

26) Montrer que nécessairement, k > 2.
27) Montrer qu'il existe u,v € V satisfaisant

Ac(w+v) <As(u),  A(v)<0sit<j,  A(v)>0sit>].

28) On choisit un élément A* de l'intervalle JAx (1 + v),A;(1)[, et on considére les fonctions @ : R — R
définies par @.(t) = Ar(u+1tv), 7 € [1,d]. En examinant les valeurs de ¢, en t =0, t = 1 et au voisinage
de +00, donner un minorant du nombre de solutions de I’équation @,(t) = A*. Ce minorant dépend de
l'indice r.

29) a) En déduire que le nombre de racines du polynéme t — p(A*a — u — tv) est minoré par

D= card(fid N1, d+1]])
+ card([1,j—1]Nn[d+2-3j,4d])
+2card([1,j - 1N [1,d+ 1 —jIn[i,d])
+ 2card([j,d] N [d+2—3j,d] N[L,k])
+ 2card([j, d] N [1,d + 1 —j] n[i, k]).

b) Simplifier cette identité en

D = card([j, d + 1 = j]) + 2 card([d + 2 — j, k]) + 2card([j, d + 1 = j] N [i, k).

30) Montrer que D =d +2.
31) Finalement, en conclure que si des entiers 1,j,{ € [1,d] sont tels que £ >i+j— 1, alors on a

}\C(x+y) 2)‘1(7()'*}\)(.9)’ VX,U eV

32) Cette inégalité est-elle encore vraie lorsque le polynéme hyperbolique p n’est pas strictement hyper-
bolique ?
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Bernard Randé
Partie I

Lorsque a n'est pas ambigu, on note ) () plutot que Ai(z,a).
1. On a P(tv) = t4P(v). Par dérivation par rapport & ¢

Zv, = dt*"' P(v).

En évaluant ent =1,

9P
g‘v;%(v) = dP(v).

2. Pourp = 2" ... .2l

plta—z) =tda]" ... +q(t), avec degg < d—1.

Par combinaison linéaire, pour p homogene de degré d,
p(ta — z) = p(a)t? + (), avec degr < d — 1.

Comme p(a) # 0, deg, p(ta — =) = d. Comme ce polyndme est scindé dans
R, il admet d racines réelles, comptées avec multiplicité.

3. e D'apres 2,

,::jl

p(ta—z)=p(a) | | (t - Mi(z)).
i=1
Faisant ¢ = 0 et divisant par (—1)¢,
d
p(a) = p(@) [T i(x).

Il
-

1

eOna,sis#0,

d d d
p(ta - sz) = p(a) [ [t - Ai(sz)) = s°p(e) H(% = Xi(@)) = p(a) [ J(t = shi(x)).
i=1 i=1 =1
Sis >0, Ai(sz) = shi(z) tandis que si s < 0, A\;j(s2) = sAg1-s(x). Sis =0,
tous les A; sont nuls. ,
¢ On a p(ta — z — sa) = p(a) ]:[l(t —s—Ai(z)). Donc \;(z + sa) = s+ \i(z).




. Im —
4. Cette fonction p est homogene de degré m sur Sm(R). Comuie f (t mest
) est scindé dans R d'aprés le théoréme spectral et que pIm) = 1, p
hyperbolique dans la direction I,,.

5. Pour k = n, 1a forme q est strictement positive et ne peut donc s'annuler
en dehors de 0. Elle n'est done pas hyperbolique. Supposons plutét k € [1,n—1].
* Supposons ¢ hyperbolique dans la direction a, avec d’abord g(a) > 0. Alors,
pour tout a,
alta - ) = g(a)t? ~ 2tB(a, ) + (z)
est scindé dang R, donc B(a,z)? > q(a)q

(z). Considérons I'ensemble V des z tels
que B(a,z) = 0. Comme Bla,a) > 0,

cest un hyperplan. Si z € V, q(z) < 0.

Supposons par I'absurde % 2 2. Soit I = vect(ey, ez). Il existe z € Vniv —{0}.
Or ¢(z) > 0 car ¢ €1, ce qui est une contradiction. Donc k = 1, )

En étudiant le cas a(a) <0, par changement de g en —q, on voit qu'il est

nécessaire que k {l,n-1}.

* Supposons réciproquement que k =1 par exemple. Alors

qltey —z) = (t—.rl)z—:cz—----—n:ﬁ.

Clest un polynéme scindé dans R.D

€1. Et de méme 5

6. On a

onc g est hyperbolique dans Ja direction
k=n-1 (en remplagant e, par en).

ditp(ta —2) = (aVp)(ta — z).

D’aprés le théoréme de Rolle, ce polynéme est scin
dp(a) # 0. Enfin, aVp est manifestement homogéne

7. ¢ On sait que

dédansR. Opa (aVp)(a) =
de degré d — 1.

[Mt-2)= D (1R (),
i=1 k=0

Dérivons cette égalité par rapport & x; :

n

“Ie-e = 3y

i3] k=0
Multiplions par t—x;:

n

r cgn—tk+1 Ok S e O
_'H(t—xi) = Z(—l)kt"—’ﬁd%(m)—xjfi_;)(—l)ktn ng(x)

i=1 k=0 5
n-—1 n
y 0%y can—k Ok
= 2 UM ) o SN ayeenen )
p3y By ()7 e

to




. . . L k+1
En identifiant le terme en t"~* et en divisant par (-1) ki

OBy 05
Ti(z) = -—8;]_—(-73) + %5 5, (@)-

Sommons pour j entre 1 et n:
nS(a) = (¢ - Tk (2) + KE()

grace & 1 et au fait que ¥ est homogene de degré k.

Finalement, £y, = =z (¢ VEjs1) pour k<n-1
dante. Il est évident que Yn est

o Raisonnons alors par récurrence descen st
= H(t . Zi). Si Ek-‘l—l est

hyperbolique dans la direction €, puisque Sq(te — z) = '

1
hyperbolique dans la direction ¢, alors, d'apres 6, e- VE 4 'est aussl, donc Tk
de méme.
inue en T. Alors il existe € > 0 et une suite (z™)

8. Supposons £ non cont
— F(z|| 2 . Si I'on applique ceci & m = p(k),

tendant vers T tels que ||[F(z™)
on obtient une contradiction.

9.a e Soit P = 4+ a.d_]td"l + e
|u = 1. Alors

. + ap et u une racine de P. Supposons

ud = —ad,_lud'l — - —Qap,

donc
ful? < (lag—1} + -+ laol)lul™"-

Par conséquent, |u| < M(P) avec M(P) := max(1,|ag—1|+--+ |aol)-

o Soit A tel que, pour tout m, [z™] <€ A. Posons Pn(t) := p(ta —z™) =
4+ ag_y(Tp)td 14 -+ag(z™), ol ag, . .., @d—1 SONE continues (polynomiales)
sur R™, donc bornées sur B(0, A). Il en résulte qu'il existe M’ tel que, pour
tout m, M(P,,) < M’ et donc, pour tout m et tout i, |Ai(z™)| < M.

9.b Soit (z™) une suite convergeant vers T. Pour montrer que A est continue
en T, il suffit d’aprés 8 de montrer que Pon peut trouver ¢ telle que A(z#®)) —
A(z). Comme la suite (A(z™)) est bornée dans R¢, espace de dimension finie, il
existe o telle que A(z#(*¥)) — 1 € R%. Par passage & la limite dans les inégalités

larges, Iy < -+ < la.
D’autre part, p(ta — z#*)) — p(ta — 7). Mais, d'un autre coté,

d
p(ta — 2#®) = [Tt - X(z*®)) = f[(t =)

i=1
Par conséquent, I; = \(Z) (grice a I'ordonnement), donc Az#R)) = A(Z).
Ainsi, A est continue en 7.

10. » Remarquons que a € C(p,a) car p(ta —a) = (t - 1)9p(a).
e Sibe C(p,a), alors, pour t €]0,1],



*Sibe C(p,a), les racines de ¢ —

(a-Vp)(ta—b) appartiennent & I'enveloppe
convexe de celles de ¢ +— p(ta—b) (d

aprés Rolle), donc sont strictement positives.

11. « Comme ¥j est continue, il

suffit de montrer qu'elle tend vers oo en
€. On a, pour v > 0,

T
Aj(ub+x) = uAj(b+ Z)::;ou)\j(b)

par continuité de A;j et le fait que Aj(b) > 0. Donc v;i(u) oo TOO-
u—+oo
De méme, pour u < 0,

z\j(ub + :L') = uAd.{.[_]‘(b + £) ~ uAd+1_j(b)
U -0
et done o;(u) —
U——o0
s Par hypothese, si ©;(u)
donc z € vect(q, b)
donc

—0Q.

= vx(u) pour j # k, alors ub+ 2 est colinéaire 2 a,
- Si réciproquement cette condition est réalisée, r = qq — Bb,

P(ua = (Bb+2)) = p((u - a

)a) = (u - a)%p(a)
donc A;(8b + T)

= a pour tout j.
12. e Sib e C(p, a), p(b) = p(a)
non colinéaire 3 q,

* Supposons que € vect(a,b). Pour chaque i, I'équation Aifwb+z) = 0
admet une racine u; d'aprés 11 et, si

3 # 4, # v (sinon Pilw) = p;(uy)),
donc ces racines sont distinctes.Qr

d
IT Xi(b) £ 0. On suppose dans la suite §
i=1

d
pub+2) = p(a) [ Ms(ub+ ),

i=1
donc u — p(ub + ) s’annule en les ¢ réels distincts ;.

* Supposons r ¢ vect(b), mais z ¢ vect(a,b). On peut done écrire ¢ =
aa + 3b, avee o #0.0na

plub+z) = P((u+B)b+aa) = (u+a

i
polyndme en u scindé & racines simples,

13. e Supposons d’abord que z € vect(a,b). Alors
P((h+2) — ta) = p((u+ B)b + (o - t)a)p(a) [t~ - (u+ g)r(-b,ay),

d’aprés le calcul Précédent. Les racines de ce polyndme en ¢ sont les

o — ('U:+ ﬁ)Ai(_b: a) =a+ ('U + ﬁ)’\d-f-l—f(bva))

4

@ LG5 -M6.0) = 5@ [Tla- sy ob ),




qui sont bien des fonctions strictement croissantes de u.

* Supposons & présent que = & vect(a,b).

Considérons le polynome p(ta —ub— ), de la variable u (pour ¢ fixé). Il est
de degré d (car p(b) # 0). Notons Ij I'ensemble des u tels que t = A\j(ub+z,a).
Deux ensembles Ij d’indices distincts sont disjoints, d’apres le deuxiéme alinéa
de la question 11. Chaque K est non vide d’aprés la surjectivité montrée dans
la question 11. 11 y a d ensembles K ; et d racines (en u) de 'équation p(ta —
ub—2) = 0. Il y en a donc exactement une dans chaque Kj, ce qui montre
Pinjectivité de u — Aj(ud + 2, a).

¢ L'application u — ;(ub + x,a) est injective et continue sur R. Elle est
donc strictement monotone, et strictement croissant d’aprés son étude en +o0.

14. o Il est clair que, si x € C(p,a) et t > 0, alors tx € C(p,a). Soit z et
y dans C(p, a) ot t €]0,1[. Puisque tz et (1 — t)y sont dans C(p, a), il suffit de
montrer que z -+ y € C(p,a).

Ona Ai(x+y,a) > M\ (y,a) dapres 13, car = € C(p,a). Done A (z+y,a) > 0
car y € C(p,a).

Ainsi, C(p,a) est un céne convexe.
¢ Montrons que, si x et y sont dans C(p, a), M1 (z+y,a) > Ai(z,a)+ M (y,a).
Posons a := \y(2,a) et B := A\ (y,a) et soit ¢ > 0. Alors, u:=z — (¢ —¢€)a
et v:=y — (B - ¢)b sont dans C(p,a), donc u + v aussi, de sorte que
Mz +y,a) — (a+8-2¢) > 0.

Faisant tendre ¢ vers 0,

M +y,a) 2 e+ =Mz, a) + M (y.a).
* Sit €], 11,

A ((1 =)z +ty,a) 2 M((1 = t)z) + Ai(ty) = (1 — )M (2, ) + thi (y, ),
donc A (+,a) est une fonetion concave.
15.51t <0,
q(tb - z) = g(a) [[ Mi(th - 2,0).

Sit<0,x—tbe C(p,a) daprés 14, done A (tb —z,a) < 0. Par conséquent,
g(tb— ) ne s'annule pas dans | - 00, 0], et ses racines sont strictement positives.
En particulier, A, (z,b) > 0.

16. Soit & € C(p,a). Alors d’aprés ce qui précede, 2 € C(p,b) et donc
C(p,a) C C(p,b). En particulier, a € C(p,b) et, par symétrie, C(p,a) = C(p,b).

17.a Considérons 'ensemble A des couples (%, j) tels que R(i,7) # 0 (avec

R =Y R(i,j)z'y?). On a (m,0) et (0,p) dans A. Considérons les droites issues
)
de (m,0) joignant un point de A (il y en a au moins une). Leurs pentes sont







. ] o
rationnelles strictement négatives (car (0,0) ¢ A), et en nombre fini. Soit B’

avee pged(a, f) = 1 et § > 0, @ > 0, la plus grande, de sorte que 1'équation

de la droite correspondante est L= —-%,ouazr+ fy = ma. Si (4,§) € 4,

on a donc ai + 35 > ma et il existe au moins deux éléments de A tels que
ai+ 35 = ma. On pose

Ro(z,y):= Y R(i,j)c'y

ai+fBij=ma
et
Rzy):= 3 RG,j)e'y.
ai+8j2ma+1
Ona
R . +
Boz,y)=2™ 5™ (i, jyizim,
ai+Bj=ma
Or 8j = (m —1)a, donc j = ka et m — 1 = kf pour un certain k € N (car
a > 0). Donc
Ro(z,9) =™y sypheg=ha = 2™ Qo(y*z k)
&
avec

Qo(t) = Esktk-
k

On a vu que R, contient deux termes au moins, dont un terme en ™
qui implique que Qy(0) # 0. Dautre part, puis k3 = (
somme, définissant Ry, on a BdegQq
injective (puisque nécessairement j=
au moins dans Ry implique qu'il y
pPas constant.

, ce
m —1) £ m dans la
< m. Enfin, (1,5) — k est manifestement
ka) et donc le fait qu'il y ait deux termes
€n a au moins deux dans Qo, qui donc n’est

17.b Avec les notations du a,

R(zu®,) = 2™ Qy (2~ ™)+ By (2u®, uf) = U (2™ Qo (22

FTPHUTO Ry (20, uB)),

Posons ﬁ(z) = 2™Qo(2~P). Alors R est un polyndme puisque BdegQqy < m.
De plus, R;(zu*,u?) est une combinaison linéaire de z'u™ 85 ayec g 4 Gi >
am +1, done u=™ Ry (2u®, u®) est de la forme uS(z,u). Cela donne la forme
indiquée. X

Puisque Qp admet au moins deux termes, il en va de méme de R qui, done,
n'est pas constant et admet une racine non nulle,

17.cSiw ¢ R, soit r > 0 tel que D'(w,r) C C—R et en outre tel que D'(w, 1)
ne contienne pas d’autre racine de R. En particulier, inf |R(z)|=:¢> 0.Soit

M= sup IS(zu)l. 8i [u| < min(5%,1), on a [My| < £ et donc
(z,u)€D!(0,r)x D(0,1)

|z=w|=r




IuS(z,u)| S_ 5. Par conséquent, il existe z € D'(0,7) tel que R(z)+uS(z,u) = 0.
En particulier, z n'est pas réel et, de plus, R(zu®,u%) = 0.

18.a Si R a une racine non réelle, pour |u| assez petit, il existe z non réel tel
que I?(zu“,uﬁ) = 0. Prenons u réel assez petit et non nul. Alors zu® est réel,
e qui contredit 'hypothése.

18.b Soit Z I'ensemble des racines de R et z € Z. Posons w := ¢ 5" Ona

R(zw*u®,uP) = u®™(R(2w®) + uS (2w, u)).

Done
R(zwou®, uf) _ R(z(uw)?, (uw)?) am
uam - (uw)“m
Or R(Z’fn‘,"s) e R(z) = 0. Donc
R(:w“) =0.

Ainsi, zw®™ € Z. Si donc z est une racine non nulle de }-:t, réelle par hypothése,
2w® étant encore réel, w® est réel. Donc %" =keZ,soit 3|2

18.c On applique ce qui précéde au polynéme U(z,y) := R(z,—y), qui
possede les mémes m, 7, et 3. Pour y réel, U(z,y) est scindé dans R. On écrit

U(zu®,u?) = ut™(U(2) + uV (2, u)).
Soit z une racine non nulle de I et w := ¢%. On a

vy @ 4B\ —am
U(zu®,u”)u u_OO.
Donc
U(z(wu)®, (wu)P)u=em — 0.

u-—0

Or

U(z(wu)?, (wu)?)u™"™ = U((zw®)u®, —uf)u=™ = R((zw®)u®, vP)u—o™ - R(zw®).
Donc zw® € R, d’oi1 B | o, soit f=1.
18.d On a (r,0) € Aet donc fp=p > am > m.

19.a On pose ¢(s, t) := p(sa—tb—z) = p(a) [[(s—Xi(tb+z,a)) et R(X,Y) :=

1
p((X +s)a— (Y +t)b—2) = o(X + s*Y 4 t*). Si t* est une racine de
t — p(s*,t), de multiplicité r, 0 est une racine de R(0,Y), de multiplicité r.
Notons que R(0,Y) n’est pas le polyndme nul, puisque p(b) # 0. Soit m la
multiplicité de 0 dans R(X,0) (multiplicité nulle si ce n'est pas racine). Notons
que R(X,0) n'est pas le polynome nul (il est de degré d). Si y € R, z — R(z,y)
est scindé dans R par hypothese. D’apreés 18.d, r 2 m.



Il en résulte que la multiplicité m de s* comme racine de s — (s,t*) est

inférieure ou égale & celle de t* comme racine de t — o(s*,t). Il y a donc au
plus 7 indices 7 tels que A;(t*b 4 z,a) = s

19.b 1l s'agit de montrer que ¢ — p(th+z
que le résultat de la

On note t,,
a aussi

) est scindé dans R. Remarquons
question 11 n’utilise pas la stricte hyperbolicité.
-tk les racines de ce polynéme, t, étant de multiplicité . On

d
p(tb +z) = p(a) [ [ Ai(td + =, ).
i=1
Pour chaque 4, il existe au moins un ¢t tel que \;(tb + z,a) =04
question 11, et ce t est nécessairement |
les 7 correspondant au méme tq,

apres la
un des ¢g. On en choisit et on regroupe
de sorte que

d=3 15 Altb+z,0) =0} < Tr,
q q
en appliquant a & s* = 0. Donc P(tb+ ) est scindé dans R.
20.a On sait d’aprés 19 que p est hyperbolique dans la direction b, donc que
Pt = 2) = p(b) [ ] (b~ Xi(a,)) = p(b)z? = p(b) 3" Mo(, Byt -
i i
D'un autre c5té,

P(th — x) = t*p(b) — dM(z,b,--- ,b)t¢=1 4 ...
par d-linéarité et symétrie. Cela donne le résultat par identification.

20.b On suppose par la suite que p(a) > 0.
On sait que

M(ab,...,b) = 2p(0) 3 Aa,b) 2 O[T (e, b))%

Or p(a) = p(b) [T \i(a, b) d’apres 3. Done
i

1

M@ 2 0 = )byt
21.0n a
p(ta — ) = M(ta - z,...,ta —z)
et donc

ke (ta—z) = M(a,ta—z,

7 - ta=z)+ +M(ta-2,..., ta—z, a) = dM(a, ta—z,

< ta—2).




9 D’aprés Rolle, £p(ta—xz) est scindé dans R, ce qui montre le résultat (p(a) #

22. Raisonnons par récurrence sur d. Lorsque d = 1, il n’y a rien a montrer.
Supposons le résultat vrai au rang d — 1. Soit M symétrique homoggne de degré
d hyperbolique dans la direction @. On suppose toujours p(a) > 0. Fixons 7.
D’aprés 21, le polynéme p; qui & x associe M (z, ..., 7,2, 2,.. ., z) est homogene
de degré d—1, hyperbolique dans la direction z* ( ar, d aprés 19 sizt € C(p,a),
P est hyperbolique dans la direction z*). On a aussi p(z ) > 0.

11 en résulte que
M.,z 3 [[ pas) ™
J#t
et donc

M(,...,a%)% > T[(p(z;)7)*!
J

par produit. Donc
ﬂf Hp z:j
i

23.a Considérons sur R" x R la forme bilinéaire symétrique définie par
‘I’((u, O.’), (U)ﬁ)) =aff - B(U,’U),

et p la forme quadratique associée & @. On sait d'aprés 5 que p est hyperbohque
dans la direction a = (0,1) telle que p(a) = 1. La condition o® — g(u) > 0
exprime que p(u,a) > 0. Vérifions que z := (u,a) € C(p,a). On a

p(ta — ) = t2 — 28(a, z)t + p(z).

Le produit des racines est > 0 et leur somme, égale & &(a,z) = @ > 0. Donc
z € C(p, a), et de méme y := (v, 3) € C(p,a). Donc

B(z,y) > Vp(x)p(y,

soit

aff — Bu,v) > v/(e? — q(u)) (8% — q(w)).

23.b On applique directement I'inégalité entre moyenne arithmétique et
géométrique. On a

4 pel A H a; (1) ﬂd‘p(d))ir,




On compte le nombre de fois qu’apparait d

ans ce produit un terme a; ;. Clest
exactement le nombre de pe

rmutations telles que p(i) = j, soit (d—1)!. Ainsi,
1 (d=1)
E])(’I‘A > (H ai.j) ddll Y,

' i\

soit
per A = d'(H a,-|j)§’.
1)
24.0na
plxz+y) = _’l[(x+y,...,x+y)
d
M(z,... z)+...+ (k)M(y,...,y,z,...,z,...)+---+M(y,...,y)

ol le terme général contient & termes en y. On a utilis¢ [a symétrie de M. Comme
T et y sont dans C(p, a), on peut appliquer 22 au d-uplet W yzy.. 2, ):

d
Pe+1)> Y (050} = (o(a)} 4 piyy by
k=0

Si f(z) :== p(z)2, on a onc, pour ¢ € (0, 1]

d
A=tz +ty) > £(1- ) + Fty) = (1= ) f(z) + £ (y).

25. L’application det est hyperbolique dans 1a direction I, (sur Sy(R)). De
plus, det(tl; — S) a ses racines dans J0,+00] si et seulement s S SH(R).

Donc C(det, I) = 57*(R) est un cone convexe, et d’aprés 24 S — (det S)¥ est
concave.

26. Sik:l,alorsi:j:let
M(z +y) < Ai(@) + M (),
ce qui contredit 14,

27.Soite > Oetu = 2—cq, v := y=(Xi(y)—e)a. Alors yty = (@+y)=X;(v),
de sorte que

Me(u+v) — Ai(u) = Az +¥) = \i(y) - Ai(z) + e

On choisit déja ¢ tel que cette quantité soit < 0.
De plus, pour 7 < j,

Ar(v) = Ar(y) = Aj(y) + ¢ < Aj=1(y) = \i(@) + e,
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et on choisit € > 0 de facon que cette quantité soit strictement négative. En
outre, pour r 2 j,

Ar(v) = Ae(y) — Aj(y) +e 2 €>0.

28.¢Ona
er(0) = Ar(u) 5 @r(1) = Ar(u+v)
et
or(t) +"c:ot’\r(v), @r(t) _";’OtAdH-r(U)-

o Notons Ay, ..., 45 les ensembles apparaissant dans cet ordre dans la ques-
tion 20.a. On note tout de suite que A, = Az = (. Notons N(r) le nombre de
solutions de I’équation (t) = A"

e Soit r € 4) = [j,d+1-]].

Premier cas : 7 € A; N [i,k] = As. Alors r(0) = N(u) > A% (1) €
(U +v) < N, or(+00) = +00 et @r(—00) = —o0. Done N(r) 2 3.

Deuxieme cas : cas général. Alors ¢,(0) > A;(u) 2 N(u) > At et o) =
(=00)Xg1-r(v) = —o0. Donc N(r) =z 1

o Soit € Ay. On a (1) = A(u+v) < Me(u+ v) < A*. De plus,

or(+00) = (+00)Ar(v) = +00

carT 2 j, et
0(—00) = (—00)Ags1-r(v) = +00

card+1—r < j. Ainsi, N(r) > 2.
29.a On a obtenu la minoration dans la question 28.
29.b On a que d+2—7 > j, donc Ay = [d+2—j,k]. Le reste a déja été vu.
30.-Sid+2—jsk,onaaussid+1—jsketdonc

D=d+1—2j+1+2(k—d—2+j+l)+2(d+l—j—i+l)=d+2.
eSid+1—j>kona

D=d+1-2j+1+2k-2i+1)=d+2

31. Les hypothéses faites au départ sont contradictoires, car un polyndme
de degré d ne peut avoir d + 2 racines. Dong, si i + j = k + 1, pour tout (,y),
ez + 1) = Miz) + A5(y). Sil+12 i+j,onal>ket, par conséquent,

iz +y) 2 Mi@) + A ()
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32, Cette solution est inspirée d'un article de Denis Serre, de janvier 2008,
Weyl and Lidskii incqualitics for general hyperbolic polynomials,

www.umpa.cns-lyon.[r/ serre/DPF /WL2.pdf

Dans ce qui suit, d et a sont fixés, L'espace vectoriel Homy des polynémes
homogenes de degré d est de dimension finie, donc toutes les normes y sont
¢quivalentes, On prend comme norme sur Homy le suprémum sur la boule unité
(de V), pour une norme quelconque sur V,

¢ Soit H 'ensemble des polyndmes homogenes de degré d, hyperboliques
dans la direction a. On considere P € H et on fixe i,jetltelsquel 2i+j—1.
Il s’agit de montrer que \(z +y, P) 2 \(z, P) + Aj(y, P). D'apres la question
9, les fonctions (, P) Ak(z, P) sont continues.

* Supposons montré que, pour x ¢ Ra fixé, I'ensemble SH(z) des polynémes
P hyperboliques tels que P(ta — x) soit & racines simples est dense dans H. On
vérifie facilement que SH(z) est un ouvert (on fixe d+1 points intercalés entre
les d racines de P(ta — ), et aussi entre les racines extrémes et les infinis, on
constate que, si Q est assez proche de P, Q(ta — z) prend des valeurs de signes
alternés et on applique le théoréme des valeurs intermédiaires). Ainsi, SH(z) est
un ouvert dense de H, fermé de Homy (on peut montrer que le complémentaire
est ouvert; si Q ¢ H, il existe z tel que Q(ta — z) admette une racine complexe
non réelle. En appliquant la méthode de 17, on voit que si R est assez proche

de Q, R(ta - z) admet une racine non réelle). Donc H est est complet, donc de
Baire.

Soit X une partie dénombrable de V — Rq dense dans V (par exemple, les
points & coordonnées rationnelles). D’aprés le théoreme de Baire, ﬂx SH(z)
z<

est dense dans H. Soit (Py) une suite de QSH (x) convergeant vers P et (z,),

(yn) des suites d’éléments de X convergeant vers z et y respectivement.
On peut appliquer la question 31 :

/\l(zn + y'mPn) 2 ’\i(ImPn) -+ /\j(ymPn)~

Par passage 4 la limite, on a l'inégalité souhaitée.

* Montrons & présent le résultat admis. Soit ¢ Ra. Soit ¢ une forme linéaire
non nulle s’annulant en @, mais pas en z. On la prend de norme d’opérateur égale
al.

Posons C := | (a.é,) py- Considérons € > 0 et le polynome

Q(y) = P(y) + Cep(y)(a.V)P(y),
qui est bien homogene de degré d. On a
Q(ta — z) = P(ta — z) — ep(z)(a.V) P(ta — ).

Notons e le nombre de racines simples de Q(ta — ).
Déja, ce polynome est scindé dans R car

Qlta - ) = () + W/(0) = e (M)
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ol ¥(t) 1= P(ta — ). On applique ensuite le théoréme de Rolle (en utilisant
un point a Iinfini). On suppose a présent que A 7# 0. Notons e le nombre
de racines simples de Q(ta — z). On constate par application de Rolle que le
nombre de racines simples de Q(ta — z) est au moins égal & e + 1. Montrons
alors par récurrence descendante sur e que I'ensemble des polynémes strictement
hyperboliques est dense dans I'ensemble des polynomes hyperboliques tels que
P(ta—=x) ait au moins e racines distinctes. Soit P un polynéme de cet ensemble.
Si e = d, P est déja strictement hyperbolique. Supposons le résultat au rang
e+ 1. Soit P tel que P(ta — z) ait au moins e racines simples. Alors, avec les
notations ci-dessus, on choisit R strictement hyperbolique tel que ||@ — R|| Le.
Or ||IP - Q| € Celll¢lllla- VP|l = & Donc |P =Rl < 2, ce qui permet de
conclure.
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