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Préface

Ce livre contient des chapitres indispensables de mathématiques de deuxieéme
année de CPGE filiere MP. Les chapitres de ce cours ont étés inspirés des
notes de cours de la MP*4 du lycée Louis-le-Grand pendant I’année scolaire
2018/2019. Toutes les propriétés, théoremes, et différents éléments ont été
rédigés de maniere assez détaillée et sont accompagnés, lorsque cela est nécessaire,
de schémas et dessins qui aideront 1’éleve a avoir I'intuition de chaque résultat
présenté. Tous les exercices du cours ont étés corrigés de maniere assez détaillée
de maniere a ce que 1’éleve puisse progresser si jamais il n’arrive pas a résoudre
un exercice. Tous les cours contiennent un nombre considérable de notions
hors programme treés utiles pour les concours de haut niveau (X-ENS, Centrale,
Mines-Ponts). Nous espérons que le contenu de ce livre sera utile pour les éleves
désirant s’approfondir dans les notions vues en deuxiéme année. Les chapitres
actuellement présents dans cette version du livre ne représentent pas 'intégralité
des chapitres du cours. Par conséquent, ce livre sera progressivement mis a jour
sur le site cpge-paradise.com. A noter qu’une grande partie des résultats hors
programmes présentés dans ce livre sont sous forme d’exercice, il est donc sou-
vent utile de mémoriser I'idée derriere (sans trop perdre de temps!) les résultats
présentés dans les exercices. Si jamais vous repérez une erreur ou alors quelque
chose qui n’est pas claire lors de votre lecture, n’hésitez pas a nous contacter
via I’adresse contact@cpge-paradise.com.
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CHAPITRE 1

Ordre, inégalités

I Borne supérieure

Rappel I.1.

Toute partie de R non vide et majorée possede une borne supérieure.

Contre-exemple dans Q : L’ensemble A = {r € Q|7? < 2} ne posséde pas de borne supérieure ra-
tionnelle. En effet, supposons qu'’il en ait une et posons C = sup A € Q. Alors 0 < C < /2 car v/2 est
un majorant de A, et 0 € A. Mieux, C < v/2 car v/2 est irrationnel. Par densité de Q dans R, il existe
reQtel que 0 < C < r < /2. Doncr? <2, donc C n'est pas le supremum de A.

,—[Proposition I.2.} \

Soit ¢ € R. Si A est une partie de R non vide et majorée, alors on a I’équivalence :

c=supA <= Ve eA z<cet Ve>0,dJxeA c—ec<ax<ec

4 Applications

1. Le théoréme de la limite monotone pour les suites réelles bornées en est une.

2. Considérons une fonction f : RT —— R croissante et majorée. Alors f posséde une limite finie en
+00. En effet, posons £ = sup f, et fixons € > 0. Il existe alors z. € Rt tel que £ —e < f(x.) < £.

La croissance de f assure de plus que pour tout x > z., { —e < f(x) < {. Donc, f(x) = l.

,—[Proposition I.S.J \

Soit A une partie de R non vide et majorée.
— Si A > 0, alors sup(AA) = Asup(A).
— Sia e R, sup(a+ A) =a+sup(A).
De méme, considérons des fonctions f et g d'un ensemble non vide I et a valeurs dans R.
— Si A >0, alors sup(Af) = Asup(f).
— Sia € R, sup(a+ f) =a+sup(f).
— sup(f + g) < sup(f) +sup(g).

Démonstration de I'inégalité. Pour tout x € I, f(z) + g(z) < sup(f) + sup(g).
Donc sup(f + ¢g) < sup(f) + sup(g)
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r—[Corollaire I.4.] N

Soient a et b € R tels que a < b. Alors 'application

0 ‘{(50([a,b],R) — R
S — sup(|f])

est une norme.

\. J

5 Supremum d’un ensemble paramétré par deux variables
Soient A et B deux ensembles non vides, et f : A x B — R une fonction majorée. Montrons que

sup f = sup (sup<f<x, y>>) ~up (sup<f<x, y>>) .

zeA \yeB yeB \z€A

Posons M = sup f, et pour tout « € A, posons pu, = sup(f(x,y)). Pour tout z € A, et pour tout
yeB
y € B, f(z,y) <M. Donc, pour tout x € A, u, <M. Donc sup(u,) < M.
z€A

Par ailleurs, pour tout (z,y) € A x B, f(z,y) < pz < sup(p,). Donc M < sup(pu,). Donc
x€EA €A

M = sup(po)

z€EA

et la deuxieme égalité se démontre de la méme maniere en échangeant les roles de z et y.

Considérons maintenant un ensemble non vide 2 indexant une famille (fy)eq de fonctions d’une partie
non vide I de R a valeurs dans R.
~ Définition 1.5.} \

On dit que
— (f))req est majorée si pour tout = € I, la famille de réels (fi(z))rcq est majorée.

— (fa)req est uniformément majorée s’il existe M € R tel que pour tout A € §2 et pour tout
17€I7jk0r)§;km

— (f))req est uniformément bornée s’il existe K € R tel que pour tout A € Q et pour tout
z el |fulz) <M.

Si pour tout z € I, (fA(2))req est majorée, on appelle enveloppe supérieure de la famille (f))req
la fonction

I —R
su :
S ) — sup(fi())
,—[Proposition I.G.J \

Si Q est fini et si les f) sont continues, alors sup(fy) est continue.
AEQ

\. J

Démonstration. Soient f; et f, deux fonctions continues sur I et a valeurs réelles.
N 1

Il est aisé de vérifier — donc loisible de retenir — que ? sup(fi1, f2) = §(f 1+ fa+1f1 — fal), ce qui assure

sa continuité.

Le principe de récurrence finie assure alors que sup(f)) est continue.
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Contre-exemple avec une famille infinie : Pour tout n € N et pour tout x € [0, 1], posons f,(z) =
1 —2". La famille de fonctions ainsi définie est uniformément bornée par 1 donc son enveloppe supérieure
est bien définie.

Or, (sup(fn)> (1) = 0 et pour tout z € [0, 1], (Sup(fn)> (x) = 1, donc I'enveloppe supérieure des f,, n’est

neN neN
pas continue.

II Encadrements

,—[Proposition II.1.] \

Soient a,b € R. On a I’équivalence

a<b <= Ve>0,a<b+e.

\. J

Démonstration. (=) Cette implication est immédiate.

a—>b a+b a+b
(<) Supposons que a > b et posons € = — Alors, par hypothese, a < _2|— mais i

Donc a < b.

< gacarb<a.

Encadrements de fractions
Sio<ad <a<ad"et <V <b< alors

<|=
VAN

Valeurs absolues
= SizeR, |z] <M <— —-M<z <M.
— Inégalité triangulaire : Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit (z1,..., z,) € (C*)". Alors

n n
k=1 k=1

[[21] = |22|| < |21+ 22| < |21] + |22] et

Démonstration de ’inégalité triangulaire. Avec deux complexes,
21 + 22" = 21" + 2Re(2172) + |22|” < |21|* + 2[212] + |22 = (|| + |22])*.

d’ou la majoration. Remarquons qu’en 'appliquant a nouveau, il vient que

N

’Zl|:|2’1+22—22‘§’21+22‘+‘22| et ’22’:‘224—21—21‘§|21+22‘+|21‘,

d’ou la minoration. Une récurrence permet de généraliser la majoration a n complexes.

+o00

Extension : Sila série ) _ |z,| converge, alors ) _z, converge également et |y z,| < Y |z,|.
n>0 n>0 n=0 n>0
4 Application
1 1
. N . -
Soit (uy,) € (C*)" telle que w, i ¢ # 0. Alors - eyl
1 1 [, — ¢ ) 0 .
En effet, pour tout n € N, |— — 7= W Par ailleurs, il existe n, € N tel que pour tout entier
n un
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l
n > ng, [0 —|u,| < |u, — €] < |2| Donc
031—1‘§2W”;ﬂ \ 0,
Up, Yl |£| n—-+00
ce qu’il fallait démontrer.

YCas d’égalité de I'inégalité triangulaire
Les points d’affixes z1,..., 2, sont sur une méme demi-droite d’origine O. En effet, raisonnons par
récurrence en introduisant, pour tout entier n > 2, I'assertion

n
D%

k=1

P« Y(z1,...,2,) € (C)", <

n
= |a] = Vk € [L;n], I\ e RT, 2, = )\kzl) »
k=1

étant entendu que les implications réciproques sont immédiates.

— Soient 21,29 € C* tels que |21 + 22| = |21| + |22|. En élevant 1'égalité au carré, il vient que
Re(z123) = |z123]. Donc la partie imaginaire de z;%Z est nulle. Mieux, il existe k € RT tel que

2172 = k, donc Z3 = ——7%; donc 2 = ——=2;. Donc P, est vraie.
2| |21]
— Soit n un entier supérieur ou égal a 2 tel que P, soit vraie.
n+1 n+1
Soit (21, ..., 2n, 2Zns1) € (C)" tel que | Y zx| = > |2/ Alors,
k=1 k=1
n+1 n n+1
Yz < lzngal + Doz < D0 -

L’égalité du majorant et du minorant assure que cet encadrement est une égalité, si bien que
n n
> 2 :J;M/IH— > " |zk]- Or, P, est vraie, donc pour tout k € [1;n], il existe A, € RT
k=1 k=1

tel que zp = A\p21.

Znf1| +

n

Zn+1 + sz
k=1

n

D 2

k=1

Par le méme raisonnement qu’a Uinitialisation, 1’égalité = |zpa1| + assure

lexistence de A, € R tel que 2,41 = \py121.
Donc P,,11 est vraie.

— Finalement, le principe de récurrence assure que le cas d’égalité est vérifié si, et seulement si,

les vecteurs d’affixes zi,..., 2, sont colinéaires et de méme sens, donc que les points d’affixes
21, ..., 2, appartiennent a une méme demi-droite d’origine O.
r—[Exercice II.Z.} \

Soit p un entier supérieur ou égal a 3. Soit (u,) € CN telle que pour tout n € N, u,y, =
1n+p—1

- Z U -
p k=n
1. Montrer que toute racine du polynéme caractéristique de (u,)nen est simple.

2. Montrer que (u,)nen converge.
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ﬁCaS d’égalité de l’inégalité triangulaire avec des sommes de séries

Soit (z,) € (C*)N telle qu Y _ |2,| converge. Donnons une condition nécessaire et suffisante pour que
n>0

+oo
>
n=0

+oo
=2 |zl
n=0

¥ Montrons qu’il s’agit de la méme condition que dans le cas réel i.e. pour tout n € N, il existe

A € RT tel que 2z, = M\, 2.
N

PIEN

n=0

C’est une condition suffisante car pour tout N € N,

N N N

= | 20| Z/\n = Z | Anzo| = Z | 2]
n=0 n=0 n=0

N N

Montrons qu’elle est nécessaire. Supposons qu’il existe N € N* tel que

n=0 n=0
Alors
+00 N +00 +00
Szl <Dz ] DDzl <D |zl
n=0 n=0 n=N-+1 n=0

N N

> 2| = > |z Le cas d’égalité de D'inégalité triangulaire
n=0 n=0

assure alors que tous les termes de (2, )nen sont sur une méme demi-droite d’origine O.

ce qui est faux. Donc pour tout N € N,

r—[Exercice II.3.] \
n—1
Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit (ag,...,a,_1) € C", et posons P = X" + Zaka
k=0

et p = max{|z| | P(z) = 0}.

1. Mont <1 .
ontrer que p < 1+ keI[[roli}Eu](‘akD

n—1
2. Montrer que p < max (1, Z ]ak|>.
k=0

,—[Application II.4.} \

Considérons une famille (Py)\cq de polynémes unitaires et de méme degré n > 2 définie par

n—1

YieQ, P,=X"+ Zak7/\Xk.

k=0

Si la famille de complexes (ay,») ke[on—1],ae0 ainsi définie est bornée, alors les racines des Py
forment une partie bornée du plan.
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III Inégalités classiques

,—(Théoréme (Inégalité de Cauchy-Schwarz) III.1.} \

Soit n € N*. Soient (x1,...,z,) et (y1,...,y,) € R™. Alors

\ J

’Lyl

n

2 n n

Démonstration. Examinons la différence (Zw1y2> - <Zx3> (ny) En développant, les termes
i=1 ' =

r?y? se simplifient.

De la somme au carré il ne reste que les doubles produits 2:clyzmjyj avec 1 < j, et du produit de sommes

il ne reste que les produits mixtes symétriquement regroupés z? yJ + 22 yz avec 1 < j Ainsi,

n 2 n n
(inyz) - (Zfﬁ) (Zﬁ) = > @) - @ +aiy)) =— Y (@ — )’ <0,
i=1 i=1 j=1 1<i<j<n 1<i<j<n
Identité de Lagrange : Pour n = 2, on a l'identité remarquable valable dans tout anneau commutatif
(2190 + 2292)° + (212 — 231)? = (27 + 23) (1 + v3)-

Inégalité de Cauchy-Schwarz pour les complexes : A l'aide de I'inégalité triangulaire, elle devient
immédiate. Soient (z1,...,2,) et (wy,...,w,) € C". Alors

n
szwk
k=1

n n n
< D L] lww| < $Z |Zi|2J > ol

k=1 k=1

Cas d’égalité de I’inégalité de Cauchy-Schwarz dans R”
r—[Corollaire III.Z.] .

Les propositions suivantes sont équivalentes :

— L’inégalité de Cauchy-Schwarz est une égalité.

— Tous les mineurs d’ordre 2 de la matrice Z := (;1 o i") sont nuls.
1 ocoo n

— 1rg(Z2) < 1.

— (x1,...,2,) et (y1,...,yn) sont colinéaires.

\. J

L’exercice suivant nécessite des notions présentées dans un chapitre ultérieur

r—[Exercice III.3.] N

Soit m un entier supérieur ou égal a 2. On considere I'espace des colonnes M,, 1(R) muni du
produit scalaire canonique (- |-) et on note || - || sa norme euclidienne.
Soit A € §;*. Montrer que pour tout X € M,,1(R),

IX]I* < \(AX[X)/(A-1X|X).
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r—[Exercice III.4.] N

Soit m un  entier supérieur ou égal a 2. Notons E  l’ensemble
n

{X:(xl,...,x =1

Calculer m = mln( Z xxj) et M = r}rilax( Z xx])

1<i#j<n 1<i#j<n

\. J

Inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur un segment réel [a, b]. Alors,

<[ 1R an [ ot a

b—a

Démonstration. Soit n € N*. Pour tout k € [1;n], posons t; = a + k X
Pour tout k € [1;n], posons x = f(t) et yp = g(t). D’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz,

b—al b
< Z IOCH2
nop5

En passant a la limite n — 400, on obtient ce qu’on voulait démontrer.

Inégalité de Minkowski : $Z(wz + 1) < \le + J > y2. En effet,
=1

i=1 i=1

n
OS5 riu
k=1

a n 9
Z |yk| .
k=1

Enilxz#% va +Zyz+2§)xyz<2x +Z%+2$Zx\liy3=(\lix%diyf) ,

i=1 Tzl i=1 =1

Cauchy-Schwarz

et le cas d’égalité est également réalisé lorsque (xy,...,2,) et (y1,...,y,) sont colinéaires.
On a un énoncé analogue avec les intégrales de fonctions continues par morceaux.

Inégalité de réarrangement : Supposons que z; < -+ < x, et y; < -+ < y,. Alors, pour toute
o€ G,

Zma(z < Zmzy]

Démonstration. L’ensemble &,, est fini donc il existe une partie P de &,, tel que pour toute o € P,
n

Zaza(i)yj est maximale.

=1
Si I'identité est dans P, il n’y a rien a démontrer. Supposons le contraire, et introduisons 'application

0 : P — [1;n]
or— min{j € [1;n] | o(j) # j}

puis, posons i = max(p), et notons o une permutation de P ot ce maximum est atteint. Enfin, posons
k = o~'(i). Par construction (i) > i et k > i. Alors, (25 — 2;)(yr — ¥;) > 0, donc, en développant

Tk + To(i)¥i < To(i)Yk + Tili-
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Considérons la permutation ¢ = 7,(x)»() © 0. L'inégalité se réécrit a I'aide de ¢ :

To() Uk T To(i)¥i < Ta(k)Yk + Ta(i)Yi

et, étant donné que o et & coincident en tout point de [1;n] distinct de ¢ et de k, alors

Y To¥i < D Ta(i)Ys
=1

i=1

donc & € P. Mais, par construction, ¢(¢) > i = max(p) ce qui est faux. Donc l'identité est dans P, ce
qu’il fallait démontrer.

IV Etude de fonctions

1. Fonctions homographiques

Soient ¢ # 0, et a, b, c € R tels que

CCL Z‘ # 0. La fonction f définie par

ar +b
cr +d

VxeR\{;}, f(z) =

est une fonction homographique. Elle est strictement monotone car sa dérivée est de signe constant :

ad — be

Vz e R\ {;} f'@) = g

2. Accroissements finis

Théoréme (Théoréme des accroissements finis) IV.l.}

Soient a et b € R tels que a < b. Soit f € €([a,b],C), telle que f soit dérivable sur ]a, b].
Si f([a,b]) C R, alors il existe ¢ €]a, b tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b—a).

Contre-exemple dans C : Un tel ¢ n’existe pas si a = 0, b = 27, et si on choisit f telle que pour tout
r € [0,2n], f(x) = €.

,—[Théoréme (Inégalité des accroisements finis) IV.2.} ‘

Soient a et b € R tels que a < b. Soit f € €([a,b],C), telle que f soit dérivable sur |a, b[.
Si | f’]| est bornée par M > 0, alors

£ (b) = f(a)] < M(b - a).

b
Si de plus, f’ est continue sur [a, b], on a 1'égalité f(b) — f(a) = / f'(t)dt donc

70 = @) < [ 17O < 1 oy (0 a).
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b b
Remarque. 1l est aisé de démontrer que / f (t)dt‘ < / |f(t)] dt & partir de I'inégalité analogue réelle.

b b
En effet, il existe # € R tel que / f(t)dt = / f(t)dt|e”.

b
/ e 0 f (t)dt’. Puis, en introduisant les fonctions réelles u et v telles
a

Donc /abewf(t)dt = ‘/abf(t)dt' =

que u + v = e £, il vient

)

/a W)t + i / ()t = / " F)ae

b
donc / v(t)dt = 0. Ainsi

b b b b, b
[rwa <] [uwar) < [Cula< [erwla= [Cirw)ae
3. Puissances
# Exemple
Soit (a,) € (RT)N. Soit r €]0, 1[ tel que »_al converge. Montrons que »_a,, converge.

n>0 n>0
Il suffit de remarquer qu’il existe n;y € N tel que pour tout entier n > n;, 0 < a, < a;, < 1, car

ar —— 0. D’ott la convergence de Y _a,,.
n——+00 >0
n>

_@-Clairement, cet exemple sert a rappeler que ¢ < ¢" si ¢ € [0, 1].
r—[Lemme IV.3.} \

Soit r €]0, 1[. Alors, pour tous z,y € R,

(z+y) <z"+y"

\ J

Démonstration. Sans perte de généralité, soient x > 0 et y > 0. Considérons la fonction ¢ définie par
VE>0,0(t) =t"+1— (14+1).

¢ est dérivable sur R™ et pour tout ¢t > 0, ©'(t) = r(t""* — (1 +¢)""1) > 0, donc ¢ est croissante.

Or ¢(0) =0 donc ¢ <y) > 0, ce qu'il fallait démontrer.
x
Exercice similaire : On montre pareillement que si r > 1, pour tous x,y > 0, (xr +y)" > 2" + 3.

4. 'Trigonométrie

# Applications
1. Une récurrence et une formule d’addition permettent de montrer que pour tout n € N* et pour
tout = € R, [sin(nz)| < n|sin(x)|.

T
2. L’exploitation de la concavité de la fonction sinus sur [0, 2} permet de montrer que pour tout

2
x € [0, W}, sin(z) > —x.
2 m
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3. Un calcul aisé permet de montrer que pour tout x € R\ 27Z, et pour tout n € N*,

Zelkz S T

k=0 in | —
sin ()]

En effet, si x € R\ 27Z, et n € N*
n. i(n+1l)x _ 1
€
Sn — thr __ :
(:L‘) kz::Oe e — ]_
B ei(n+1)x/2(ei(n+1)x/2 _ e—i(n+1)a:/2)
o eix/Z(eix/Q _ efix/Z)
1

in <<n+2>x>

— eina:/Q %

)

d’out le résultat. On dit alors que (S, )nen+ est uniformément bornée en n a z fixé.
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Correction de I’exercice I1.2. :
1. Le polynéme caractéristique de (uy)nen est

noté Q
! +1
szp—lpzxkzxp_lxp—lsz” —(p+1)XP+1
P pX—1 p(X_l)

et Q' = p(p+ 1)XPH(X —1). 1 est une racine simple de P car c’est une racine double de Q. Par
ailleurs, toute racine de P distincte de 1 est une racine de QQ avec la méme multiplicité dans les
deux polynémes. Or 0 n’est pas racine de P, donc toute racine de P distincte de 1 est simple.
Donc toute racine de P est simple.

2. Soit z une racine de P. Supposons que |z| > 1. Alors, pour tout entier naturel k& < p, |z|" > |z|k,

p—1
> 2F| =plz|” ce qui est faux.
k=0

p—1
donc p|z|’ > > |2|* >
k=0 4

inégalité triangulaire

p—1
Donc 2| <1.SizeU, plzff =>] 2. Le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire assure alors que
k=0

pour tout k € [1;p], 2* appartient & la demi-droite réelle positive. Donc z = 1.

Les p — 1 autres racines de P sont de modules strictement inférieurs a 1. Or, (u,)nen est une
combinaison linéaire de suites géométriques dont les raisons sont les racines de P, et ces suites sont
convergentes. Donc (uy,),en converge.

Correction de ’exercice 11.3. :

n—1
1. Soit z une racine de P tel que p = |z|. Alors 2" = =) a;z*, donc
k=0
n—1 n—1 n—1
pr= 2w <Y fa] P < max (Jag]) Do~
k=0 4 k=0 kelom—1] k=0
inégalité triangulaire noté M
Si p <1 alors, 'inégalité a démontrer est vraie. Sinon,
<ML —1 My :
p—1 p—1
donc p <1+ M.
2. D’apres le calcul de la question précédente,
n—1
P Y lak] o
k=0
— Si p < 1,il n’y a rien a démontrer.
n—1 n—1
a
— Sip>1 alors p< Y l_lj‘_k <> akl.
k=0 k=0
Correction de ’exercice I11.3. :
dy
Soit X € M,,1(R). Pour toute matrice diagonale D = € M,(R™™), et pour tout U =

dn
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Uy
e M, 1(R) on a
Unp,
(DU|U)
—
n 2
Jul? Zu Zd uf (>
T = o di

————

Cauchy-Schwarz
(D-1U|U)

Or A est une matrice symétrique réelle définie positive, donc il existe P € O,(R) tel que P AP soit une

notée A
matrice diagonale a coefficients diagonaux strictement positifs.

Donc

X% = HPTXH2 < J{IAPTX|PTX)\/(A-IPTX|PTX) = /(PAPTX|X)\/(PA-IPTX|X),

ce qu’il fallait démontrer.

Correction de ’exercice 111.4. :

Pour tout X € E, Z z;x; > 0. Or (0,...,0,1) € E et réalise ce minorant, donc m = 0. Soit X € E.
1<i#j<n —

n—1 zéros
n 2 n n
Z T = (Zmz> — fo =1- ZI?
1<i#j<n i=1 i=1 i=1
n n 2
Or, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, anf > (ZLEZ> = 1.
i=1 i=1

Donc, pour tout X € E,

1 n-1
Z rr; <1——=
1<i#j<n n
1 1 1 2 -1
Ce majorant est atteint en (, ey ) € E. En effet, Z — = <n> _n , donc
n n 1<izi<n™ n=\2 n
-1
M="""
n

_@-Le nombre de couples (i, 7) de [1;n]? tel que i # j est le double du nombre de couples (i, j) de [1;n]?
tel que ¢ < j, qui vaut le nombre d’issues possibles lors du choix simultané de 2 éléments distincts d'un

N /12 .. n
ensemble a n éléments, et ce nombre de combinaisons vaut 5 )
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CHAPITRE 2
Fonctions convexes

I Définitions, pentes, régularité

Dans cette partie, on note I un intervalle de R, non trivial et on considere f une fonction de I dans R.
Pour tout (a,b) € R?, on note
[aa b] = {(1 o t)a + tba te [Oa 1]}

r—[Déﬁnition I.1.}

On dit que la fonction f est convexe lorsque

Y(a,b) € I, YA €[0,1], f((1=Na+ Xb) < (1 =) f(a)+ Af(b).

\. J

Remarque. Graphiquement, la définition ci-haut se voit facilement sur un dessin : une fonction convexe
sur un intervalle a,b est en dessous de la droite joignant les points (a, f(a)) et (b, f(b)) sur l'intervalle
[a, b]. Ceci est aussi valable pour tout intervalle inclus dans I.

e (L—Na+tx b
f() = f(a)

La droite qui joint (a, f(a)) et (b, f(b)) est la courbe de la fonction g : z +— )
—a

On a ainsi g((1 — N)a+ Ab) = (1 = X) - f(a) + \f(b).

(= a) + f(a).

Avant de faire 1’exercice ci-dessous, le lecteur souhaitant revoir la définition et propriétés des ensembles
convexes est invité a voir le chapitre 11.9 sur la convexité.
r—[Exercice I.2.J \

Montrer que f est convexe si et seulement si U'ensemble Epi(f) = {(z,y) € I X R, f(x) < y}
est convexe.

,—{Théoréme (Théoréme des trois pentes) I.S.J \

Lf:(a), la pente de la droite joignant les points

On note pour tous a, b € I distincts, p,p(f) = =5-
(a, f(a)) et (b, f(b)). f est convexe sur I si et seulement si, pour tous a,b,c € I, si a < b < ¢,

alors on a

pa,b(f) S pa,c(f) S pb,c(f)'
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Démonstration.

— (=) Observons tout d’abord le dessin suivant, qui nous donne une idée de la preuve.

Lorsque f est convexe, la pente de la droite passant par deux points (a, f(a)), (b, f(b)) est croissante
lorsque a et/ou b sont translatés vers la droite, chose qu’on observe sur le dessin ci-dessus. Montrons
a présent ce résultat. Pour le montrer, il suffit de remarquer que étant donné que b €]a, ¢[, on peut
dire qu’il existe A €]0, 1] tel que b = Aa + (1 — A)¢, et alors, on écrit

f) = fla) _ fRa+ (1=XNe) - f(a)

Pas(f) = b—a (1=X)(c—a)
AM(a) + (L =N f(e) = fla)  fle)= fla)
= (1—=X)(c—a) - c—a = Paclf),
oelf) = f(b[)) - Z(C) _ fQa+ gl(;_)\)cc)) — f(o)
 MOTA=DO=10_ (01O _, ;)

— (<) Soient a,b € I tels que a < b, A €]0,1[, et m = Aa + (1 — \)b. L’inégalité supposée vraie donne
Dam(f) < pap(f). On a alors

Pam(f) < pap(f) = f(”;i - Z:(a) < f(bl)) - z:(a)
_, S = @) _ f0) - f(a)

(1 =A)(b—a)
= f(m) < f(a) + (1 = A)(f () = fa)) = Af(a) + (1 = A)f(b)
— f(Aa+ (1= XA)b) < Af(a) + (1= A)f(b),

ce qui est bien le résultat voulu. Les cas A € {0,1} et a = b sont évidents, nous ne les traiterons
donc pas.

]

Remarque. Le résultat démontré ci-dessus permet de montrer que la pente de la droite passant par
deux points (z, f(x)) et (a, f(a)), lorsque f est convexe, est croissante en z. En effet, rigoureusement,
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cela signifie que la fonction

I\ {a} —R
g: f(x) — f(a)

x —
Tr — a

est croissante lorsque f est convexe. En effet, pour tout z,y € I\ {a} tels que z < y, on a

=2 — () < pay(f) = gy).

On va maintenant énoncer quelques propriétés de régularité des fonctions convexes.

\.

,—[Proposition I.4.} \

Si f est convexe dans I, alors les propositions suivantes sont vraies.

1. En tout point dans I'intérieur de I (différent des bords de I), f admet une dérivée a gauche
et a droite. De plus, pour tout a dans l'intérieur de I, en notant f; et fj respectivement
les dérivées a droite et a gauche de f en a, on a f;(a) < fi(a).

2. f est continue en tout point dans l'intérieur de I.

Démonstration.

1.

Soit a dans l'intérieur de I. Il s’agit de montrer que le taux d’accroissement x — p,.(f) admet
une limite a droite et a gauche de a. Posons encore une fois

I\ {a} —R
g (@)~ fla)

T —
Tr —a

g est croissante sur I\ {a}. g admet donc des limites a droite et a gauche de a. L’implication entre
monotonie et existence des limites a droite et a gauche est assez connue, mais nous la montrons
quand méme. Soit b € I tel que b > a. La restriction de g & IN] — 00, a[ est croissante majorée par
g(b). On en déduit que g admet alors une limite a gauche de a. L’existence de la limite a droite
peut étre obtenue de la méme maniere. De plus, la croissance de g nous donne (par comparaison
des limites a droite et a gauche) directement I'inégalité f;(a) < fi(a).

D’apres le point précédent, on sait que g(x) — fi(a). I existe alors n > 0 tel que pour tout

x €la,a+ |

IO =T _ i) <1 et alors [f(x) - F(a)| < |« — al + | fy(a)(x — a)) —> 0.

xr —a T—a

f est donc continue a droite de a. La continuité a gauche peut étre démontrée de la méme maniere.
]

Remarque. Attention, il est possible que f soit convexe sur I, mais discontinue sur les bords de I'intervalle
ou elle est définie. En effet, on peut remarquer par exemple que la fonction ci-dessous a gauche, bien que
discontinue aux bords, est convexe. Le lecteur pourra vérifier que la définition de la convexité s’applique
bien dans ce cas. De méme, il est possible qu’une fonction soit convexe mais pas forcément dérivable sur
tout point de I. On peut voir de phénomene sur la figure de droite ci-dessous, par la présence de plusieurs
points anguleux.
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Corollaire I.5.]

Si f est convexe et dérivable sur I, alors f’ est croissante sur I.

Démonstration. Soit a,b € 1 tels que a < b. f est dérivable, donc pour tout point dans l'intérieur de I,
les dérivées a droite et a gauche de f sont égales. Notre intuition pour montrer ce résultat est de comparer
les dérivées de f respectivement a droite de a et a gauche de b. Pour ce faire, on va utiliser le théoreme
des trois pentes (théoréme 1.3) pour comparer la pente des tangentes en a et en b. En effet, on a pour
tout xr,y €l telsque a < x <y <b,

Pax(f) < Pay(f) < oy (f)-

On peut observer cette inégalité sur le dessin de gauche ci-dessous.

Ensuite, il suffit de faire tendre x vers a a droite et y vers b a gauche dans l'inégalité p, . (f) < poy(f)

pour obtenir fj(a) < f;(b), ce qui donne bien que f’ est croissante sur I. ]
f'(a)
=r'@ =

Cette propriété de croissance de la dérivée peut étre facilement vue graphiquement, comme on peut la
voir sur la figure de droite ci-dessus.

Remarquons que sous les mémes hypotheses, la dérivée de f est définie dans I'intérieur de I, et qu’unique-
ment les dérivées de gauche et de droite respectivement sont définies sur les bords de droite et de gauche
de I. Le lecteur est donc invité a montrer que la dérivée a gauche du bord de droite de I est supérieure
a la dérivée de droite du bord gauche de I, et que si b et ¢ sont respectivement les bords de gauche et de
droite de I, alors pour tout a € I ou f est dérivable, fj(b) < f'(a) < f;(c). On peut également montrer
de la méme maniere, méme en I'absence d’hypothese de dérivabilité de f, que f; et f; sont croissantes
sur L.
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Proposition I.G.}

Supposons que f est dérivable sur I. Si f’ est croissante sur I, alors f est convexe sur I.

Démonstration. Supposons que f’ est croissante sur I et supposons par I'absurde que f n’est pas
convexe. D’apres le théoreme des 3 pentes (théoreme 1.3), il existe a,b,c € I tels que a < b < ¢ et
Dap(f) > poc(f). En appliquant le théoreme des accroissements finis sur Ja, b| et ]b, ¢[, on peut affirmer
qu'il existe u €]a, b[ et v €]b, ¢[ tels que

f(b) = f(a)
b—a

f(b) = f(e)

') = —

= pa,b(f) et f,(’U) = = pb,c(f>'

Le fait que f’ est croissante sur I nous donne que f'(u) < f’(v), ce qui est absurde car cela implique que
pa,b(f) S pb,c(f>' O

Corollaire 1.7 J

Si f est deux fois dérivable sur I, alors f est convexe si et seulement si f” est positive sur I.

Démonstration. Il suffit d’utiliser le fait que lorsque f est deux fois dérivable, qu’il y a équivalence
entre f” positive et [’ croissante. H

,—[Proposition (position par rapport a la tangente) I.S.J \

Si f est convexe sur I, alors pour tout a € I, si f est dérivable en a, alors f est au dessus de sa
tangente en a, c’est-a-dire que pour tout z € I,

f(@) = f'(a)(z —a) + f(a).

Démonstration. On utilise encore le théoreme des trois pentes de la maniere suivante. On a pour tout
z,y € Ltels que © >y > a, pao(f) > pay(f). En passant a la limite lorsque y tend vers a a droite, on
obtient que

Paz(f) = f'(a) ie. f(x)> f(a)(x—a)+ f(a).

Le cas < a se fait de maniere identique, et le cas x = a est évident. On a donc bien le résultat voulu. [
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Remarques.
— Attention, ici, on a uniquement supposé que f est dérivable en a, mais pas autre-part.

— Meéme lorsque f n’est pas dérivable en a, on peut montrer que la méme inégalité est toujours vraie
en substituant f’ par fj ou f;.

II Inégalités de convexité

1. Fonctions strictement convexes

On conserve les notations de la partie précédente : on note I un intervalle de R, non trivial et on considere
f une fonction de I dans R.
~ Définition T1.1. ] \

On dit que f est strictement convexe lorsque pour tous a,b € I distincts,

YA €]0,1], F((1 = Na+ Ab) < (1 — \)f(a) + Af(b).

\ J

Remarques.

— Lorsque f est strictement convexe, f ne peut étre plate nulle part, c¢’est-a-dire qu’aucune portion
de sa courbe ne doit étre un segment.

— Lorsque f est strictement convexe, I'inégalité des 3 pentes s’applique et devient stricte.

,—[Proposition II.2.} \

Les propositions suivantes sont vraies.
1. Si f est dérivable sur I et [’ est strictement croissante, alors f est strictement convexe.

2. Si f est deux fois dérivable sur I et f” est strictement positive sur I, alors f est strictement
convexe.

Démonstration. La preuve est quasi-identique aux preuves précédentes pour la convexité et est donc
laissée comme exercice au lecteur. O

Remarque. On sait 