Algebre générale et linéaire

28 novembre 2018

1  Groupes

1.1 Lemme de Dirichlet

&Y e . ~ .
Saient G un groupeet fi...., f, des morphismes de groupes deux a deux dis-

tincts de G dans Cx. Montrer que fi,..., fn est libre dans I'espace vectoriel
complexe des fonctions de G dans C.

1.2 Classification

Déterminer, 4 un isomorphisme prés, tous les groupes de cardinal 6.
1.3

Poris. Que dire d'un groupe G dont le groupe des automorphismes est tri-
vial ?

1.4

Soit G un groupe fini non commutatif. Lorsque = € G, on pose Clr)y={ye
G lzry = yr}, C(z) = {(z.y) | y € C(z)} et l'on note Com(G) = {(z,y) €
G?* | zy = yr}.

a} Soit r € G\ Z(G). Montrer qu'il existe des entiers k > 2 et m > 2 tels
que G = m|C(x}| et |C(x)| = n]Z(G)|. Que dire de I'index de Z(G) dans
o7

o) Montrer que

Com(G)l= Y 1€+ Y 10()
r€Z(G) 2eG\Z(G)

et en déduire que la probabilité pour que deux éléments de G commutent et
majorée par 3.
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2 Groupe symdtrigque,

21 Géndreatours

Soit #n dams N*. Monter que (1,2) e Jo eyele (1,2, 00n) engendrent 5,

2.2 Cycles

a) Montrer que deux eveles de méme longnonr sont conjugnes, déduive In
signature d'un eyvele de longueur p, puis celle d'une permutation en fonetion
de sa décompaosition en eyeles,

b) Quels sont les cycles qui sont des enrrés ?

2.3  Commutateurs

a) Montrer que toute permutation du groupe alternd est produit de cyeles
de longueur trois,
b) Montrer que le groupe des commutatenrs de S, ost .,

2.4  Sous-groupes de S,

Déerire tous les sous-groupes de Sy,

2.9

a) Déterminer le nombre moyen de points fixes d'une permutation de n
¢léments. On pourra introduire la VA Xy qui d wne permutation o de {1, ..., n}
attache 0 si g(f) # ¢ et 1 sinon. Donner ensuite I'éeart-tvpe de la distribu-

tion.
b) De méme, soit X la VA sur S, muni de U'équiprobabilité qui i o € S,
attache la longueur m de l'orbite de 1 pour . Donuner la loi de X,

3 Arithmétique

3.1

Quel est le nombre maximal de points de Q* appartenant & un cercle €'?

(Penser & une paramétrisation rationnelle du cercle unité). Et dans le cas
N - a 2y

ou C est centré dans R=\ Q-7

3.2 Liouville

Soit p un entier > 5. Montrer que 'équation (p—1)! +1 = p™ m € N ne
- possede pas de solution.




3.3 Premier résidu non quadratique

Soit p un nowmbre premier > 3. Montrer que le pmnnm n qui n'est pus un
(&) 1
) b

résidu gquadratique modulo pest < T+ (P oo 2 L

3.4

a) Montrer qu'il existe une infinité de nombres premiers de la forme 3k -+ 2
b) Solent p un nombre premier de la forme 3k + 2 ot A C (Z/pZ)°. Si
& € (Z/pZ)* on pose B(r) = AN {(k+ Do (2k + D} Cale uhr
™ e
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¢) Si (G, +) est un groupe abélien, on dit qu'une partie 5 de G\ {0} est sans
somme lorsque (B + B)N B = 0. Montver que &+ 1,..., 2k + 1 donne une
partie sans somme de Z/pZ. Soit A une partie non vide de Z\ {0}. Montrer
qu'il existe une partie sans somme B de A telle que [B] | A]/3.

4 Anneaux et corps

4.1 - Anneau local.

Soit A I'annean des fractions rationnelles complexes n'ayant pas de pile en
0. Soit I un idéal non mul de A. Montrer qu'il existe un entier & > 0 tel que
I=X*4

4.2  Anneaux de fonctions différentiables

a) Les anneaux C([0,1],R) et C'([0, 1], R) sout-ils isomorphes ?

b) Soit I 'idéal de A = C? [0 1], R) formé par les fonetions de A qui s"an-
nulent en 0. I est-il premier ? Maximal 7 Principal 7 Mémes questions si 'on
remplace 4 par C([0,1], R).

5 Polyndémes

5.1

Soit f(2) = 2" +apa™ + ... +aolas # 0), et l’.‘?'b’<”v g(z) = "~

Iz® — ... —|ao]. Montrer que ¢ s'anuule une et une seule fois sur [0+ oof,

lan i~
mettons en p, et que tout complexe de f vérifie |z| < p.
2/\04#;\2.
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Soit P = Y0 o axsh wn polynome & coeflicients strictoment positifs, ot @ i} ‘;v' I (
une racine mmplv\o de P. Moutrer que
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On peurra commencer par le eas ol 1 = maxge e n-1 HLF = |, puis considérer
= (X =-1P(X).
9.3 Racines de I'unité
Soit P € C[X] de degré 2n+ 1, avee n > 1, tel que P(-1) = P(1) = 0.
Montrer que [
sup |P(2)| = (1- }- |P( )| A o Gkl 4
l |‘* ) “’!/,.
. i
5.4 ’ )
a) Soit P € Z[X] unitaire. Montrer que toutes les racines rationnelles de P
sont entieres. Quelles sont les racines rationnelles possibles de P si en outre
P(0) est premier ?
b) Déterminer les polynémes P € R[X] tels que P(Q) C Q et P(R\Q)c
R\ Q. |
r:’__ “4‘:'\»;..‘ s ; J'}
n S (sl ) t ’
5.5 ] //,: ‘\‘\‘
Trouver toutes les fractions rationnelles réelles R telles que . (N) C N ()u .
pourra envisager R(z + 1) — R(z)— W, (1 Lo (i 4‘1\ e ( ‘/." A
i_v“, \\.I""A‘ o ]
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a) On note d T'opérateur sur C[X,Y] defnu par d(P) = P\ —iP., d (/ 1
Popérateur sur C[X, Y] défini par d(P)= P\ +iP{, A= ddlcst lc hplacmn, M a0 = _[‘“\M
Z=X+1Y; Z =X —1iV. Etudier laction de A sur 27", (m,n) € N2, (. Do < :

L
b) Soient n un entier > 1, et H le C-espace vectoriel des polyndmes ho- ! we ¢

mogenes de degré n de C[X,Y]. On pose E = {P € H|A(P) = 0} (A

est le laplacien) et F = {Q € H|X® + Y*Q}. Montrer que F et F sont
supplémentaires dans H.




6 Endomorphismes
561, Factorisations

Soient E, F,G trois K-espaces vectoricls,

a) Soit u € L(E, F) , v & L(E, G). Montrer qu'il existe w € L(F.G) tel que
v=wousiet seulement si Keru C Keruv,

b) Soit u € L(E,G) et v € L(F,G) . Montrer qu'il existe w € L(E, F) tel
que u = vow si et seulement si [rnu C Jmu.

6.2

Soit S l'ensemble des applications linéaires surjectives de R™ dans R? .
Montrer que S est soit vide, soit dense dans L(R",R7).

6.3 -

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit u,v € L(£). On suppose
que uo v =0 et que u + v est inversible. Calculer rglu) + rg(v).

6.4 Crochet et nilpotence

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, et a dans L(E).

a) Montrer qu’il existe b € L(E) tel que a = aba.

b) Si a est nilpotent, vérifier que I'application définie sur L(E) par u ~
aou — uoa est nilpotente et calculer son indice de nilpotence en fonction
de celui de a.

6.5 Fonctions splines

Soient [a,b] un segment de R et 0 = (29 = a,...,1, = b) une subdivision
de [a, b]. Soit S I'ensemble des applications de classe C* de [a, b] dans R dont
la restriction 4 chaque segment [z;, z;+1] est un polynome de degré au plus
3.

1) Nature de § 7 Dimension ?

2) Poury = (yo,...,yn) € R L onpose T(y) = {f €S Vie [0,n] f(x) =
y; . Nature de 7 (y) ? Dimension 7

3) Existence et, unicité de f € T (y) telle que f'(a) = f'(b) = 07 (Considérer
pour un élément f € 7(0) vérifiant ces conditions, I'intégrale fab (f"(z))? dz).
4) Méme question avec les conditions f'(a) = A et f'(b) = p.

5) Soit f une application C* de [a,b] dans R et ¢ 1'élément de S tel que
w(zi) = f(xz;) pour tout i, ¢/ (a) = f/(a) et ¢/(b) = f/(b). Calculer f:(f,o” -
f")? en fonction d’intégrales portant sur f, ¢ et leurs dérivées. Interpréter.




7 Matrices et déterminants

o {31

Seit F une sons-algebre de M, (K), contenant au moins un élément de
GLIK). Montrer que F Gl

oK} est un sons-groupe de GI,(K).

7.2

Solent n et p deux entiers, avec 1 < p

= n. Moptrer qu'il existe une base de
M(C) formée de matrices de rang p.

o
7.3

aey s % 3
Cachan, Rennes. Un paysan possexde (2n+1j vaches. Lorsqu'il isole n’importe
laquelle dentre elles, i1 peut séparer V'ensemble des 2n autres en deux groupes

de n vaches dont la somme des masses est égale. Montrer que toutes les
vaches ont 12 méme masze.

74

Soit n = N~.

a} Montrer qu'il n'existe pas de norme sur My (
similitude.

b) Montrer qu'un semi-norme sur Mn(R) est continue, puis déterminer
toutes les semi-normes sur A, (R) qui sont invariantes par similitude.

R) qui soit invariante par

-

7.5

Soit (4. B) £ My(R)* avec A*+B? = /3(AB-BA), et AB— BA inversible,
Montrer que n est un multiple de 6.

7.6

Cazleuler le déterminant de la matrice 4 = [(=1yme=Cd)) 1 <4, 5 < n.

r

7.7

Soient X ; n? VAl possédant toutes un moment 4’

ordre 2. Donner I'espérance
dela VA X = det(X; ;) ; en caleuler la va

riance lorsque les X; ; sont centrées,

7.8

Calcaler le déterminant de la matrice 4 = [+ 7= )"licijcnss-




