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1. Systémes libres, bases

1,1

“Soit. A une partie génératrice de I'espace vectoriel de dimension finie E. Montrer
que A contient une partie-base,

1.2

[(1)] Soit (Pr)xen une famille de polynémes. Si la suite (deg Py) est strictement
croissante, montrer que la suite (Py) est libre, et que ¢’est une base si pour tout
ke N,deg P, =k,

((ii)] Déterminer une base de KXy, X,).
[(iii)](X™) est-clle une base de K([X])?

((iv)] Déterminer une base de R(X).

1.3

Soit I un sev de R,,[X]. Montrer que E posséde une base dont tous les éléments
sont de méme degré (resp. de degrés différents).

1!4

Soit f.: & — In(l + x), montrer que la famille f°°, p &€ N* est libre dans

F(R*RY).
15

- Soient n &€ N* et D une matrice diagonale de M, (K) ayant n valeurs propres

distinctes. Montrer que (1, D,..., D™') est une base de D} K)

Montrer (1{1@,.’(’“'(1 — X)*%), k'=0,,..,n est une base de Cp[X].
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2  Sous-espaces vectoriels, sommes

SN |

‘ RS o o ot Lo u e L) qui sont
Soit ' un sev strict de Pespace vectoriel £, Déterminer les u € LI qui s
nuls sur £\ F,

2.2

; iel £ Montrer que
Solent F et G deux Sous-espace veetoriels ('un espace vectoriel £, Montrer que
st FUG est un sous-espace veetoriel, alory FctoudGcel.

2.3

Soit £ I'espace vectoric
a) Montrer que Pespace
est un hyperplan.

b) Donner un supplémentaire du sev de
en 0 et en 7.

L 4
1 de fonctions continues 2 - 7 périodiques de R w_,r:% _C'
vectoriel P des fonctions de £ possédant, une primitive

F formé par les fonctions qui s'annule

24

Soit K un corps infini. On su

ppose que F' est un sous-espace vectoriel strict de
E non trivial. Montrer qu’il

admet une infinité de supplémentaires.

2.5 Utile

Soient F et G deux Sous-espaces vectoriels de E, esp
finie, avec dim F = dim G. Montrer que F
commun. °

ace vectoriel de dimension
et G possédent un supplémentaire

2.6

On suppose K fini :

IK|=q=p" avec P premier,
(Justifier)
Soit E'un K-espace vectoriel de dimension finie. Dénombrer :
[()] &},

[(i1)] m étant donng, le nombre de systemes libres de E de taille m,

{(iii)] Le nombre de bases de E.

[(iv)] Le nombre d’hyperplans de E.

3 Applications linéaires, Théoréme du rang
3.1

A un n-uple z = (T1,..y2,) d'éléments du K-espace vectoriel E on attache le

. sous-espace vectoriel L, de K" formé des (A1y ey An) tels que 3 Ay = 0. Soit _

2
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/ Y = (yi,..yn) € E". Montrer u'il existe e application lnéaivs u de 1 dans
E telle que u(z;) = y; pour tout issi Ly C Ly,

V32

Rappeler et démontrer le théoréme du rang,

v

/3.3
Soit E un espace vectoricl de dimension finie, Sofent u,v € L{L), Montrer
Linégalité :

' Jrgu — rgv| < rg(u—v)

v .
Soit. A une K-algibre intégre unitaire (en rappeler Ja définition). Est-elle un
corps? Quen est-il si A est de dimension finie?

/8.5

7

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie sur un corps fini £, Caleuler

1GLE)]-

- 3.6
7 Soit © € L(E). Montrer :
Ker(vou) = Keru <= ImunKerv = {0}

Im(vou)=Imv < Imu+Kerv=F

A

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit u € L(E). Montrer :

2
Keru = Kerv* <= Imu = Imu?®

3.8
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et u, v € £ (E, F}.Momtrer

que dimKer(u +v) < dim(Keru N Kerv) + dim{Imu N Imy).

3.9

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit 1 & L{E}. CNS pour que

YWel(R)uov=0=vou=0.
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Soit E un Keespace veetoriel de dimension finie ¢t « € L(E). Trouver une @
condition nécessaire of sullisante sur u pour qu'il existe v € L(E) tel que uov =0 \w .
ot u + vinversible. : ’ J

4 Il;té'x‘f)olzlti011 polynomiale

(Interpolation de Lagrange) Soit ()i, € K" deux & deux distincts. Montrer ‘:/

v 3 : - f',"*;i'!;'/.?\j‘jl’?'\ ‘
v(yl):‘:j eK", 3Pe I{n—.ll-Y], Vie {]; —n), Plz) =y ‘(,:;v.g_ ,
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'EXl)liCiter alors ce Dolynéme. T peiAp

4.2

(Inverse de la matrice de Vandermonde) Déterminer I'inverse d’une matrice de

Vandermonde de paramétres (xR,

5 -Homothéties, projecteurs, involutions

< 5.1

- ‘(Lemme de Schur) Soit u € £L(E). Montrer I'équivalence :

INeK, u=M\dg < Vz€E, (z,u(z)) est lide.

- 5.2

(Caractérisation des homothéties) Soit E un K-espace vectoriel de dimension

Ay eten 2 3 Soit p € {2,---,n —1}. Soit u € L(E). On suppose que pour tout

sous-espace F' de E :

C g :r.b\ e diu]F =p - F stable par u
> M
) Laad
o Que dire de u?
;9.3
A\ (Caractérisation des projecteurs) Soient E un espace vectoriel et p € L(E).

Montrer que si po p = p, alors Kerp & Imp = E et p est la projection de E sur
~ ImP parallelement & Kerp.
. 5'4
Soit v € L(E) et soit p un projecteur. Montrer ’équivalence :

pov=vop < v(Kerp) C Kerp et p(Imp) C Imp



8.5

Soient (p,q) € LIE)? un couple de projecteur sur un K-espace vectoriel avee la
caractéristique de K différente de 2. Montrer Véquivalence «

P+ q projection <=+ pog=qop=1)

5.6

-Soit E un espace vectoriel de dimension n, [ et g deux endomorphismes de £
tels que f+g = Id et 1 f4 1g g < n. Montrer que f et g sont deux projectenrs
associés.

Familles de projecteurs

exos Soit E un K-espace vectoriel de de dimension finie, et py, ..., px des endo-
mophismes de E, Montrer 'équivalence des deux propositions suivantes :

1) Il existe une famille (Fihizick de sav supplémentaires de E telle que, pour
tout indice i, p, soit le projectenr sur Fy parallélement 2 DypsFy

2) p1+- 4 pie = Idg, et pour tout indices § Ajonapop, =0

5.7

(Symétries) Soit E un K-espace vectorie] avee la caractéristique de K différente
de 2. Soit u € £(E). Montrer '“quivalence :

u? = ldg == wuest une svmétric par rapport i Ker{u—Idg) de r!ir(:ctionK@t(xHIdg)

Donner un contre-exemple lorsque la caractéristique de K est égale & 2.

5.8

On suppose K de caractéristique différente de 2. Soit 1 e L(E) une involution.
Montrer que pour tout v € L(E) -

uov=rvou <= v laiwe Ker(u - Idg) et Keru + Id) stables.

5.9 Bicommutant.

Soient T et T" deux involutions d'un R-ev de dimension finie . Déterminer le
commutant de 7. On suppose que T' et T’ commutent, Déterminer lo bicammu-
tant de (T,7T7).

6 Nilpotents
6.1
{Noyauz itérés) Soit u € L(E). Pour k € N on note, avee 1a convention 1 =

Tdg :
Fi. = Keru®

) |
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6.3
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie, v un endemorphisme nil-
potent de E, S un sev de E stable par u. Si E = S + Im(u) montrer que
S=E.

7 Structures réelles et complexes

7.0.1

Montrer que toute application R-linéaire de C dans C se met sous la forme
z—az+bz, a,b €C.

7.1

Soit E un R espace vectoriel de dimension finie n > 1. Montrer que £ peut
étre ‘muni d’une structure complexe compatible avec sa structure réelle ssi sa
dimension est paire.

7.2

Soit E un R, espace vectoriel de dimension finie n. > 1, et soit u € L(E). _
a) On suppose ici que u? = —Idg. Montrer qu'il existe une base de E dans
laquelle la matrice de u est formée de blocs diagonaux égaux a

W7
“ \{(*
’
’ Gk = Imu" &O
Montrer : . ‘
1) Frq1 = Fx = Gry1 = Gy et dans ce cas :
\ﬂ?_k, F1=FkCtG1=Gk f 0 6 P
ii) Il existe p € N tel que : CE 3 ~
POC#FIC%"'C?&F;::F;H-I )')-)
Go D#G1D# - D% Gy = Gy J 2
et F, G, =E. ¢ 2 d
< o
6.2 ~
Soit u € L(€) un endomorphisme nilpotent d’indice p de E, olt E est un K- |
espace vectoriel de dimension n > 1. (
‘l
a) Soit z € E tel que u”~(x) # 0. Montrer que (z...,uP~1(z)) est libre. L /".,\p“
o , e T »,/f%
) On suppose que p = n. Montrer que Com(u) = K{u). o ‘E* ‘LF“\'(UB e |




b) O supposo fei que u? 4 it bldy = 0 avee a® — b = 0, Montrer qu'il existe
des réelr o ot /1 ot une base de E dung Inquelle 1n matrice de u est formée de
a f

-3

blocs dingonaux égans i (

7.3

Safent n € N*, E = C" que Pon identifie naturellement & R2". Montrer que,
pour tout hyperplan véel I de E il existe of, de fagon unique un hyperplan L de
C™ qui est inclus dans J1,

7.4

Soient n € N*, E = C" que I'on identific naturellement & R?". Soit u € L(E),
C - linéaire. Comparer le déterminant de u pour les structures réelle et com plexe
de F.

8 Extensions de corps, éléments algébriques

8.1
Soient K un corps commutatif et A une K-algebre associative et unitaire. Pour
a € A, on définit application (ot a® =1,) :
n n
&y X e KX — Y Ak
k=0 k=0

Montrer :

(i) ® est un morphisme de K-algébre. On note I, son noyau, c'est un idéal de
K[X]. K[a] = Im® est une (la plus petite contenant a) sous-algébre de A.
(i) I est non nul <= Kla] est de dimension finie. Dans cas, si s, est le

générateur normalisé de I, :

dimK[a] = deg yi,

8.2

Soient A une K-algebre intégre, unitaire, associative et a € A. Montrer "équivalence :

I, =Ker® # {0} <= p, est irréductible et K{a] est un corps.

8.3

Montrer que P = X3 4+ X —1 est irréductible sur Q, et qu'il posséde une et une
seule racine 3 réelle. Déterminer alors dimg Q[8)].

8.4

Soit '@ € C algébrique sur Q. Soit P-son polyndme minimal. On note F une
racine de P. Montrer que Q[a] et Q[#] sont isomorphes.

7 ..




8.6

Base télescopique Soient X € I ¢ M troig sous-corps de C. On suppose que L
est un K-espace vectoriel de dimension finie n et M un L-espace vectoriel de

dimension finie p. Montrer que I est un K-espace vectoriel de dmension finie
aps

8.6

Soit A une K-algebre unitaire, associative, intégre, commutative. Pour @ € A,

si Io # {0}, @ est dit algébrique. Montrer que les éléments algébriques de A
constituent un sous-corps de A.




