lixercices de révision : Matrices

8 décembre 2018

1 Généralités algébriques

THEMIE : La structure d’anncau.

1.1
Déterminer le centre de My, ().

1.2

(Simplicité de M, (X)) Montrer que si I est un idéal bilatére de M, (K), alors
I ={0,} oul = My(K).

1.3

Soit ¢: My (K) — M,(K) un morphisme d’algébre. Montrer que si ¢ # 0,
alors ¢ est un automorphisme.
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Soit'cp: My (K) — Mp(IC) un morphisme d'anncau. Montrer qu'il s’agit d’un
isomorphisme et qu’il est linéaire lorsque K = C.

1.5

A quelle condition sur I peut-on assurer que toute matrice carrée est somme

d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique ?

1.6

Quelle est la dimension maximum d’un sev de M;,(R) ne contenant aucune ma-
trice antisymétrique non nulle ?

THEME : matrices triangulaires
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Montrer que le produit de deux matrices triangulaires supérieures est triangu-
laires supérieur, que l'inverse d’une matrice triangulaire supérieur inver.sﬂ)le est
triangulaire supérieur, et qu’une matrice triangulaire supérieure de diagonale
nulle est nilpotente.
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THEME : action polynomiale

Soit A € Mq(K). T'application de K[X] dans M (K) qui & P attache P(A)
est un morphisme d'algébre respectant la conjugaison. Une matrice A posséde

un unique polynéme minimal (normalisé) qui divise tous ses polynémes annu-
lateurs.

& 1.8
Soit A la matrice triangulaire supérieure composée de 1. Calculer AP pour p
entier négatif, puis pour p entier naturel.

Rmgq De maniére générale, pour un cacul de puissance d’une matrice 4, on
calcule le polynéme minimal ;14 de A, on effectue la division euclidienne de X7
par 14 :

X? = Q(X)pa(X) + Rp(X)

Puis on applique 4 A4 :
AP = Ry(A)

2 Changement de bases

2.1

Donner la matrice correspondant & deux changement de bases consécutifs.

3 Matrices et applications linéaires

3.1

Soit A € M,(K). Montrer que les propriétés suivantes sont équivalente 1) A

est inversible 2) A est inversible & gauche 3) A est régulier & gauche 4) A est

inversible & droite 5) A est régulier & droite 6) A n’est pas diviseur de 0 & gauche |
7) A n'est pas diviseur de 0 A droite.

Cours : soit A € My, »(K), montrer qu'il existe des matrices inversibles P et Q
de tailles respectives m et n telles que PAQ = J ol J est une matrice ayant r
coefficients 1 dans la diagonale et dont les autres termes sont nuls.

3.2

soit A € My, (K), montrer que le rang des lignes de A est égal a celui des
colonnes de A.




3.3
Soient A, B € M,(K). Montrer :

A+B=AB = B+ A=BA

Soit u € £(E). Montrer qu'il existe v € G£L(E) tel que vou est un projecteur.

3.5

Soit u € L(&). Montrer que :
rgu < n <= Jv nilpotent, Ja,B € GL(E), u=aovof

3.6

Soit Ny, ..., N, des matrices nilpotentes de M, (C) qui commutent deux a deux.
Montrer que NiNo--- N, =0.
4 Déterminant
4.1
Soit f: M,(R) — R non-constante telle que :
¥(4,B) € Ma(R)*, f(AB) = f(4)f(B)

Mon.trer que f(I,) =1, f(0,) =0 puis :

. VA € M,(R), A inversible <= f(A4) 70
4.2

(Déterminant de Cauchy) Montrer que si (a;)1,, (b;)j = 1™ sont deux familles
de réels non-nuls alors :

et ( 1 ) = [icicjznla; = ai)(b; — b)
% +bi ) 1cii¢n [hicijcn(ai +b;)

4.3

(Déterminant de Hurwitz) On pose

Ty b b b
a 22 b b
A=
fos R
a a  Tn

Calculer det A.



4.4
Soit K € C. Montrer que GL,(K) est dense dans M, (K).

4.5
Soient A, B,C, D € M,(K). On pose :

(A B
LS (c D)
Montrer, lorsque [C,D] =0 :

det M = det(AD — BC)

4.6
On admet que pour KC C:
N nilpotente => N est semblable & une matrice triangulaire supérieure stricte.
Soit (A, B) € M,(K)? avec [A, B] = 0. Montrer que :
B nilpotente = det(A+ B) =detA4

4.7

Soient 4, B € Mp(R) avec rgB = 1. Montrer que det(4 + B)det(A — B) <
det A%. '

5 La trace

5.1
(La trace est intrinséque) Soit ¢ € E*. Soit a € E. On définit w par :
u:z€Er— p(z)a€E

Quelle est la trace de u?

5.2,
Soit p € L(£) telle que p? = p. Montrer que Tr(p) = rgp.

9.3
(i) Soit ¢ € (Ma(K))". Montrer :
A € Mo(K), YM € Mn(K), p(M) = Tr(AM)
(i) Caractériser les f € (Mn(K))" tels que :
¥(4, B) € (M(K))*, f(AB) = f(BA)
(iii) Soit H un hyperplan de M (K). Montrer :
HNGL,(K)#0




5.4

Soit K ¢ C. Soit « une application linéaire sur E qui n’est pas une homothétie
et telle que :

Tr(u) =0

Montrer qu'il existe une base (¢) de E telle que :

ann
9.9

Soit K C C. Si A € My(K) est telle que Tr(A) = 0, montrer que A est
semblable & une matrice de diagonale nulle.

5.6 Théoréme de Maschke

Soit G = {A; ..., Ap} un sous-groupe de Gl,,(C).
a) Montrer que Tr(>"7_, A;) est divisible par p.

b) Déterminer la dimension de 'espace des points fixes communs aux éléments
de G.

c) Montrer que tout sev de C™ stable par G posséde un supplémentaire stable
par G.

5.7

Soient (p;)7; des projecteurs de E. On suppose :

Pt 4 pn=Idg

Montrer :

E= @ Im(p;)

1<i<n

Puis que py, est le projecteur sur Impy, parallelement & Fy ou:

Fi. = P Im(p;)
ik
6 Mineurs

6.1

Enoncer et démontrer la caractérisation du rang par les mineurs
6.2

Soient L un corps et K un sur

corps de L. Soit 4 € M K
rang de A est le méme dans G,

. Montrer que le
Mmn(K) et My, ,(L).
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6.3
. » . . / o i
Soient K un sous-corps do ¢! ot n@ N, Solt. A ¢ M, (K), Montrer quie :
N _ . ’ y I ) ’ 1]
polyome minimal de A est lo mémo dans K el dans €, Montront (’nhord

lemme suivant (cf. chapitre 21), ,
-1

A\ N
Lemme : 1o degré du polynome minimal do A est le rang de (/1,")1.-—!1 .

Lo d

7 Comatrices

7.1,
(Comatrices) Pour A € M,,(IK), on pose :
A=comd= (cof A)*
(i) Déterminer 1'g;l en fonction do rgd.
(i) Montrer :
V(A B) € Mu(K)?, AT = BA

(iii) On suppose que K = C.
a. Trouver : =
{A| AeGL,(C)}

b. Trouver : .
{4 Ae M, (C)}

8 Topologie et matrices

8.1

Soit n € N avec n > 2. Existe-t-il une norme N sur M,,(R) telle que, pour tout
M € Mn(R) ct tout P € GLy(R), N(P=*MP) = N(A)?

8.2

On suppose que la suit-e(A‘)s M, (K)N converge. que dire de sa limite ?

8.3

On suppose que la suite Qﬁe GLn(K)N converge et que la suite | det(A,)| est
minorée par un nombre a > 0. Montrer que la limite est inversible.

8.4

(Caleuls usuels) Soit A € M, (K) (K est égal A R ou C) et soit || -] une norme
sur K. On note aussi ||| la norme subordonnée a || -|| .

* (i) Déterminer [|A|} pour ||| = ||| oo-

(ii) Déterminer [|A|l pour ||-|| = |||l 1.



8.5
Montrer que GL,(K) est un ouvert dense de My (K).

On a facilement que GLy(K) est un ouvert en tant qu’image réciproque de {0}
par I'application continue det.

1l est de plus dense avec la suite (A + ]—1)1,1) K On peut également invoquer

pEN X
le fait que si ce n’était pas le cas, alors det s’annulerait sur un voisinage d’un

point, et serait alors nul, comme tout polynéme & plusieurs indéterminées de la
sorte, ce qui est absurde.

8.6
Soit A € M, (K). Montrer que si |

Al <1 alors I, — A est inversible.

8.7
On note, pour 7 € {0;---; min(m, n)} :
Xr={A€Mpa(K)|rgAd<r}

Y, ={A € Mun(K)|rgd =r}

(i) Montrer que X est fermé.
(ii) Montrer que Yr = X;.




