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Soit £ wn ensemblo, montyer qua

| 1),
110

Montrer qua Pensembla des pavtios finjes de N st dénombralle,

112

Montrer que C([0, 1), R) contient, una famille dénombrable dense pouy || [l... O
admettra le théordme Jdo weierstrnss,

113

Montrer que 'ensomble des bijections de N dans Jui-méme n'est, pas dénombrable,

’

2 Intérieur, adhérence, densitdé

0

2.1  Ouverts disjoints

Solent, U et V' deux ouverts digjoints de 'ovn 2, Montrer que Int(Adh(l/)) et
Int(Adh(V) sont digjoints.

2.2 Densité multiplicative,

Montrer que 'ensemble {237 |(m,n) & N?} est dense dans 1LY,

2. Densité L™, Trouver, dans [*™(R) wumi In norme sup,, 'adhérence des
suites telles que lo série correspondante converpo,

2:3

Montrer que 'ensemble des points d'accunlation d'un ensemble A est, fermé,

'//l'/ Iy V4 T Fre ///,, v




2.4

Soit 4 C R. On dit que a est adhérent gauche 2 Asi:a € Aet 3b >
a Ja,b{NA = 0. Montrer que I'ensemble des points adhérents & gauche a A est

fini ou dénombrable. Montrer qu’une partie de R qui ne contient aucune suite
strictement décroissante est finie ou dénombrable.

2.5.

Sit€R,on pose {t} =t - E(t). Soit € R\ Q. Montrer que {{nz},n € N}
est dense dans [0, 1].
3 Limites et continuité

3.1

Solent (E, ||||) un espace vectoriel normé, et u un morphisme additif de E dans
E. Si u est continu (resp. borné sur la boule unité), montrer que u est linéaire.

3.2

Soit f une fonction continue du disque ouvert D de rayon 1 de C dans C.

On suppose que f posséde une limite en chaque point z de S. Montrer que f
posseéde un prolongement continu & D.

3.3

Soit f une application continue de R+ dans R, montrer que g : T — SUPyc<. f(2)
est continue.

3.4

Soit f uhe fonction continue et minorée de R vers R et ¢ > 0. Montrer qu’il
existe rg dans R tel que

Yz e R, f(20) = f(z) < elz — z0|.

3.5

Soit f une application continue surjective de R dans R. telle que, pour toute
partie bornée B de R, f~!(B) soit bornée. Montrer que f posséde une limite
infinie en —o0 et en +cc.

3.6

Soient [a, 5] un segment de R, f et g deux applications continues de [a, b] dans
[a, 0] telles que fog = go f. Montrer qu'il existe z dans [a.d] tel que f(x) = g(x).
On pourra s’intéresser & 'ensemble A4 des points fixes de f.
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3.7

Montrer que d(z, 4) = 0 & & ¢ A3 d(e, 4) = d(e, A); d(4, B) = (7 B).
3.8

Soit f une fonction de R, vers R.
a) Montrer que I’
dénombrable.

b) Méme question avec |
une limite & gauche, ces

ensemble des points ol f admet un maximum local strict est

ensemble des points ot f admet une limite & droite et
limites étant distinctes.

4 Applications linéaires continues

L’idée essentielle de la théorie des applications linéaires continue est d’étudier si
elles sont (ou non) bornées sur la boule unité fermée B de E, puis éventuellement
de déterminer le sup. des normes lu(z)||F lorsque = parcourt B.

Montrer que le dual topologique de E s'identific & F; quelle alors la norme
d’opérateur ?

4.1

1
Soit E = R[X]. On pose ||P|| = [|P(t)| dt. Montrer que c’est une norme; E
0

est-il complet pour cette norme ?

1
Soit u une fonction continue sur [0,1], et f:E — R, f(P) = Ju(®)P(t) dt.

0
Etudier la continuité de f et sa norme d’opérateur lorsque : E est muni de ||o,
de la norme précédente. On pourra admettre le théoréme de Weierstrass.

4.2

Soit ¢ une forme linéaire de E = C([0, 1], C) muni de la norme de la convergence
uniforme dans C. On suppose que |||¢]|| = 1 et que ¢(1) = 1. Montrer qu.é, si
'élément f € E est & valeurs réelles, ¢(f) est réel. Prouver que ¢ est positive.

4.3

Soient £ un evn et K un convexe compact non vide de E. Soit u € L(E)
continue telle que u(KX) C K .Sin>1,on pose v, = (Id+u+-- +u""1)/n.
a) Montrer que v,(K) C K et v,(J) compact convexe.

b) Si n,p € N*, montrer v,,(K) C v,(K) . En déduire que V = N, (K) est
non vide.

¢) Si y = wp(z) , calculer u(y) — y. Montrer que V = {& € K|u(z) = z}. Qu'en
conclure ?




5 Comparaison des normes

5.1 Normes sur les fonctions C° et séries.

Soit (an) une suite d’éléments de [0,1]. CNS pour que f — S22, 27"|f(an)|
soit ne norme sur E' = C((0,1], R), la comparer alors & || ||ec.

5.2

On désigne par E Pespace vectoriel C([0,1], R) muni de la norme || |loc- On se
donne g € E et I'on pose N(f) = ||fgllco. Trouver des CNS pour que :
i) N soit une norme;

ii) N soit équivalente & || ||

6 Compacité, dimension finie

6.1 Fonctions continues bornées.

Soit A une partie de R™. Trouver une CNS pour que
i) toute fonction continue sur A soit bornée:

ii) 7 = 1. Toute fonction continue sur A soit uniformément continue. (Difficile).

6.2 Images de polyndmes.

a) Quelles sont les parties de R de la forme P(R), avec P € R[X]?
b) Quelles sont les parties de R de la forme P(R2) avec P € R[X,Y]?

6.3

Soit K une partie compacte non vide de ’espace normé R™.

a) Montrer que I'ensemble des p € R4 pour lesquels il existe une boule fermée
B’ de rayon p contenant K est de la forme [A, +o0].

b) Lorsque la norme de R™ est euclidienne, montrer qu'il existe un seul z € R™
tel que K soit contenu dans B'(z, A).

c) Contre-exemple lorsque la norme n’est pas euclidienne?

6.4

Soient (X, d) un espace métrique compact et f une isométrie de X dans X.
a) Montrer qu'il existe N € N tel que que toute suite de X vérifiant

n # md(xatm) > € (%)

soit finie de longueur < N. On note le maximum de ces longueurs N(g) Vérifier
quil existe une suite z,, vérifiant (x) de taille N(g).

b) Montrer que, pour tout y € X, la distance de y & f(X) est < ¢. En déduire
que f est surjective.




6.5

Sfut E un evn. On suppose que S(0,1) est, compacte, Montrer que £ est de
dimension finie.

6.6

QA . . . A P
Soit £ un evn de dimension finie et 1 un endomorphisime de norme < 1, Montrer
que la suite des moyennes de 1™ converge vers 1n projecteur,

6.7 Parties absorbantes.

Soit C une partie convexe de R absorbante, c'est-idire que, pour tout z € R,

il existe § > 0 tel que, pour tout A €] - §,4[, Az € C. Montrer que C est un
voisinage de 0.

7 Connexité

7.1

Montrer qu’un espace métrique connexe non déduit & un point est non dénombrable,

7.2

(Passage des douanes). Soit A une partie de E ¢t C un connexe tel que CNA 5 0
et CN A # 0. Montrer CNFr(4) # 0.

A ‘
7.3 pad e/ W6
Soit C un cone positif épointé de sommet 0 de R™, tel que C' N S(0,1) soit
connexe. Montrer que C est connexe.
7.4
Soit z,, une suite bornée de R™ telle que 41 — 2, — 0. Montrer que 'ensemble

A des VA de X, est compact et connexe. En déduire que, si x,, ne possede qu’un
nombre fini de VA, z, converge.
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