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L'utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.
On se contentera, pour les applications numériques, d’un seul chiffre significatif.
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Effet du champ gravitationnel terrestre
sur le mouvement d’un gyroscope en orbite

La théorie de la relativité générale, publiée par A. Einstein en 1916, prédit existence de deux
effets, dits effet géodétique et effet Lense-Thirring, sur le mouvement d’un gyroscope en orbite
autour de la Terre. Ceux-ci ont été mesurés avec succés par le satellite Gravity Probe B en
2008. Dans ce probléme, nous allons essayer de rendre compte de ces perturbations du mouve-
ment classique en nous fondant sur une généralisation post-newtonienne du champ gravitationnel
obtenue par analogie avec I'électromagnétisme. Cette analogie permet de comprendre origine
des phénomeénes et d’en calculer un ordre de grandeur, mais ne donne pas les mémes résultats
que la théorie de la relativité générale.

Données numériques

Vitesse de la lumiére dans le vide c = 3,0x108m.s7!

Rayon de la Terre Rg = 6,4x10°m

Accélération de la pesanteur 4 la surface de la Terre g = 9,8m-s?

Durée de 'année lan = 3,2%x107s

Masse de I'électron : me = 9,1x1073kg

Charge élémentaire : e = 1,6x10°19C
Formulaire

tot (ot A) = grad (div 4) - A4
I. Une théorie du gravitomagnétisme

Dans cette partie, nous allons partir de I'analogie formelle entre le champ électrique et le
champ gravitationnel. Ceci nous permettra de construire I'équivalent gravitationnel des équations
de Maxwell et fera apparaitre un champ « gravitomagnétique », analogue du champ magnétique.




- ctuelle ¢ placée
L1 Quelle est Iexpression du champ électrique & créé en M par une charge poll; ant g par une
en O7 Donner Pexpression du champ gravitationnel § obtenu en M en remplag
masse ponctuelle m. On notera G la constante de gravitation universelle.

.2 On s'intéresse maintenant a une distribution continue de charge éleCtquue. ayant 12 deisllte
pe() ou de matiére ayant la masse volumique p(7). En poursuivant I’analogie _de_‘la question
préctdente, justifier que la divergence du champ gravitationnel prend la forme div§ = p/eg; Olu
€g est une constante donc on précisera ’expression. Montrer que l'on peut alors retrowver e
théoréme de Gauss gravitationnel.

Dans le cas général, le champ électromagnétique vérifie les équations de Maxwell. En nous
fondant sur I’analogie formelle entre le champ électrique d’une distribution de charge et le cha.mp
gravitationnel d’une distribution de masse, nous allons supposer I'existence d’un champ gravito-
magnétique h couplé au champ gravitationnel § selon les équations

div§‘=€£ divh =0

E
oh - - og
otf=——0 h= ( € ——)
=7 Toth=m{itey,
ol j = pu désigne le vecteur densité de courant, 7 étant la vitesse de la matiére au point considéré.

I.3 Quelle est la dimension de £ ?

1.4 A partir de ces équations, déduire la forme locale de 'équation de conservation de la masse.

I.5 Montrer que le champ gravitationnel dans le vide, en I'absence de masse, est solution d’une

€quation d’onde. On suppose que la vitesse de propagation de ces ondes gravitationnelles est
égale & ¢, vitesse de la lumiére dans le vide. En déduire 'expression de pg en fonction de G et c.

I.6 Rappeler I'expression de la force subie par une masse ponctuelle m plongée dans un champ

gravitationnel §. Par analogie avec I'électromagnétisme, donnez 'expression de la force de Lorentz
due au champ gravitomagnétique h.

Nous allons maintenant comparer I'action du champ gravitationnel et du champ gravitoma-
gnétique en étudiant le systéme constitué de deux fils paralléles infinis.

L.7 Déterminer le champ gravitationnel créé- par un fil rectiligne infini, immobile, de masse
linéique A, en tout point extérieur & celui-ci. En particulier, on précisera les arguments de symeétrie
qui permettent de simplifier le calcul.

I.8 Exprimer la force gravitationnelle par unité de longueur ITg) entre deux fils identiques et
paralléles, séparés par une distance d.

1.9 On considére & présent un fil rectiligne infini de masse linéique A en mouvement uniforme
a la vitesse ¥ paralléle au fil. Déterminer le champ gravitomagnétique h qu'il crée en un point

extérieur quelconque. Une fois encore, on précisera les arguments de symétrie qui permettent de
simplifier le calcul.







