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L'utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.
On se contentera, pour les applications numériques, d’un seul chiffre significatif.
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Effet du champ gravitationnel terrestre
sur le mouvement d’un gyroscope en orbite

La théorie de la relativité générale, publiée par A. Einstein en 1916, prédit existence de deux
effets, dits effet géodétique et effet Lense-Thirring, sur le mouvement d’un gyroscope en orbite
autour de la Terre. Ceux-ci ont été mesurés avec succés par le satellite Gravity Probe B en
2008. Dans ce probléme, nous allons essayer de rendre compte de ces perturbations du mouve-
ment classique en nous fondant sur une généralisation post-newtonienne du champ gravitationnel
obtenue par analogie avec I'électromagnétisme. Cette analogie permet de comprendre origine
des phénomeénes et d’en calculer un ordre de grandeur, mais ne donne pas les mémes résultats
que la théorie de la relativité générale.

Données numériques

Vitesse de la lumiére dans le vide c = 3,0x108m.s7!

Rayon de la Terre Rg = 6,4x10°m

Accélération de la pesanteur 4 la surface de la Terre g = 9,8m-s?

Durée de 'année lan = 3,2%x107s

Masse de I'électron : me = 9,1x1073kg

Charge élémentaire : e = 1,6x10°19C
Formulaire

tot (ot A) = grad (div 4) - A4
I. Une théorie du gravitomagnétisme

Dans cette partie, nous allons partir de I'analogie formelle entre le champ électrique et le
champ gravitationnel. Ceci nous permettra de construire I'équivalent gravitationnel des équations
de Maxwell et fera apparaitre un champ « gravitomagnétique », analogue du champ magnétique.




- ctuelle ¢ placée
L1 Quelle est Iexpression du champ électrique & créé en M par une charge poll; ant g par une
en O7 Donner Pexpression du champ gravitationnel § obtenu en M en remplag
masse ponctuelle m. On notera G la constante de gravitation universelle.

.2 On s'intéresse maintenant a une distribution continue de charge éleCtquue. ayant 12 deisllte
pe() ou de matiére ayant la masse volumique p(7). En poursuivant I’analogie _de_‘la question
préctdente, justifier que la divergence du champ gravitationnel prend la forme div§ = p/eg; Olu
€g est une constante donc on précisera ’expression. Montrer que l'on peut alors retrowver e
théoréme de Gauss gravitationnel.

Dans le cas général, le champ électromagnétique vérifie les équations de Maxwell. En nous
fondant sur I’analogie formelle entre le champ électrique d’une distribution de charge et le cha.mp
gravitationnel d’une distribution de masse, nous allons supposer I'existence d’un champ gravito-
magnétique h couplé au champ gravitationnel § selon les équations

div§‘=€£ divh =0

E
oh - - og
otf=——0 h= ( € ——)
=7 Toth=m{itey,
ol j = pu désigne le vecteur densité de courant, 7 étant la vitesse de la matiére au point considéré.

I.3 Quelle est la dimension de £ ?

1.4 A partir de ces équations, déduire la forme locale de 'équation de conservation de la masse.

I.5 Montrer que le champ gravitationnel dans le vide, en I'absence de masse, est solution d’une

€quation d’onde. On suppose que la vitesse de propagation de ces ondes gravitationnelles est
égale & ¢, vitesse de la lumiére dans le vide. En déduire 'expression de pg en fonction de G et c.

I.6 Rappeler I'expression de la force subie par une masse ponctuelle m plongée dans un champ

gravitationnel §. Par analogie avec I'électromagnétisme, donnez 'expression de la force de Lorentz
due au champ gravitomagnétique h.

Nous allons maintenant comparer I'action du champ gravitationnel et du champ gravitoma-
gnétique en étudiant le systéme constitué de deux fils paralléles infinis.

L.7 Déterminer le champ gravitationnel créé- par un fil rectiligne infini, immobile, de masse
linéique A, en tout point extérieur & celui-ci. En particulier, on précisera les arguments de symeétrie
qui permettent de simplifier le calcul.

I.8 Exprimer la force gravitationnelle par unité de longueur ITg) entre deux fils identiques et
paralléles, séparés par une distance d.

1.9 On considére & présent un fil rectiligne infini de masse linéique A en mouvement uniforme
a la vitesse ¥ paralléle au fil. Déterminer le champ gravitomagnétique h qu'il crée en un point

extérieur quelconque. Une fois encore, on précisera les arguments de symétrie qui permettent de
simplifier le calcul.




1.10 Donner I'expression de la force gravitomagnétique par unité de longueur Fj, entre deux fils
rectilignes identiques et paralléles, en mouvement a la méme vitesse ¥ paralléle a leur direction
et séparés par une distance d. Cette force est-elle attractive ou répulsive? Comment s’écrit le
rapport ||Fh”/ ”?19 |7 Quelle est 'importance relative des effets gravitomagnétiques pour des
vitesses ordinaires ? Que se passe-t-il si on inverse le sens de la vitesse de 'un des fils ?

On s’intéresse maintenant & I’action d’un champ gravitomagnétique sur un gyroscope.

I.11 Rappeler 'expression du moment magnétique M d’une spire circulaire de rayon R parcourue
par un courant I,

1.12 On considére une spire circulaire de masse m et de rayon R en rotation uniforme a la
vitesse angulaire @ autour de 'axe perpendiculaire 4 son plan et passant par son centre. En
poursuivant 'analogie, montrer que son moment gravitomagnétique M 4 est proportionnel & son
moment cinétique & Donner la valeur de la constante de proportionnalité. On supposera cette
relation de proportionnalité générale.

1.13 Rappeler le couple que subit un moment magnétique plongé dans un champ magnétique
uniforme et constant. On considére un gyroscope de moment cinétique & placé dans un champ
gravitomagnétique & uniforme et constant. Déduire par analogie 'équation du mouvement de &
et décrire succinctement son évolution au cours du temps.

I1. Effet gravitomagnétique sur un satellite di 4 sa révolution

II.1 On considére un satellite en orbite circulaire autour de la Terre. Exprimer sa vitesse v
en fonction de son altitude a, de la masse Mg et rayon Rg de la Terre et de la constante
de gravitation universelle G. Comment s'écrit cette vitesse en fonction de I'accélération de la
pesanteur & la surface de la Terre g, de a et de Rg ?

Application numérique : Calculer v pour un satellite orbitant & basse altitude a < Rs. En
déduire la valeur de sa période de révolution.

Dans le référentiel barycentrique du satellite, la Terre tourne autour de lui, ce qui crée un
champ gravitomagnétique dont nous allons étudier I'effet. Pour simplifier la modélisation, nous
supposons, dans cette partie uniquement, que le référentiel barycentrique du satellite est galiléen.

I1.2 Rappeler l'expression du champ magnétique B au centre d’une spire circulaire de rayon R
parcourue par un courant d’intensité I.

I1.3 Par analogie, en déduire I'expression du champ gravitomagnétique h ressenti par le satellite,
dans la limite o la Terre est ponctuelle. On I’exprimera en fonction de v, ¢ et de sa période de
révolution T'.

II.4 Un gyroscope est placé au centre de gravité du satellite en s’arrangeant pour qu’il n’ait
aucun contact avec celui-ci, de sorte & laisser libres tous ses degrés de libertés de rotation. On
notera ¢ le moment cinétique du gyroscope dans le référentiel barycentrique du satellite. La
direction initiale de & est choisie dans le plan orbital du satellite.
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e R . . ) i n fonction
Montrer que & précesse & une vitesse angulaire w; dont on donnera I’expression el s du
: o fae s . srecti ser
de v, cet T (effet dit « géodétique »). On précisera sur un schéma la direction et le
mouvement de précession.

I1.5 Calculer numériquement 'angle dont tourne & en un an pour un satellites'orbit.ant a bas§e
altitude. Comparer ce résultat théorique avec la valeur expérimentale 3,2 x 107° radian mesuree
par le satellite Gravity Probe B.

II1. Effet gravitomagnétique de la rotation de la Terre sur un satellite

Dans cette partie, il s’agit maintenant de calculer I'effet gravitomagnétique induit par la
rotation propre de la Terre sur Porientation d’un gyroscope en orbite. On désigne par Ozyz
un référentiel géocentrique, supposé galiléen, ot O est le centre de la Terre et Oz son axe de
rotation. On note Q_@) = Qg &; la vitesse angulaire de la Terre dans ce référentiel et Jg son
moment d’inertie par rapport & 'axe Oz.

III.1 Donner lexpression du moment gravitomagnétique de la Terre, noté M, di a sa rotation
propre.

II1.2 On rappelle que le champ magnétique B crés en un point P par un dipble magnétique de
moment M situé en O est donné par

—  uo 3(M)yi—M
B =—

47 73
Donner I'expression du champ gravitomagnétique de la Terre, assimilée dans la suite du

probléme & un moment gravitomagnétique ponctuel. Tracer I’allure de ses lignes de champ dans
un plan contenant 'axe de rotation terrestre.

. T
avec 7=O0P et n=;

On considére désormais un satellite de plan orbital Oyz (orbite polaire). La position du
satellite sur son orbite est repérée par un angle 6 de sorte que les coordonnées du satellite sont
données par y = (Rg + a)sind et z = (Rg + a) cos¥.

II1.3 Donner I'expression des composantes hy et h; du champ gravitomagnétique terrestre res-
senti par le satellite en fonction de 4.

Comme dans la partie II, un gyroscope est placé au centre de gravité du satellite, sans contact
avec celui-ci. On notera & le moment cinétique du gyroscope dans le référentiel barycentrique du
satellite. Initialement, la direction de & est paralléle a Oy.

II1.4 Exprimer la variation d&, supposée faible, de & sur une période orbitale T'.

IIL.5 De quel angle ¢ tourne & pendant la période T? En déduire Pexpression de la vitesse
angulaire moyenne de précession de &, notée ws (effet dit « Lense-Thirring »)

I11.6 On donne Jg ~ % Mg R% et on se place dans la limite ol @ < Rg. Exprimer wy en fonction
de (g, c et v, la vitesse du satellite.

II1.7 Déterminer le rapport ws/wy, ol wy est la vitesse angulaire calculée dans la partie II.

4




Application numérique : le satellite Gravity Probe B a mesuré |wp| = 1,9 X 10~7 radian/an.
L’ordre de grandeur de ce résultat est-il compatible avec la modélisation proposée plus haut ? ?

ITI.8 Le satellite Gravity Probe B a aussi mesuré la direction des deux mouvements de précession
du gyroscope. Montrer que le choix d’une orbite polaire permet de séparer Ieffet géodétique de

Ieffet Lense-Thirring.

IV. Mesure du mouvement du gyroscope

Le gyroscope est une boule de quartz isolant revétue d’une fine pellicule de niobium supra-
conducteur. L'ensemble est mis en rotation. Un supraconducteur en rotation est le siége d'un
champ magnétique aligné avec son axe de rotation. La précession du gyroscope est déterminée
par des mesures de flux de ce champ magnétique 4 travers une boucle & induction. Le but de
cette partie est d’établir 'expression du champ magnétique engendré par un supraconducteur en
rotation, puis d’estimer la précision de la mesure.

IV.1 On admet qu’il existe un choix du potentiel vecteur tel que la vitesse des électrons soit
donnée en tout point du supraconducteur par

oil e est la charge élémentaire, m, est la masse de I’électron, et A est le potentiel vecteur au
point o se trouve Pélectron. Vérifier que cette équation est dimensionnellement correcte.

IV.2 On note N la densité volumique d’électrons dans le supraconducteur. Exprimer la densité
de courant j en supposant que les électrons sont les seuls porteurs de charge.

IV.3 On admet qu’un supraconducteur est un conducteur ohmique de résistivité nulle. Ecrire la
forme locale de 1’équation de conservation de la charge en un point a I'intérieur du supraconduc-
teur. Quelle condition impose-t-clle sur le potentiel vecteur A?

IV.4 On suppose par ailleurs que le potentlel scalaire V' est partout nul a l'intérieur du supra-
conducteur. Exprimer le champ électrique Eetle champ magnétique B en fonction de j

IV.5 Parmi les quatre équations de Maxwell, lesquelles sont automatiquement vérifiées par ces

expressions de E et B?

IV.6 Le supraconducteur est en rotation uniforme 4 la vitesse angulaire ( = Q& autour de l'axe
Oz. On suppose que les électrons sont au repos par rapport au supraconducteur. En déduire
P’expression de ¥ en un point 7, puis I expression du champ B dans la pellicule supraconductrice.

IV.7 En déduire I’expression du champ B a Iintérieur de la boule constituant le gyroscope.

Application numérique : La vitesse angulaire de rotation du gyroscope embarqué sur le satellite
Gravity Probe B est © = 900 rad - s™1. Calculer B, module du champ magnétique a l'intérieur

du gyroscope.




IV.8 Un magnétométre appelé SQUID permet, par une mesure de flux du champ magn(:etl'q.ue,
de détecter la variation d’une composante quelconque du champ magnétique avec une preclSlon
6B =5x 10717 T. En déduire la précision relative sur la mesure de I'effet Lense-Thirring pour
une expérience durant un an.

Les 4 questions dont la rédaction suit complétent les questions correspondantes de "énonce.

I1.2 Le champ magnétique _B) au centre d’une spire circulaire de rayon R parcourue par un

courant d’intensité I est B = %T{ ot 7 est le vecteur unitaire directement orthogonal a la
spire. -

. — e .
IV.1 Le potentiel vecteur X est un champ vectoriel tel que _1_3) S rotZ. Il permet d’écrire, en

régime dépendant du temps, B =— raa V- a(')_t

IV.3 On note pq la résistivité (inverse de la conductivité) d’un conducteur ohmique et on rap-
pelle expression locale de la loi d’Ohm : E = pg 5 .

2me)
e

IV.7 Justifier qu'a I'intérieur de la boule constituant le gyroscope, _g =

€:
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L. Une théorie du gravitomagnétisme

P qg OM - OM
E = g = — n

4mey OM? oM?

. - L1 ;
La question précédente montre les analogies: E < § q—m % — —@G ou bien — «~ —4nG . 1l convient
?TEO 60
1 .

donc de poser - = —47G (attention au signe — di au fait que deux masses positives sattirent).

9
Le théoréme de Gauss gravitationnel s’énonce alors :

« Le flux du champ gravitationnel a travers une surface fermée est égal a la masse intérieure multipliée par —47G . »

—_—

g aladimension d’une accélération (LT™2) donc, d’aprés rot § = —%}ti , It apour dimension T

-

. e o - .= 0
En prenant la divergence de rot i = 1, [j te, %] etavec div g = £ on obtient div j+ 8—/; =0.

Eﬂ
> _ = , —_  Oh - L TTT dg

On pose p=0 et 7 =0 et on prend le rotationnel de rot § = T En utilisant ensuite rot h = p.€, ot et

- ; e % . L s 5 P
divg=0 on obtient A g= £, F qui est une équation d’onde de célérité c¢ a condition que

t

y— L _ 4G

9 g2 2’

Par analogie avec F' = q(E +UA B) ,on écritici F = m(_(_j +UA h) . (C’est bien homogeéne)

On utilise les coordonnées cylindriques (fil selon Oz). Par symétrie par rapport & tout plan contenant Oz, g, = 0 et par
symétrie par rapport & tout plan orthogonal 2 Oz, g, = 0. Par ailleurs, la symétrie cylindrique montre que g, ne dépend

que de r . Le théoréme de Gauss appliqué & un cylindre de révolution d’axe Oz et de rayon r (fermé par deux disques)

. . o 2GA L
conduitalorsa § = ———u,.
r

. e 26\
On multiplie par la masse linéique pour obtenir la force linéique F, = —

u, (attractive).

- ~

h est un pseudo-vecteur (présence d’un produit vectoriel dans la force de « Lorentz ») déterminé, en statique,
uniquement par les courants de masse. Tout plan contenant ’axe Oz est un plan de symétrie des courants donc

d’antisymétrie de h.  est alors orthoradial et, par symétrie cylindrique, h = hy(r)i, . Le théoréme d’ Ampére appliqué

. ; I o Ty g . .
a un cercle d’axe Oz conduit alors a h, = #92— ol «lintensité » I est ici le débit de masse

nr
om ’ ubt = A GA v
passant en un point en 6t [ U =\ Finalement h = v ﬂ — __2__12
bt bt Hy or roct?

S ]
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La force lindique est alors F =NAh= +"-(¥£u (répulsive). “F}, ”/HF”-—— <1 pour les vitesses

ordinaires. Cette force change de sens si on inverse celui d’une des deux vitesses.

M= ITR*T ol i est le vecteur unitaire qui oriente le disque limité par la spire.

o . . . . m m mw .
On utilise pour «Dintensité», le débit de masse en un point i—=_—=—‘ pour ecrire

6t une période 27

P mw | 2 : .
M, = z—szn = Emezn . Or, pour une masse m en mouvement circulaire de rayon R :
™

—_

= OM A mi = mwR*i . On peut done éerire ici M, =-5.

S

Par analogie avec I' = M A B, le moment vaut ici Ty = M, A h et le théoréme du moment cinétique appliqué au

LadF o — - o .
gyroscope conduit a i Do =MyAh= = A 0. Le moment cinétique & (et donc aussi I’axe du gyroscope)

décrit donc un mouvement de précession autour de 1 (vitesse angulaire —h /2). C’est analogue  Ia précession de

= h
Larmor avec Qranmor g = ——

IL. Effet gravitomagnétique sur un satellite dii 4 sa révolution

2 , 2
La loi de Newton g = g méne a v - GM, SOt v = % - _ng_ )
A Ry+a \R,+a

v~ 8 km-s!

2 % 5000 s ~ 85 min.

- ol - - . .
B = l;—Rn ou 7 est le vecteur directement normal 4 la spire.
. . M, - p, M. 47GM., _ 29
Comme au 1.12, on remplace Iintensité I par — doth=-2_—275 - _ —=2 7 = _U___Tﬁﬁ
T r T 20T ST

LSl

D’aprés 113, & précesse avec un vecteur rotation |, — - Il reste dans le plan de I’orbite en tournant dans le

~

NS

nle
3y

méme sens que le satellite.

w ~ 410" rad-s7? &~ 1,4 107 rad-an”

'. La valeur expérimentale est de cet ordre de grandeur (deux fois plus
€levée toutefois).

IIIL Effet gravitomagnétique de la rotation de la Terre sur un satellite

5 1 o

On utilise Mgzé— o avec 0 = J ¢, donc Mg=; JS0€, .

- GJ O o 4 .
h=ta_y (3(¢,4)7 — g)=——2o (3(2.7)i —¢,) (Carte de champ dipolaire usuelle).

dppd 0 ¢ 2c%r3
GJ_Q GJ Q .
h = ——2"%300505in6 h, = ——2 ®(3c0s29 —1)
y 2c*r3 2c2r8
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1.5

111.6

I1L.7

I11.8

Iv.1

Iv.2

IV.3

1V.4

IvV.5

IV.6

IV.7

1v.8

. bod h
On intégre par rapport au temps sur une période orbitale 7' le théoréme du moment cinétique m =73 NG pour
obtenir &g Lpeste o le sort de
enir 6 = ~5J0ss h A G dt. Sur cette durée, & varie trés peu. On le considére comme constant et on 1€
L H - t=T— t=T = 6 - - .
Iintégrale. Alors 60:—%f hdtlac et‘S_C’:__ _lf hdtlAG crest-a-dire 7}1—_..2_ (k) AG|ou
1=0 =
() désigne la valeur moyenne temporelle de % sur la durée T. Or 6 varic linéairement au cours du temps donc
- GJ 7 GJ.O, .
{cos?) = et {cosOsin6) = 0 d’ot (i) = ——22¢ . Finalement LS +—22E AT
2 4c*r? T 8c¥r® °
b . . .. IS -
L’équation ci-dessus correspond & une précession de vecteur rotation @, = 2 2’ - C
c'r
GM RIQ GM,Q Q, v?
) = —— oG, et,pour @ K Ry, &, &~ —2—2¢ soit|d ~—2_—¢
P 2udhr P @ 4R, .
w QT 1 T
D=t ~ 5 107*. Le rapport expérimental vaut 6 10~* , Trés bon accord !

w, 247 12 1 jour

Les deux vecteurs @, et &, sont respectivement dirigés par la normale 2 la trajectoire et la valeur moyenne de fs.

Pour I’orbite polaire, ils sont orthogonaux ce qui sépare bien les effets. Pour une orbite équatoriale par exemple, ces
deux vecteurs seraient colinéaires. On ne mesurerait que leur somme.

IV. Mesure du mouvement du gyroscope

D’aprés la loi de Newton

mc%] = [ewB] = [ev gt.;l‘] donc [mcv] e [32]

2 = » Ne? = )
J = Probie? = —Nev = ———A estbomé.
m

e

—

E= pnf donc si la résistivité p, est nulle, E est nul. Alors I’équation de Maxwell-Gauss montre que la densité

volumique de charge p est nulle et ’équation de conservation de la charge devient divj = 0. Avec IV.2 et IV.1, ceci

impose que divz = 0 (condition de jauge de Coulomb).

p—

E= _94 (qui est de toute fagon nul) et B=rot A=~—

ot Neé?

J—

—_

divﬁ =0 et r:.tE + % = 6 sont vérifiées (utilisation des potentiels au 1V.4) divE =P aussi (question IV.3)
E
0

—_

. - - - = = 2mQ.
En coordonnées cartésiennes v = Q(—yc—:z + wcy) donc rot v = VA 208, et B =

€. .

e

—_— —

Dans la boule, il n’y a pas de courants donc rot B = 0 Par ailleurs div B = 0. Ces deux équations sur B garantissent

Iunicité de la solution si on impose aussi sur la sphére limitant la boule la valeur de la composante normale du champ.
Or cette derniére valeur est imposée par le résultat du IV.6 4 la limite de la pellicule supraconductrice. On vérifie que la

valeur triviale E = 2m 8 ¢, (champ uniforme) convient. AN : B ~ 108 T

Si le champ magnétique, valant initialement By, tourne d’un petit angle « autour de Ox, sa composante selon €,

devient B,sina ~ Bjr. L’effet Lense-Thirring sur  un an correspond & une variation de

s K i 6B 51077
1078 x 1,9 107" = 1,9 10™*° T. La précision relative de mesure est donc B = ETO‘E =25%.



