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I Détermination de G a l’aide d’un pendule de torsion

La faible intensité de la force de gravitation par rapport aux autres forces rend sa mesure
difficile. En 1798, Cavendish réalise une expérience utilisant un pendule de torsion dont les
résultats seront réinterprétés un siécle plus tard comme la premiére détermination de G. La
précision relative de sa mesure est d’environ 1%, ce qui est remarquable pour I'époque, Aprés

une bréve étude de I'expérience originelle de Cavendish, nous nous intéresserons a une réalisation
moderne de cette expérience.

Expérience de Cavendish

La figure ci-dessous illustre le principe de I'expérience de Cavendish. Deux particules de masse
m sont fixées aux extrémités d'une tige de longueur 21, un fil de torsion relie le centre de la tige
a un point fixe du laboratoire, réalisant ainsi un pendule de torsion. En approchant deux sphéres
de masse M a une distance d de chacune des extrémités du pendule, on observe une déviation
angulaire dont la mesure permet de déterminer G.

1re2

v 5% o oM
- QA|vS &H.NS.

Dans la suite, on note 6 la déviation angulaire du pendule 4 sa position d’équilibre. On note
k 1a raideur angulaire du fil de torsion : le moment du couple de rappel est —k@ Z. Les sphéres
de masse M et les particules de masse m sont considérées comme des particules ponctuelles.

Q10. Calculer la déviation angulaire § due a ’attraction des sphéres. On suppose 0! < d et
!> d. On fera attention a bien justifier toutes les simplifications effectuées en précisant a
chaque fois I'hypothese utilisée.

Q11. Pour son expérience, Cavendish a utilisé les paramétres suivants : m = 0,80kg, M = 158kg,
1=1,0m,d=20cm et k= 3,6 x 10~%kg.m2.s~2. Calculer la valeur numérique de 6.

Q12. On suppose que la masse de la tige reliant les extrémités du pendule est négligeable. Calculer
le moment d'inertie I du pendule de torsion par rapport 4 son axe de rotation.

Q13. Parmi les différentes grandeurs qui interviennent dans la détermination de G a partir de la
’ mesure de 6, laquelle vous semble la plus difficile 4 déterminer directement ? Proposer une
expérience complémentaire pour mesurer cette grandeur. Exprimer G en fonction de M, [,

d, 0 et du résultat de la mesure que vous avez proposée.

Lorsqu’il a réalisé son expérience, Cavendish ne cherchait pas 4 mesurer G mais & déterminer
la masse de la Terre. Pour cela, Cavendish mesura ¢galement la période T d’un pendule pesant
réalisé en suspendant une des particules de masse m 4 un fil de longueur L.

Q14. On note Rr le rayon de la Terre. Montrer que 'on peut effectivement déduire la masse
de la Terre M en fonction de Ry, M, d, T, 8 ct du résultat de la mesure que vous avez
proposée 4 la question Q13.

Une version moderne de I’expérience de Cavendish

Une source d’incertitude majeure dans Pexpérience de Cavendish provient du comportement
inélastique du fil de torsion. Pour s’affranchir de ce probléme, on ajoute un couple qui s’oppose au
couple des forces de gravitation, afin que la déviation du pendule soit toujours nulle. La E.omE.o
du couple appliqué permet de déterminer G indépendamment des propriétés du fil de torsion.

Q15. Les spheres de masse M sont maintenant situces sur un cercle de rayon R dont le centre
coincide avee le centre O du pendnle de torsion. Exprimer le potentiel gravitationnel V()
créé par les spheres en un point quelconque 7. On introduira le vecteur R défini ci-dessous.

I

Q16. Quelle est la symeétrie de ce potentiel ?

Q17. On se place en un point 7 tel que 7 < R. On note 7 I'angle formé par les vecteurs 7 et R.
En utilisant le formulaire, mettre V(7) sous la forme d'unc série :

rn

a\TJ = <A4'1v == M an(7) Rl
n=0

On donnera ’expression des an(7) en fonction de M, G et ~. Le résultat sera simplifié en
utilisant la propriété de parité des polynomes de Legendre Pp(—z) = (—=1)"Pn(z).

Q18. Montrer, qu’a I'ordre le plus bas qui contient une dépendance en 4, le potentiel s’écrit sous
la forme V(v,7) = Vo(r) — (3G/2)Qr2 cos? , ot Vo(r) ne dépend pas de + et Q est une
grandeur caractérisant la distribution de masse de I’ensemble constitué par les deux sphéres
de masse M.

Q19. En déduire que I'énergie potentielle du pendule dans le champ de gravité des sphéres peut sc

mettre sous la forme Ey(¢) = Eo — (3G/2)q Q cos? ¢, o g est une grandeur caractéristique
de la distribution de masse du pendule de torsion, Ep une constante et ¢ ’angle défini
ci-dessous.

‘ m
.NS ¢ M
-—— AU —_— - .-
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Q20. En déduire le moment du couple exercé par les sphéres sur le pendule en fonction de G, g,
Q ct ¢.
Q21. La quantité g est relicc au moment quadrupolaire de la distribution de masse du pen-

dule. Pourquoi le moment dipolaire n’apparait-il pas dans le développement de 'énergic
potentielle ?



Le point de fixation du pendule de torsion est mis en rotation par un moteur a une vitesse
angulaire w(t) = wo + dw(t), ol wp cst une constante ct dw(t) une petite variation dépendant
du temps. Par définition, la valeur moyenne de dw(t) est mulle. On note R = (0,7, 'z le
référentiel tournant A la vitesse angulaire w(t) autour de P'axe (O, 2) par rapport au référenticl
du laboratoire (O, z,y, z). Nous allons étudier le mouvement du pendule dans le référenticl R
qui est non galiléen.

Q22. On s'intéresse tout d’abord au mouvement de la particule dont la position est repérée par
_wEmE 6 dans le réferenticl R, Rappeler les définitions de la force d'inertie d’entrainement

F, et de la force de Coriolis Fr qui s’exercent sur la particule dans R'. On introduira
I'accélération d’entrainement @, le vecteur @ = w Z et la vitesse 7 de la particule dans R'.

Q23. Rappeler la définition de 'accélération d’entraincment @, ct calculer son expression dans la
base (i, ip). Faire un dessin pour indiquer les directions des forces £, et F en supposant
qu’a linstant considéré la vitesse de rotation du moteur augmente.

Q24. En faisant le méme raisonnement pour la particule a 'autre extrémité, en déduire le moment

3=

du couple exercé par les forces d’inertie sur le pendule. Montrer qu'il est proportionnel a
la variation de vitesse angulaire w(¢).

Q25. Donner 'équation différentielle donnant I’6volution temporelle de 8(t) en fonction de ¢(t),
w(t), I, G, g et Q. On rappelle que I est le moment d'inertiec du pendule calculé a la
question Q12.

Q26. La vitesse de rotation du moteur est asservie de sorte que le pendule reste & la position
d’équilibre @ = 0 dans le réferentiel tournant. En déduire 'équation intégro-différenticlle
vérifiée par dw(t). On supposera que ¢(0) = 0.

Q27. On introduit un petit parameétre € = GQq/(Jwd). Quelle cst la solution de I'¢quation
précédente a Tordre 0 en €? On rappelle que la moyenne temporelle de dw(t) est nulle.
En injectant cette solution dans 'équation differentielle, en déduire I'expression de dw(t)
au premier ordre en €. Montrer que la solution obtenue peut se mettre sous la forme

Sw(t) = dwg coswmt. On donnera les expressions de dwp et wm en fonction de wo, g, @, T
et G.

Q28. La mesure de dwy permet de déterminer G. On Cerira deux expressions donnant G en
fonction de wp et éwp, I'une faisant également intervenir I, g et @, ct P'autre M ct It

L’expression de G en fonction de I,g ¢t @ est une expression générale ¢ui est valable pour
des distributions de masse quelconques, par exemple, lorsque les particules de masse M et m ne
peuvent pas étre supposées ponctuelles.

Précédemment, nous avons remarqué que le rapport /I était indépendant des caractéris-
tiques physiques du pendule. Cela facilite grandement la mesure de G, puisque le seul paramétre
restant & déterminer cst la quantité Q. Nous allons montrer que cette propriété reste vraic pour
un pendule de torsion plan ayant une forme quelconque.

(53}

On considére un pendule de torsion constitué d'une plaque verticale infiniment fine ayant une
forme quelconque. Un point de la plaque est repéré par ses coordonnées (X, Z). On note o(X, Z)
la distribution surfacique de masse de la plaque.

Q29. Exprimer le moment d’inertie I de la plaque par rapport & 'axe (O, Z) sous la forme d'une
intégrale.

Q30. L'extension de la placque est telle qu’en tout point 7 de la plaque r < R. Calculer 'énergie
potenticlle dEp(X, Z) d’un petit élément de surface dX dZ dans le champ de gravité créé
par les sphéres. On fera apparaitre 'angle ¢.

Q31. Exprimer sous la forme d’une intégrale I’énergic potentielle de toute la plaque. En déduire
le rapport I/q pour la plaque.

Q32. Une telle expérience avec un pendule plan a été réalisée a I'Université de Washington en
2000. La distance entre les sphéres M est telle que R = 16,76cm et la masse de chaque
sphére est M = 8,140kg. La vitesse de rotation moyenne du moteur est wp = 20mrad.s~%.
Calculer la valeur attendue de dwg. La courbe ci-dessous montre 'accélération angulaire
du moteur dw(t) mesurée dans 'expérience.
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Q33. Les chercheurs ont mesuré trés précisément §wp ainsi que les autres paramétres de "ex-
périence et ont obtenu la valeur G = 6,674215 x 10~ m3.kg1.s72. Ils ont estimé que

Pincertitude sur la distance R est de 1pm et Uincertitude sur M est de 3mg. En deduire
Pincertitude correspondante sur G.

o




II Détermination de G a l'aide d’un gravimétre

Une autre méthode pour mesurer G consiste A mesurer ’aceélération d'une particule test de
masse m dans le champ de gravité d'un objet trés massif de masse M. Cette mesnre s'efTectue
avec un gravimeétre. Cette partie détaille le principe de la mesure et los deux parties suivantes
s'intéressent au fonctionnement de deux gravimetres différents.

En pratique, P'expérience est faite sur Terre et la particule test est ¢galement soumise au
champ de pesanteur terrestre que l'on note § = —gz. On place la particule test A la verticale
de objet massif ct on mesure les accélérations @ et @ subies par la particule test pour deux
positions différentes d; et dz de I'objet massif.

z 2z

-

Q34. Exprimer G en fonction des vecteurs @, d; et de M. Expliquer lintérét de faire deux
mesures pour deux positions différentes.

Q35. La masse m n’apparait pas dans expression de G obtenue i la question précédente. Quel
est le nom du principe physique associé? Quelle théorie physique moderne s’appuie sur ce
principe?

Q36. Pourquoi est-il plus judicieux de déplacer I'objet massif et de garder la position de la
particule test 4 peu prés fixe plutét que le contraire?

Q37. On considére une expérience ot I'objet massif est initialement un métre au-dessus de la
particule test puis un métre au-dessous. Calculer la valeur de M pour que la différence
" d’accélération ||@y — @|| soit de l'ordre de 10~7g. Quelle est ’extension spatiale typique
d’un objet ayant une telle masse ? Pensez-vous que I'approximation de particule ponctuelle

soit valide ?

Afin de déduire G des mesures d’accélération, il faut trés bien connaitre la distribution vo-
lumique de masse de ’objet massif. Pour contourner ce probléme, des expériences ont été faites
en mesurant la différence de gravité au milicu d’un lac pour deux hauteurs d’cau différentes.

Gravimélre

Q38. Calculer le champ de gravité créé par un plan infini ayant une masse par unité de surface
o. On fera un schéma pour indiquer la direction du champ créé.

Q39. En considérant le lac comme infini, calculer la différence de gravité Ag lorsque la hauteur
d’ean baisse d’une hauteur h. Faire 'application mumérique pour k= 20m.

Q40

Q41.

Q42.

Q43

Q44,

II1

Reprendre le caleul en tenant compte du fait que 'eau qui descend est ﬂnEﬁ_m.—nmn par
de ’air. On considérera ’air comme un gaz parfait de masse molaire 29 g.mol™". m‘ocnm.__
prendre cet effet en compte si 'on sonhaite mesurer G avec une précision relative de 10727

Une expérience de métrologie doit permettre de relier la grandeur physique que 'on cherche
a mesurer aux grandeurs physiques qui sont utilisées pour définir les unités du Systéme In-
ternational (SI). Quelles sont les grandeurs physiques qui définissent les unités apparaissant
dans G7

Un des gravimetres les plus couramment utilisés est constitué d’une particule de masse m
suspendue & un ressort e raideur k. Comment mesure-t-on la gravité avec un tel appareil ?
Un autre type de gravimétre est constitué d’un interférométre de Michelson dont I'un des
miroirs tombe en chute libre dans une enceinte & vide. La source est un faisceau laser de
longucur d’onde A. Faire un schéma du dispositif et expliquer le principe de la mesure de
I'accélération du miroir.

Lequel de ces deux appareils vous semble le plus approprié pour obtenir une valeur métro-
logique de G a partir de mesures réalisées au milieu du lac?

Gravimeétre supraconducteur

Nous nous intéressons maintenant au fonctionnement d’un gravimétre supraconducteur. Dans
un tel appareil, une sphére supraconductrice est maintenue en équilibre au-dessus d’une bobine
supraconductrice fermée sur elle-méme. La mesure de la position d’équilibre de la sphére permet
de remonter 4 la valeur de la gravité g. On supposera que le mouvement de la sphere se fait
uniquement suivant 1'axe (0O, z).

Sphere Sphere

=

I,

R >

Bobine I, Bobine

Lévitation d’une sphére supraconductrice

On modélise le supraconducteur par un gaz d’électrons de densité n = 1.8 x 1022 cm—2 qui se
comporte comme un conducteur parfait. On note —e la charge de 'électron et me sa masse. On
note E et B les champs électriqme et magnétique a intérieur du supraconducteur et j la densité
de courant. Le comportement du gaz d’électrons est décrit par les deux équations de London :

8) mne®

ot~ m Z

1ot § = —(ne*/m.)B

Q45. Etablir la premiére équation de London par un raisonnement microscopique.

Q4G6. On considere 1a bobine supraconductrice. Montrer que les équations de London impliquent
que le flux ¢ du champ magnétique & travers la bobine est une quantité conservée. Dans la
suite, on nate ¢ ce flux, qui est une constante du probléme.

8
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