Etude d’une molécule d’ADN

Données.
. 1
La température utilisée lors des expériences est T' = 298 K. On notera f§ = T
B

Valeur de la constante de Boltzmann : kp =1,38x107 J- K-

T i . 1
Développement limité au voisinage de 0 : th(z)=z- 5:53 + a(z3 )

I. Une technique de mesure de force a ’échelle biologique.
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Temps (5) Figure 3: Enregistrements (pour cinq valeurs diffé-
Figure 2 : rentes de la force) de la position de la bille. En hori-
2(t) d g : " . zontal : coordonnée = ; en vertical : coordonnée z avec
u mouvement brownien origine « au pied de la molécule d’ADN » (sur la surface
fixe).

;;I'm: blIl’Z.almaﬂtCC (dont le rayon R est de I'ordre du micrométre) est attachée a une surface fixe pa

interm i ’ S g s 4 r

e te 1Ia1|reEd une molécule d’ADN (figure 1). L’ensemble est dans une solution aqueuse de tem ératEre
o .

) nte T . En Plagant des aimants permanents au-dessus de la bille, il est possible d’exercer une fi p ]

molécule. Celle-ci, tendue sous I"action de cette force, se comporte comme un fil souple oo s

I()Iomment peut-on augmenter ou diminuer cette force ?
our la suite, o iri
n suppose que, pendant chaque expérience, la force est verticale et indépendante de la position d
e

labille : F'= F4,. On néglige Iinfluence du champ de pesanteur.



Du fait du choc des molécules d’eau, Ia bijje posséde un mouvement aléatoire, appelé mouvement brownien,
autour de sa position d’équilibre. A p

u artir de I'image de la bille donnée par’un microscope on enregistre sa
Position au cours dy temps (figure 2).

2. On considére uniquement le mouvement dans une direction (1,
choisit I’origine de I’axe Oz A la position ¢’

position d’équilibre lorsque le déplacement
( de PADN. A force fi

longueur change si on n

) perpendiculaire a la force appliquée. On
¢quilibre. Déterminer la force de rappel (due a la molécule) vers la
& parrapport 4 cette position d’équilibre est petit devant la longueur
Xée, on considérera que la molécule est rectiligne, de longueur ¢ constante (mais cette

nodifie F). On exprimera la force de rappel selon @, en fonction de z, ( et F . Quelle
est 'énergie potentielle associée A cette force de rappel ?

- Montrer que F = L’}*Zﬂ

3. La valeur moyenne temporelle de 72 est notée (zz>
z)
mesurer la force,

{ et proposer une démarche pour

S. Avec une caméra, on enregistre Jes positions de la bille tous Jes 1/50's. La figure 3 montre le nuage de points
obtenu pour 5 valeurs différentes de Ia force, Commenter cette figure.

6. Pour chacune des cinq valeurs de la force J* on a déterminé <$2> et trouvé respectivement :

(z? )=0,63;0,30; 0,11 50,0255 0,008 (en pm?)
Quelles est la valeur en PN de chacune des forces ?

IL Traction sur une molécule d’ADN ; modélisation mécanique.

La structure en double hélice de la molécule d’ADN la rend assez rigide : aux échelles de distance inférieures a
quelques dizaines de nanométres elle S¢ comporte comme un batonnet rigide. On étudie tout d’abord un seul
batonnet de longueur b dont une extrémité

serait fixée & I’origine O tandis que Pautre extrémité (M) serait
soumise a une force Fi,. Le point M se déplace sur une sphére de rayon b et on Tepere sa position par les
angles usuels des coordonnées sphériques d’axe Oz, @ (colatitude) et ¢ (longitude).

7. Montrer que la force Fii, dérive de I’énergie potentielle —Fbcosd .

8. Justifier que la probabilité dp que la colatitude soit comprise entre 6 et #+df est de la forme
dp = Asin@ exp( BFbcosf)dé ol A est une constante,

9. Monter que la valeur moyenne (ou espérance) de I'altitude du point M, (z)=b(cos8) est de la forme

(z)=0 L—l] ou u est a exprimer en fonctionde £, F et b.
thu u .
/\/ 10.0n considére maintenant que la molécule est un ensemble de N bétonnets identiques,
librement articulés les uns aux autres. La chaine est caractérisée par les N vecteurs 7. de

=3l

norme b qui donnent les orientations des batonnets. Lorsque la chaine est complétement
étirée, sa longueur est L,. La figure ci-contre, est tracée dans le cas N =11 et on a C

’ i isié 4 oyennes .
représenté le vecteur associé au troisiéme batonnet. Quelles sont les valeurs moy \r}
(2;),(%:),(2) des composantes cartésiennes de 7 ?




'

{

11. Déterminer I’expression de la longueur moyenne ¢ (selon Oz ) de la chaine en fonction de la force F'.

Hrn 12. Montrer que, pour les grandes forces, —[% peut étre approximé par 1- %‘sz Commenter le résultat.

13.Montrer que, pour les petites forces, la molécule est équivalente & un ressort dont on exprimera la raideur en
fonctionde kg, T, b et L.

14. Tracer qualitativement le graphe de ((F').

=
15. Exploiter les résultats de la question 6 pour donner la valeur de L, et un ordre de grandeur de b.
16. Que se passe-t-il si, & force constante, on augmente la température ? Est-ce un comportement usuel ?

I11. Dénaturation (ou fusion) d’une molécule d’ADN

La molécule d’ADN comporte deux brins reliés par des liaisons entre bases
nucléiques. Ces deux brins peuvent se séparer de fagon analogue a ce qui se passe
1

lors de I’ouverture d’une « fermeture & glissiére » : :
On considére que la molécule comporte N >>1 maillons & deux états (fermé '
’ . I3 . by H '
d’énergie nulle et ouvert d’énergie €) ne s’ouvrant qu’a partir de la gauche. Un '
maillon ne peut étre ouvert que si tous ceux qui sont & sa gauche sont ouverts. i
i

1

]

]

On note s le nombre de maillons ouverts. Un état de la molécule est donc associé a

s ouverts N =5 fermés

chaque valeurde s.1lyena N +1 puisque s €{0,1,2, ...,N-1,N}.

17.Montrer que la fonction de partiion de la molécule est
l—exp — ﬁs(N + 1)
l—exp — ¢ ’

2=

18.Déterminer ’énergie moyenne puis (s). En pratique exp(e / kzT) > 1. Que peut-on dire lorsque cette
condition est vérifiée ?
Un modéle plus réaliste consiste & considérer qu’une fois ouvert, un maillon peut avoir plusieurs orientations. De

ce fait, il y a g états d’énergie € pour un maillon ouvert (autrement dit, pour chaque maillon, I’énergie £ aune
dégénérescence g ).

19. Quelle est la dégénérescence de la situation & s maillons ouverts ? On pose & = ge™** . Déterminer la fonction
de partition.

Compte tenu de la grande valeur de g, malgré la faible valeur de e peut étre, suivant la température aussi

bien supérieur & 1 qu’inférieur a 1. On se place au voisinage de la température T, pour laquelle 2=1. On pose

z=1+4+6 ety = (N + 1)lnz ~ (N + 1)6 . On suppose I&l < 1 mais on n’a pas nécessairement Iyl < 1.

20.Exprimer § en fonctionde AT =T — T (petitdevant T, ), T, et g.

el —1 . .
21.Montrer que z = (N + 1)— . Exprimer <s> en fonction de y .
y

]
22.AN: N +1=10%, Ing=10. Calculer % et les valeurs correspondantes de AT—T pour y = £100.

0
Commenter.




Molécule d’ADN

1. En montant ou descendant les aimants, on peut modifier la force magnétique subie par la bille. z

2. Pour les petits mouvements, I’angle 0 est petit et 0 ~ % - Le déplacement vertical est négligeable
donec T,+F=0 e, en projection sur Iaxe Oz, la force de rappel est

T R . ’ e
T, =T tanf = —Ftan0 ~ _F? Cette force, analogue a celle exercée par un ressort, dérivede

ap . 1F ,
I’énergie potentielle §7$ .

3. Par application du théoréme d’équipartition de I’énergie, <1§z2>=lkﬂT donc F = kT (. La mesure
2 2

(")

expérimentale de <$2> (variance de x(t) sur la figure 2) permet donc de déterminer F.

4. La valeur maximale de la force correspond & <:c2> _delordre de 107" m . F =~ 600 pN.
min

5. On voit le nuage de points dii au mouvement brownien aléatoire autour de la position d’équilibre. La position la plus
haute doit correspondre 4 la force la plus grande qui étire la molécule d’ADN. On constate une bien moins grande
dispersion selon %, qui est conforme  Ia relation de la question 3 si on suppose que la force a augmenté plus que (.

On observe aussi une dispersion verticale. Le mouvement brownien affecte les trois coordonnées spatiales.

(«) | 063 | 030 | 011 | 0,025 | 0,008

7. F=—gradEp avec E = -Fz. Pour le point M, C/um | 515 9,7 12,4 14,5 15,2

z = bcosf donc B, = —Fbcos . FI/pN | 0,034 | 0,13 0,46 24 7,8

8. En I’absence de force, aucun point de la sphére n’est privilégié. La probabilité d’occupation par M d’une zone de la
sphére est proportionnelle & I’aire associée qui, pour une zone élémentaire est proportionnelle 2 sinfdfdy. En

présence de la force, la probabilité est & multiplier par le poids de Boltzmann exp(—ﬁEp) = e.\'p(,BFb cosB) On

somme sur ¢ dans [0,27.—] pour obtenir le résultat.

fﬂcosﬂsinﬁe‘m’msa dé
9. Alors, (cos@) =0 - . Le changement de variable z = 8Fbcosé conduit en posant u = 3Fb a
j;] sin 8 e”Fs? 4g
et dz ze® v e’ N
(cos(9>=lf+" =l[ }'“ +£ ]'“ —_—1———1- donc (z):b[i—l].
u f—u rdr U [e’] thu wu thu u
+u =t

10.Les causes de la conformation de la molécule sont la force Fi, et la fixation en O. Elles sont invariantes par rotation
autour de Oz donc (ﬁ) /I i,, Cest-a-dire <T.> = (yi> =0. Lénergie potentielle globale est
E, =—Fz = —szcos 6, . Le poids de Boltzmann global est exp(,BFbE cosﬁi) = Hexp(,@Fb cos Gi) dlya

donc, pour chaque bétonnet le méme terme probabiliste sin, exp(ﬁFbcos 6!.) que pour le batonnet unique de la

11
tion 8 et (z,) = b| —— — 1|,
question 8 et (z; ) [thu u]
11 11
11.Alors ¢ =Sz ) = | L= 1.
ors £= (%) [thu u] O[thﬂFb ﬁFb]

: kT . . kgT .
12.8i BFb > 1, c’est-a-dire F > —[I‘;—, th3Fb ~ 1 a une exponentielle prés donc £ ~ [1 - ﬁ] . La molécule est
0

presque complétement étirée. Augmenter la force n’augmente que trés peu ¢ qui ne dépassera jamais Ly (a moins de
rompre la molécule).




T 1 1

1 1 u
13. F tLl=s>—= ==(1+u?/3 N)==+=+o donc
o u(l—u2/3+o(u2)) u( / 3+ o(u )) Stgt (u)
{~ L L Lyt . La proportionnalité entre la force et la g
3 3k,T
longueur montre que la molécule se comporte comme un ressort de o}
. 3k,T
longueur a vide nulle et de raideur £, = _EBI)— . 14. 06l
0

15.La plus grande des 5 forces est 200 fois plus grande que la plus o4r

petite et ne conduit & une valeur de ¢ que 3 fois plus grande. On 0zt

doit donc certainement avoir GFb > 1 donc (~L,. Prenons

0. s . ; ; ; ; ;
donc L, =~ 15,5 pm . Supposons que la plus petite des valeurs 00 2 4 6 8 10 12 14

vérifie au contraire SFb < 1. Alors la question 13 permet de calculer Fb ~ SLL ~ 1 ce qui ne valide pas vraiment
0

la supposition mais donne I’ordre de grandeur b ~ % = 0,1 pm . De toute fagon, b ne peut étre ni plus grand (on
aurait eu { plus proche de ;) ni beaucoup plus petit (la supposition 3Fb < 1 aurait été validée).

16. Si on augmente la température, © = BFb diminue donc ¢ diminue. La molécule se raccourcit. C’est assez inhabituel.

Un objet se dilate plutét si on le chauffe a contraintes constantes. Ici, ¢’est I’agitation thermique qui, en tendant a faire
s’écarter les batonnets de la verticale, est la cause du raccourcissement de la molécule.

17.L’¢énergie associée a I’état ol s maillons sont ouverts est E, = se . Le poids de Boltzmann est alors exp— Bes etla

s=N . e-{:‘-:(N+l) -1
fonction de partition z = Z (exp— ﬁs)‘ est la somme d’une suite géométrique. 2 = T 1
s=0 e -
N+1)e® ) E) (N+1)e? V) s
18.<E>=_d(lnz)___€ ( '—’)\'e - e_ et (s>=u=( li - 1 . Comme
dg eBe(N+) e P 1 € N+ 4 e* —-1

e «1, (s) ~ e~® & 1.La fermeture a glissiére n’amorce méme pas son ouverture !

19.Chaque maillon ouvert peut avoir g configurations. L’ensemble des s maillons ouverts peut alors avoir g¢°

s=N s s=N N 1
configurations et z = Eg’(exp—ﬁs) = Zz"‘ =—1 siz=letz=N+1siz=1).
s=0 5=0 T -
20, Par définition, g =¢/fh donc 1+ 6=z = exp[i[l—l]] ~1+i[i_l] S0t § ~ EAT — AT
kp\T, T kT T kT2 Ty
v_1 v _
21, Par définition zV = el et s —1=6 ~ done z = S =L & (N +1) 22
Y
d(lnz) d(lnz) dy eV 1)dy
L’énergie moyenne est (s¢) = (E) = — =- X2 = | —— — 2| =2,
giemoyemne st sz) = (E) = == dy a8 |e'—1 y)ds
dy <E ev 1
y=(N+1)lna:=(N+1)(lng—ﬂe)=>55=—(N—H)e donc<s>=?= - 1——(N+1).
e’ — Y

AT

0

22.Pour y = £100, 6 =~ +1072 et ~ +1073 . La température n’est que de trés peu au-dessus ou en dessous de T,

S . L.
mais % vaut 99% ou 1%. La molécule passe de pratiquement non ouverte a complétement ouverte pour une variation

infime de température autour de la température critique telle que ﬁ =lIng.
B



Propriétés magnétiques de la matiére

Les propriétés magnétiques de la matiére sont décrites, a I’échelle mésoscopique, par le vecteur « aimantation »
M. Cest une densité volumique de moment dipolaire magnétique : dans un milieu aimanté, chaque volume
¢lémentaire dr posséde un moment magnétique dipolaire d = MdT c’est-a-dire qu’il se comporte comme

un dipdle magnétique de moment magnétique 2 = MdT . L’aimantation peut apparaitre lorsque la matiére
est soumise & un champ magnétique extérieur (diamagnétisme et paramagnétisme) mais elle peut aussi exister en
Iabsence de champ magnétique extérieur (ferromagnétisme). Ce probléme étudie I’origine microscopique du
paramagnétisme et du ferromagnétisme.

h désigne la constante de Planck, ¢ la célérité de la lumiére dans le vide, p, la perméabilité du vide, &y la
constante de Boltzmann et N, la constante d’Avogadro.

h=6,6310"%J.s c=30010 mos! g, =dr 107 H-m™'  kp=138107% J-K7
N, = 6,02 10® mol™

Paramagnétisme : le modéle de Langevin

On considére que chaque molécule (ou atome pour un cristal atomique) posséde un moment magnétique
dipolaire i. Ce vecteur est de norme constante p (la méme pour toutes les molécules) mais d’orientation

aléatoire, toutes les directions dans ’espace étant a priori équiprobables.

On impose un champ magnétique extérieur B° = B°4,. On étudie une molécule en supposant que le champ

magnétique créé par les autres molécules est négligeable devant B°. Les angles (8,¢) des coordonnées

sphériques d’axe principal Oz repérent la direction de i (0 estl’angleentre fi et Oz, § € [O,ﬂ']).

Donner I’expression de I’énergie potentielle d’interaction entre i et B°.

Donner I’expression du poids de Boltzmann associé a cette énergie potentielle en fonction de p, B® @ etdela

température T .

Prévoir sans calcul quel serait le comportement moyen de ji atrés haute ou trés basse température.

Quelle est (& un facteur multiplicatif prés) la probabilité que, dans un systéme a I’équilibre a la température T,

I’angle (Oz,ﬁ) soit compris entre 6 et & +dof ?

On s’intéresse 2 la valeur moyenne statistique <ﬁ> de 1. 10 . y—
On introduit la «fonction de Langevin» £ telle que 44
1 1
LIX)= — — dont le graphe figure ci-contre.
( ) th(X) X grap g 0.6

B° 04
Montrer que </Lr>= (,uy): 0 et que <,uz>= uﬂ[l}jﬂT]. o

Commenter le résultat.

0.0




> —a iti elles,
6. L’ordre de grandeur de K est le « magnéton de Bohr » Hpone ~ 10 23 A .m?. Dans les conditions usu

B° J
i‘ T < 1 oubien H

’ '

doit-on considérer que >17?

On considére maintenant un matériay comportant n molécules identiques par unité de volume et on se place

3
dans la limite des hautes températures. On rappelle que th(X) =X- XT + O(X‘r’) au voisinage de X = 0.

Donner un équivalent de A 4 haute température. Vérifier que M est fonction linéaire de B°

.
-]

X est définie par le. = XB— (41, est la perméabilité du vide). Déterminer la
Ho

8. La «susceptibilite magnétique »

dimension de . Donner son expression. La loj de Curie (expe’rirﬁenta]c, fin XIX®): x = % est-elle vérifice

par le modéle microscopique ? AN. Evaluer |’

ordre de grandeur de n pour un métal. En déduire un ordre de
grandeur de y 3300 K,

II. Paramagnétisme : le modéle de Brillouin

Le modele de Langevin (1905) est antérieur a la naissance de la mécanique quantique. Il ne prend pas en compte

la quantification du moment magnétique. Cette quantification est une conséquence de la quantification du
moment cinétique, en particulier de celle du spin, car le moment magnétique d’

une particule est proportionnel a
son moment cinétique. On considére pour la suite du probléme le cas d’

une molécule de spin 1/2. La
projection du moment magnétique associé sur I’axe Oz ne peut alors prendre que les deux valeurs Moo=+ et

K. = —p, ol p estune constante dépendant des constituants de la molécule.

9. Quelles sont alors les valeurs possibles de Iénergie d’interaction entre une molécule et le champ magnétique
extérieur ?

10. Déterminer les probabilités, dans un systéme a I’équilibre & la température T', de chacune des valeursde p_.
11. En déduire (ﬂ;) .

12. Le matériau comporte n molécules identiques par unité de volume et on se place dans la limite des hautes

températures. Donner un équivalent de M/ a haute température.

13. Quelle est alors la susceptibilité magnétique ) ? Quelle relation devrait-on avoir entre p? (partie ) et Iy

(partie IT) pour que les modéles de Langevin et de Brillouin donnent la méme valeur de x ?

II. Ferromagnétisme : approximation du champ moyen

Les modéles précédents permettent d’expliquer I’aimantation d’un matériau sous I’action d’un champ
magnétique extérieur. Ils ne permettent toutefois pas de justifier les grandes valeurs de susceptibilité observées
pour certains matériaux et la présence d’aimantation en I’absence de champ extérieur. 11 faut tenir compte, pour
cela, de I’interaction entre les molécules.

On se place dans un cadre quantique et on adopte un modele dans lequel le moment magnétique dipolaire d’une

molécule ne peut prendre que deux valeurs ji = +d, ou [i = —u i, . L’interaction entre deux molécules A et

B proches se traduit par une énergie d’interaction E. a_g = —J [, - fiy ou J est une constante.




14.

15.

16.

18.

On utilise « /'approximation du champ moyen ». Cette approximation consiste 2 remplacer, pour I’étude d’une
molécule A, ’énergie d’interaction avec tous ses voisins By, = —J fiy - », Hp par B, = —K fi, - ()
{B voisins}

ou K est une constante (tenant compte du nombre de voisins de A) et (ﬁ> est la valeur moyenne statistique du

moment dipolaire. K et (ﬁ) sont indépendants de la molécule étudiée. Cette énergie s’ajoute a ’énergie

d’interaction avec un éventuel champ magnétique extérieur B° = B°i,.

Montrer que <p2> vérifie I’équation (pz) = py th kf'u]—T—(BD + K(“z)) '
B

On se place a haute température et champ magnétique extérieur non nul. Déterminer une expression approchée

de (p,z) puis de I’aimantation de matériau en fonction de B° et indiquer pourquoi la valeur de la susceptibilité

peut étre nettement plus grande dans le cadre de ce modéle.

On se place maintenant  une température quelconque mais dans le cas ot B° =0 et on pose T
B

Ecrire ’équation vérifiée par X . En exploitant le graphe de la fonction X — th (X ) , proposer une résolution

graphique de cette équation. Montrer que si la température est inférieure & une température critique Tc, le
matériau peut présenter une aimantation malgré I’absence de champ magnétique extérieur. Donner ’expression

de la « température de Curie » T, (mise en évidence expérimentalement par Pierre Curie en 18935) en fonction

de p, et K .
K provenant d’une interaction ¢lectromagnétique doit s’exprimer en fonction de p,, c et de la distance D
entre proches voisins dans le matériau étudié. Proposer, par analyse dimensionnelle une expression pour K eten

déduire son ordre de grandeur pour un solide métallique. En déduire ’ordre de grandeur de T, (on considérera
que f; & fpgy — VOIr question 6 —). Que peut-on en déduire ?

On revient  la situation de la question 15 B° est non nul et la température est supérieure a Ti, . Montrer que la

T . . -
susceptibilité magnétique est de la forme x = o = CT (loi de Curie-Weiss). Donner I’expression de o
—e




Propriétés magnétiques de la matiére

1. E, =~} B°=-uB°cosl
. B, uB°
2. Le poids de Boltzmann est exp| ——2X | = exp| *—cos0|.
k,T kT
3. A basse température, I'état d’énergic faible est favorisé : le dipole est aligné sur B° donc ([I) ~ pii_. A haute
température, au contraire, I’orientation est parfaitement aléatoire (toutes directions équiprobables), ( ﬁ) =0.
4. Sans tenir compte du poids de Boltzmann, la répartition aléatoire (isotrope) en direction se traduit par une
probabilité proportionnelle & sin6 d@ (aire d’une calotte sphérique élémentaire). Avec le facteur de Boltzmann,
o]
la probabilité est proportionnelle a sin 0 d0 exp[#B cos0] .
"B
5. L’¢énergie potentielle est indépendante de . La densité de probabilité est invariante par rotation autour de Oz
donc <[LI) = (,uy) = 0. Avec la question précédente et le fait que pu, = pcosf:
T o
f cosf sinfdf exp ﬂcosB
0 kT uB° .
<Il;> =p = .On pose X = =—. Avec changement de variable v = X cosf
L uB k,T
f sinfdf exp|=——cosf N
0 kpT
-X »
~ vdv explv v g\ %
onseraméneé(p:>=p%f-‘_‘r ( )= %w-l =pL(X),
j:‘, dv exp(v) [QXP(‘U)]_X
Avec le graphe, on retrouve bien les comportements limites étudiés en question 3.
. A . ubB® 1 .
6. Pour un champ magnétique ne dépassant pas 1,4 T et 2 T = 300 K T < 300 <« 1. Les températures
B
usuelles doivent étre considérées ici comme de hautes températures.
2no 270
7. Avec le développement limité donné par 1’énoncé, £(X) ~ 23 donc (u_) ~ e soit (ﬁ) ~ 1B :
3 21 3k,T 3k,T
L’aimantation étant le moment dipolaire par unité de volume, il suffit de multiplier le moment dipolaire d’une
— 2
molécule par le nombre de molécules par unité de volume pour obtenir M ~ % B°.
B
8. On utilise la formule donnant le champ magnétique dipolaire [B] = [4”03 ,u‘. Or, par définition de
T
. [#] . . g L
I’aimantation, [M] = ~—. Donc [B] = I, [M]. x est sans dimension et vaut x = —%— qui vérifie bien la
r B
loi de Curie. Un métal de densité 7 par rapport 4 I’eau et de masse molaire de I’ordre de 100 g.mol™" est
7 10° gm™ =
caractérisé par n = N, __gm_l ~410% m™. Alors x ~ 5107, Cest conforme aux valeurs
100 g.mol™~
expérimentales qui sont en général comprises entre 107° et 1073 .
9. L’énergie potentielle peut prendre les deux valeurs —u, B° et 4+, B°
, o , exp(£4,B° / kpT)
10. Avec le poids de Boltzmann, pour u, = £, , la probabilité de chaque état est p, =
2¢hy B® [ kgT

BO
11. (,uz> =Py — Py = plth[#1 ]

kT



Z I%

X1
i sl —oLN) 9p 6A.o&||&|v~| = o_h| = 9 saay F = X 9AnOI JIEAR UQ *
i ! ! o, Yu I M 1% ) = A Anon O ‘81
o1 Oy o iy

4

‘[3Y01u 9] N0 3[_qO2 3] Issne stew (3 QT = 9f [onbaj Inod) 19y 9] Jo310 npuaius usiq nad uQ
‘ajueiquie ainjespdwa) g sanbnguSewons) juos xneugpew sanbjanb snog *sed vL9A 95 au awsnuSewWoLs) [ 19
9L < I © [e13u95 UD 1as uO ‘3|quey Juerp OF « pepue)s » neugyew un nod ‘sujowueN 7 g Janquuod jnad
uids 3] juop spuedde uou suonos[a sinaisnid 110Ae Jnad Swoe un §o (SurezIp [ 9p SUIOW NE 2IpIO,| 3p) S1dwod

ud a1puaid g SulsioA sp aiquou Xne juepuodsariod najoey un Y suep Joe £ ‘9]dwaxa Jed 4jop i Jed apuIlse

Y. u
-SNOS JNOP SUBS 1S3 IN3[BA B M 0 & ﬂmi ~ O ‘stoly *w 0T g~ 7 ~ (7 ‘g uonsenb e[ € PIpru
14 £/t

1030 anb |33 api[os un Jnog *( ﬂ oi 13 | “7) sojuepuadppur suoisuawip xnap ap snjd JjuaAlaul Juoj (7 12 2 O 51
Jea saud aApedydunu ajueisuos aun ¢ a|qissod swioy 9[nas e[ 153,0 anb senuow op jpuuad L AW

d V)
o1 g7 = ¥ sesodoxdned ug *| g | = [51] ouop

= TS_ -anbrjguSew dwieyo un, p uolsuswip e[ e 17y LI

o
“IN3112IX3 anbrpusew
i
dweyo op 3ouasqe,] ua Puewre anp siofe mad neugew o - = 5L > [ IS Np-gIsa0 >
Lo L%
1S JusWaMas 33 Is o = ) anb axnne uonnjos aun & £ |1 ‘Y1 9p sydesS o Jnod | g a[eS3 suidLo,| g ajuad e[ op nuay
Trisy
a1dwo)) -suisuo, | Jed juessed m&l]« ojuad 9p 2310Jp E[ 12 Y3 Uonouoy k| op dydesS 5] a1ud UONDISIAUL, | JIANOY
g, g, |
‘ Aulvﬁ =y juesod us uaiasp Aunvﬂ q ' = () uonenb, T ‘91

A
‘[ ap ayooid 33 A7 s pueiS snjd juswayau a10A

4

Z%

‘pues§ snjd o113 oUOp mad X ] anb yad snid 159 b kq — 1 Jud 92s1AIp 159 €T uonsanb €| g 93An0x nd3[EA
4

= Auiv ‘[ 01p10,] © 13 Jueddojoasp ug *

wi
—

a
() + omv$ W= A..iv JuatAap [ uopsanb

e[ 9p 1)|NSd 9 13 |1 arped e[ 9p 9pMIY,| § WUBIAAI BDD .Amvk + o = WIg dweyo un g SIUNos 1L ajodip
9] 15 auILLOD dUOp vax +ofl v Vilm = (1) - Vil o1 — o - Vi~ = @ e 53 v ojodip np 215U F

(M = 11 ‘onuoo sed s onb aimeIpdwa) asseq ¢ sonFojeuL JUILLIS

I
au seynsos saf ‘siews) Jrfg = 77 1S uiAdSuv] op d)RPOwW NP IN[2d ¢ aNbIUIPY 153 JLNSHL AT * i =X €l
gt awnjoa op puun ud 50 1 £, A:v sioy ' X ~ (X)W
off Ty ~ U OWN[OA P n-g ~ (o X~ (3
4 — oty
% .
> L () = (1) ouop zo op ot uoneol sed juELIEAUL 21003 152 awisks 97 ‘71




L R B S e L SR

Rayonnement thermique

h désigne la constante de Planck, ¢ la célérité de la lumiére dans le vide et kj la constante de Boltzmann.

On rappelle que, pour une fonction f de deux variables z et y, de classe &2, si on écrit la différentielle de f
. . 8B 94 .
sous la forme df = A(:r.,y)d:v + B(m,y)dy, alors les fonctions A et B vérifient 3— = 50 (Théoréme de
z Oy

Schwarz).

I. Le rayonnement électromagnétique d’équilibre thermique

5.

6.

Les physiciens ont constaté (fin du XIX® siécle) que, dans une enceinte de volume V dont les parois sont a la
température absolue T, il existe un rayonnement électromagnétique (nommé « rayonnement d'équilibre
thermique a la température T»). Les mesures ont montré que la densité volumique d’énergie du rayonnement

u(T) ne dépend que de la température.
On interpréte, a I’échelle microscopique, ce rayonnement comme un gaz de particules (photons) sans interaction

animées de la vitesse c. On rappelle qu’un photon posséde une énergie c et une quantité de mouvement p

x

colinéaire a sa vitesse (et de méme sens) liées par la relation p =e/c. On considére que les photons
rebondissent sur les parois de I’enceinte en conservant leur énergie et en respectant les lois de Snell-Descartes de
la réflexion.

Quelle est la quantité de mouvement (vecteur) cédée a la paroi par un photon lors de son rebond ? Exprimer le

résultat en fonction du vecteur normal a la paroi 7 , de I’énergie e du photon et de I’angle 0 entre 7 et la vitesse
du photon avant le rebond.
Le rayonnement dans la cavité étant isotrope, quelle est la probabilité qu’un photon ait une vitesse faisant un

angle avec le vecteur 7 compris dans I'intervalle [6,9 + df)] ?

En étudiant les photons qui rebondissent sur un élément de paroi d’aire dZ pendant une durée d¢, déterminer la

force subie par cet élément de paroi de la part de 'ensemble des photons et en déduire que le gaz de photons

! . . u(T)
exerce une pression P donné par la relation P = 3

a. Exprimer ’énergie inteme U du gaz de photons occupant I’enceinte de volume V' & I'aide de u(T), puis sa
différentielle dU en fonctionde dV etde dT'.

b. Donner la relation liant, pour un systéme thermodynamique & deux variables indépendantes, les différentielles
dU, dS et dV (identité thermodynamique).

c. Déduire des questions précédentes que la différentielle dS de Pentropie du gaz de photon s’écrit

as = 22qy Y 9% 4
3T TdarT

Déterminer alors la dépendance de u en fonction de T (loi expérimentale de Stefan 1879).

Montrer que I’entropie de ce gaz est de la forme S = KV T3 ol K est une constante.




IL. Rayonnement d’équilibre thermique et expansion de Punivers

10

L’univers est en expansion homogeéne et isotrope (la distance d entre deux objets quelconques de 'univers

évolue au cours du temps selon la loi d(z) — a(t)dy ol d, est la distance & I"instant ¢, et a(t) une fonction

du temps appelée « facteur d'échelle y» vérifiant a(to) =1,

Lors de I'expansion, la température de I’univers (matiére et rayonnement en équilibre thermique) décroit.
Lorsqu’elle atteint environ 4000 K, les €lectrons et les protons se combinent pour former des atomes
d’hydrogéne ; la matiére de I'univers, initialement plasma opaque au rayonnement électromagnétique, devient
transparente ; le rayonnement et la matiére sont alors pratiquement découplés (c’est-a-dire sans interaction). Il en

résulte que le rayonnement inclus dans un volume ¥ en expansion subit une détente adiabatique (qu’on
supposera réversible).

a. En exploitant pour ce rayonnement le modaje de la partie I, préciser la loi d’évolution de sa température T en

fonction du facteur d’échelle a(t) ;

b. Le rayonnement dit fossile actuellement o

bservé correspond & une température de 2,7 K. En déduire le facteur
d’échelle entre le moment du découplage 2 4

000 K et la période actuelle.

On cherche a préciser I'évolution du rayonnement durant cette expansion. Pour cela, on considére une enceinte a

une dimension, constituée de deux miroirs plans conducteurs parfaits en regard et espacés de L.

Déterminer les fréquences 1% des divers modes (ondes planes) possibles du rayonnement dans cette cavité en

fonction de L et de la vitesse ¢ des ondes ¢lectromagnétiques dans le vide.

On modifie lentement la longueur de la cavité qui devient L = aL,. Comment évolue la fréquence v d’un

mode de fréquence initiale 9 7 On admettra que ce résultat se généralise pour les modes d’une cavité a trois

dimensions évoluant avec le facteur d’échelle a.
La densité énergétique u(T) est I'intégrale sur les fréquences de la densité énergétique spectrale ﬁ(u,T) soit

o ~ - Y - - . 9
u(T) E f; u(u,T) dv. On interpréte u(u,T)du comme la contribution de I'intervalle spectral [u, v+ du]

a la densité volumique d’énergie. Si I’expansion est suffisamment lente (adiabatique et réversible), les modes
évoluent continiiment en restant indépendants les uns des autres ; il N’y a pas de transfert énergétique entre eux.

Cela a pour conséquence que ﬂ(u,T)du ¢volue avec le méme facteur d’échelle que u(T), At,le

rayonnement étant en équilibre thermique a la température T, u(TZ] ) est donné par la loi de Planck (1900) :

% _ . 8mhus 1
“(76) = j; Uplanck (UO?TE)) dVO avec ulelvk(VU"IIJ) = P . eXp(hUu / I"BTE)) =0

Calculer ﬁ(l/,T) . Que peut-on en conclure ?




III. Interaction matiére-rayonnement

11.

12.

13.

14.
15.

On considére N atomes identiques (un gaz par exemple) placés dans une enceinte maintenue a la température
T°. Chaque atome posséde deux niveaux d’énergie électronique E, et E,. On suppose que F, > E, eton
note ¢ = E, — E,. On ne tient pas compte d’autres niveaux énergétiques. Par ailleurs I’enceinte contient

un rayonnement thermique d’équilibre & la température T° qui interagit avec les atomes. Deux processus
d’interaction sont en compétition :

i. Un atome dans 1’état E, peut absorber un photon d’énergie ki =& et passer dans I'état E,. A priori ce
processus est d’autant plus probable que le nombre de photons disponibles au voisinage de I'atome est plus
élevé. On peut donc poser que, pour un atome dans I’état E;, la probabilité d’excitation par unité de temps
(c’est-a-dire P,_,, telle que la probabilité d’excitation pendant d¢ soit P,_, dt) est de la forme :

A, = 1277(”7T°)
ol i(u, T°) est la densité énergétique spectrale de rayonnement a la fréquence =€ / A (voir la loi de
Planck ci-dessus). By, est le coefficient « d'absorption induite » (constante caractérisant Iatome étudié).
ii. Un atome dans I'état E, peut revenir spontanément dans son étal fondamental E; en émettant un photon

d’énergie hi = e. Pour chaque atome dans I’état E,, la probabilité par unité de temps de cet événement

(« émission spontanée ») qui n’est tributaire d’aucune énergie extérieure est une certaine constante A
indépendante a priori de I’état du rayonnement dans I’enceinte : '

spont __
BRI =4

Ecrire les équations régissant I’évolution temporelle des nombres N, (t) et NQ(t) d’atomes qui possédent

respectivement les énergies E, et E,.

Déterminer le rapport N, / N, a 1’équilibre thermique, tel qu’on I’obtient & partir de I’évolution décrite a la
question précédente ? Le résultat est-il compatible avec celui que 1’on prévoit pour un équilibre de ces N
atomes 2 la température T°?

Pour lever cette difficulté mise en évidence dans les questions précédentes, Einstein a proposé en 1916
I’existence d’un processus supplémentaire : le passage de E, a E, provoqué par la présence d’un photon

d’énergie hv = € au voisinage de I’atome, avec émission d’un second photon d’énergie hr =& (« émission
stimulée (ou induite) »). Ainsi, comme pour [’absorption induite, la probabilité¢ par unité de temps de ce

processus sera pour chaque atome dans I’état E, dela forme :
stim _ ~ 0
BRIy = B'zlu(”»T )
a. Ecrire les équations décrivant 1’évolution résultant des trois processus et déterminer le rapport N, / N, a

1°équilibre thermique entre atomes et rayonnement.

b. A quelle(s) condition(s) (sur les coefficients d’Einstein A, B, et B, ) I’équilibre matiére-rayonnement

peut-il étre compatible avec la répartition des V atomes a I’équilibre thermique & la température T° ?

Citer une application de 1’émission stimulée.

Le photon émis par émission induite a (pour des raisons qui vont au-dela du cadre de ce probléme) les mémes
caractéristiques (direction, polarisation, ...) que celles du photon qui a induit ’émission alors que 1’émission
spontanée conduit & une émission de direction (etc...) aléatoire.

On envoie sur N atomes un faisceau de photons dirigé selon ’axe Oz ; n photons arrivent sur les atomes par
unité de temps. A quelle condition le faisceau sortant sera-t-il plus intense que le faisceau entrant ? Commenter
cette condition.




Rayonnement thermique

La seconde loi de Descartes montre que la composante normale de la vitesse du photon est changée en son
opposée et la premiére montre alors que les projections tangentielles de la vitesse sont conservées. Le module de

la quantit¢ de mouvement est conservé (puisque I'énergie 1'est). Alors ., = 2pcos07i = 2ccosdii / c.

L’isotropie se traduit par I’équiprobabilité des points d’une sphére. La probabilité cherchée est le rapport entre

27wsin0df _ sinfdf
4 2

La quantité de mouvement cédée par un photon est indépendante la variable ¢ (coordonnées sphériques sur les

I"aire d’une calotte sphérique associée a [9,0 + d0] et I’aire de la sphére compléte soit

vitesses). On considérera donc que les photons ont des vitesses ol seul I’angle 6 change d’un photon a I’autre.
Si tous les photons avaient la méme énergie ¢, en notant n * la densité particulaire de photons, les photons de
direction 6 rebondissant sur d& pendant d¢ seraient ceux contenus dans un volume dZcdtcosé donc en

sin 6d@ - :
nombre d¥cdtcosd x n * x—z— et céderaient une quantité de mouvement :

dp = d¥cdtcosf x n * x% x25c0s 0 = dSdt7i n* ¢ cos? @sinfdf . Par sommation sur les angles
Cc
T ) ) dp.. /2 cos® 8 e n*e
0 €[0,—|, la pression serait P = —dte — p x f cos? 0sinfdd = n*e |— e . Or
dXdt 0 3 3

n * ¢ représente la densité volumique d’énergie de ces photons. Si on tient compte maintenant des différentes
énergies possibles, en ajoutant les quantités de mouvement cédées, il faut, a la fin, faire la somme des densités

volumiques d’énergie sur toutes les énergies possibles. On obtient donc P = A

Par définitionde u, U = Vu donc dU = ud V +V§—;dT.Or dU =TdS —PdV = 4S5 = %dV+ %
P u V du ) . 4u V du

Alors dS = —=dV + —=dV + ———dT .Enremplacant P par —, il vient dS = —=——dV + ———dT.
7% "7 TTar plagamt & parg 37 Trar

On applique le théoréeme de Schwarza dS : %[—# %:—; = %:—; = —4% + g—; = 0. Cette équation

différentielle linéaire a pour solution générale u = oT4.

En reportant dans la différentielle de I’entropie dS=a-[§T3dV+4VT2dT]=§a d(VT3). Donc

S = ga VT? + C'. On peut invoquer le « troisiéme principe» S — 0 si T — 0 pour annuler la C* (ou

bien aussi utiliser I’extensivité de I’entropie).
La détente est isentropique donc le produit VT est constant. Le volume varie en a®. Le produit a(t)T est

donc constant.
L’univers s’est dilaté dans un rapport 4000/2,7 = 1480 depuis le découplage rayonnement-matiére.

. c . . i
Question de cours : ¥, = n—— avec 7 entier strictement positif.
0

Le produit v est constant (il vaut nc/2). Avec le facteur d’échelle a, v =1Ly /L =1, / a.
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

L’énergie volumique u(T) est proportionnelle & T* . Elle décroit donc au cours de I’expansion avec un facteur

1/ a*. Si on suppose que @ (v, T ) dv évolue avec le méme facteur, les fréquences proches initialement de 1,

v 7 Vo, T .
se retrouvent autour de v avec v = — et (1, T)dv = U—PMdUO . En utilisant le fait que a(t)T est

a a*(t)
. _ 8mha®(ty® 1 1 :
égal & Tp, on en déduit donc que (1, T) = t) . Finalement :
eldly e 20 T) = e ) el ] e 1
3
ﬂ(ll, T) = Sy & = ﬂ'Plnnck(V’ T)

¢ exp(hv [ kpT) -1
Le rayonnement reste donc, au cours de son évolution, un rayonnement d’équilibre thermique suivant la loi de
Planck !

Pour obtenir les variations de N, pendant dt, on multiplie les probabilités de transition par le nombre des

. dN, . dn,
atomes concernés donc FTS = AN, — Blzu(u,T )N1 = ——(ﬁ.
p o dN, 3
A I’équilibre, —L =0 = 0 et . 1 - _ A _c {exp( h"o)_l],
dt N, B, i(nT°) B, sk kpT
N 32 ) o
hv =€ donc —L = i e.\:p(—e—) —1/|. En utilisant le « poids de Boltzmann », on devrait avoir (a
N, B, 8re’ kpT®

" N.
toute température) —L = exp
2

0

] . C’est clairement incompatible (sauf dans la limite & >> kgT*).
B

2

d dN, -
Avec le processus supplémentaire, % = (A+ Byi(n, T°))N, — Byi(v,T°) N, = = et a ’équilibre,

A ey . B_'Zla('/’cTo) _A/Bpia(nT°)+1_ Byl A & [GXp(——hVO) = 1] +1| ce qui
dt N, Byyi(1,T°) By, / By By, | By 8mhv? kT
. o o el c*h?
redonne la loi de répartition d’équilibre de Boltzmannsi B, = By = A——=4 .
8rhid 8me®

L’émission stimulée est le mécanisme d’amplification cohérente de lumiére & la base du Laser.

L’émission spontanée est de direction aléatoire. La probabilité d’émission dans la direction Oz est alors
négligeable. En ne tenant compte que de I’absorption et de I’émission induite, il y aura amplification si la

production de photons I’emporte sur I’absorption donc si N,By @ > N\ Byt , ¢’est-a-dire, avec B), = By, si
N, > N, (état d’énergie supérieure plus peuplé que 1'état d’énergie inférieur). Il faut une « inversion de

population » par rapport a I’équilibre thermique. C’est le role du « pompage » (optique (Kastler 1950),
thermique, chimique, ...).




