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Influence de charges en mouvement lent selon la normale
4 un conducteur

L’objet de ce probléme est d’¢tudier les phénomeénes qui se produisent dans un conducteur lorsqu’un faisceau

de particules chargées (issu d’un accélérateur) atteint une cible conductrice.

Propriétés des conducteurs
Nous admettrons les propriétés suivantes des conducteurs ¢lectriques usuels (les métaux par exemple) :

— En régime permanent ou en régime lentement variable la densité volumique de charge est nulle en tout

point de I'intéricur d’un conducteur.

— 1l est néanmoins possible qu’un conducteur soit chargé. Dans ce cas, les charges sont présentes uniquement
a la surface du conducteur et on peut les décrire par une densité surfacique de charge o(P) qui peut
dépendre du point P considéré, situé 4 la surface du conducteur.

ans un conducteur, il existe des courants électriques suivant la loi

— Si le champ électrique n'est pas nul d
point M & I'intérieur du conducteur est donnée

d’0Ohm loc&ﬂ}e : la densité volumique de courant en tout
par la loi j (M) = 'yﬁ(l\‘l). La constante 7, nommée conductivité électrique, caractérise le matériau

conducteur.

— Lorsque le milieu extérieur au conducteur ne comporte que des char
instantanément un régime permanent dans lequel aucun courant ne circule dans le conducteur (7 =0
en tout point) et, d’aprés le point précédent, le champ ¢lectrique est nul en tout point de lintérieur du
conducteur. Le potentiel est alors uniforme dans tout le volume du conducteur (et & sa surface).

ges immobiles, alors il s’atablit quasi

Résultats d’électromagnétisme
On rappelle les résultats suivants qui pourront étre utilisés sans démonstration dans ce probléme :

— En présence d’une distribution superficielle de charges, le champ électrique n’est pas défini sur les points
de la surface chargée. On peut par contre définir les limites du champ de part et d’autre de la surface et

. .. . o
ces limites vérifient la relation de passage : Eo — _E_le = — 152
2]

— En posant 7 = (ﬁi et 7 =| 7 ||, le champ électrique créé par un dipdle de moment dipolaire 7 placé a

I'origine O de Pespace vérifie
B = — (3(? T ?)

" Aregrd r2

Théoréme d’unicité

On utilisera dans ce probléme le résultat mathématique suivant :

On considére un domaine (volume) de I’espace (V) qui constitue I'intérieur d’une surface fermée (2). Dans
ce volume, le champ électrostatique vérifie les deux équations div(ﬁ) =LZet ﬁ(ﬁ) -7.

La solution de ce systéme d’équations est unique si on impose en chaque point de (X) la valeur de la

composante normale de E') ou bien la valeur du potentiel électrostatique.
Certaines parties de (Z) peuvent étre rejetées & 'infini. L'unicité est garantie dans ce cas si on impose de
plus que le potentiel électrostatique est nul (en fait tend vers 0) pour les points de (¥) situés & l'infini.

Données numériques

Permittivité du vide ¢ ~ 9x107?Fm™!
Masse de Pélectron  m ~ 1073%kg
Charge élémentaire e ~ 1,6x107°C

I’étude est faite dans un référentiel galiléen. On note Ozyz le repére cartésien. La distance d'un point

quelconque a I'axe Oz est notée .
La partie I permet de montrer des résultats intermédiaires qui pourront étre utilisés dans les parties suivantes.

I Etude de champs électrostatiques

I.1

Deux charges ponctuelles immobiles (+¢) en (0,0,+Z) et (—g) en (0,0,—Z) créent un champ électrostatique.
Calculer ce champ en tout point du plan Ozy. Exprimer le résultat en fonction des données et de r, distance a
l'axe Oz. Que vaut le potentiel électrostatique sur le plan Ozy?




"(0 > z su0z) 1ma3ONpPULD 5] swep dureyp np swR[qoxd o[ IBIPNIY IIO[[e] BA [T ‘SYOURASI UF
"0 = z ue[d o[ ans a3reyo 5p enbreyms
2}1SUSP [ 3P 32 ( < z 1nod anbliyos[e dureyd np suoyewxoidde ssutoq ap Jue)jsul anbeyd g quaros 7 aryred |
9P sjeynsaI s9f anb mod 39 (0_ =( g)i\gl dY1I9A anbr1oa[e dureyp of anb mod ojqre; zesse 359 98S9)1A 9339)
"95S9)A BS 2B = 4

ZP
302 uonyisod es (1) 7 8jou uQ) *2() 9xe,[ 9P SUO[ o] JUS] JUSWIANOWI TS 153 (D) e8xeyo B[ ‘ITT auTed 83390 sue(]

£(Q °X®J ans jusweAnowt us (b) a8reyy I

(0 > z amb ( < 2 walq Issne ‘eoedss,[ N0}
suep) duregd op sauSi| so IouIssap U : a[nas (.t)o a8rerp 8p UOYNQINSIP B[ JRII> onb dwreyd o] #II9(]

€11

Ok ueld) majonpuod np eoejins e & 2juesaid jusaIressadgu (1)o aSren
3P enbloeyms 9)ISUSP ©[ SIMNPYP US ‘IN3)ONPUOD 9] suep [nu jss anbrryosfe durerd oy 101,nb grey 5[ JuesIIN UF

¢’1I

“I°] U IPN3Y sa3reyd Xnap
Op SWR)sAs np m[ad onb swew 9] 359 onbiyeIsoryos[e durer af (0 < z) @oedse-Tuwap o[ suep ‘enb Iegnsnp

LIk

“a[iqowur 5o 9ffa JT a1iTed 91180 SUR(] "0 < 7 J9A®
(z°0°0) yuiod ne zQ axe,[ ms (B) sfrenjouod o8reyd oun s0e[d UO ‘SNSSIP-1> FUUOUS majonpuod np snid uyg

zQ ox®] Ins o[iqoutuit (b) aSreyn I

*b s[ej0} 9SIRY 9p (SurIojIUN anbrumpos 9yISULP
aum daae R3Ieyd) o[noq d313ed se1y duN B sjus[eAIbY 958 (B) a[enjouod aSrerp sun,nb Ia1apisuos ermod uQp
"Ma3onpuod np juiod Jnoy us [nu sIofe 359 [Prud3od 9 ‘enbyess ug 'g e [e8s sud 3so [eyyusjod 9] MO wWyuL,[ ¢
JTEPUSIL,S L 9IIAIIONPUOD P MBIONPUOD NSI[TUI UN 353 (() > Z) 90edSo-NuAp 9] ‘Aw[qOId NP 3mS v[ 3)N0Y sue(]

'SR 30 sue
dured op SoUBI| SOP USSP UN oI ‘TUPUL] SI9A Pua} 77 anbsio[ () 9p aSewsion ne dureyd o) xnpap UHP (°)
"y ue a90e[d axne,[ 32 O U agoe[d aun,[ ‘eIss1091d uo [ anb ssjeniouod s35red Xnap anb
durego swaur 9 ‘Y juLwSss np sioy 20edss,[ 1noy suep ‘9910 sajodip ap wonredar 93390 anb »BYuoy (q)
¢, uotsuswip
Bs 1S9 BN -(man%uo[ ap ayun red axefodip juswow no) arejodip justout ap snbigury 931sUAP v[ 189 4 (®)
"3JUe)SU0D dUN 39 4 1O R 20 J = f ¢ a1re[odip juswiowr dp 2[odIp Un dWwod a)10dwod 8s () JuswSas
5[ INS JURANOI} 95 Zg S[[BAISIUL JNOY : ISUIR 93109 38 uonnredar a3 (0 < 7 = 2) v 390 (0 = =) Q sywod
S9[ 213U z() 9XE,] INS sgoeld sanb1ijoo[y seqodip op dnuiuod uolIedal sun ¢ juRULIUTRUI 3SSAIIULS UQ

¥l

"dwreyd 90 9p J[NPOW NP INs[eA B[ IAJUSBWWOY) dnDLII[R dwe
mayaa o[ ‘Q ue jnes ‘iz uwerd np juiod 30} UL IBNOTE) "IYULISUOD BUN IS\ O ) > z amod Y— 3 < =
mod Y+ 3so enbroul] 9)ISUSP B 7O IXE[ INS 9318y 9p SULIOJI[Y UOI}IIIeddl SUN JURUSIUTRU SSVSIAUD ()

Y
e . (Z+40°0) ua 9or[d 9sa o[odIp SWIUI J] IS JR)[NSIT 3] IYIPOU 1S3 JUSUWUIOD)
“JuaWdeSy 19s1091d ® 4 39 7 ua g 918ap ap awous[od un (Z 1) f
s1o91d B) 9)URISUOD dUN 359 3 NO EE((Z%%J) 3] 910 e[ SNos jey[nsa1 of o110y -o[edrp o Ied 9910 aublryosfy
C L = oyuesodwod e[ iz0 uerd np jutod 3no} us sBMoTR) "0 < Z e {(Z—°0°0) Jutod ne zQ
g_ axrejodip juswoul 8p anbi13oad s[odip un ‘ajuepuadypur uoEN}s duUN SUR(

30 (18
durego np ;1 UO[S
axe ] s 9oe[d 359 Zild =

¢l




II1.1

C do . o . . .
alculer — en tout point du plan Ozy. Montrer qu'il existe nécessairement dans la région z < 0 une densité

ot
do

volumique de courant dont la composante j.(z = 07) est reliée simplement & 5

k ~/
Montrer que, juste sous la surface du plan Ozy, la composante normale du champ électrique est bien

. i . v  22%—r? N _ d
approchée par D'expression E,(z = 07) = 2y (22 1O Reconnaitre en E;(z = 07) la composante du

aire et les deux positions possibles.

champ créé par un dipdle dont on précisera le moment dipol

II1.3

En déduire le champ électrique dans tout le conducteur (
envisagées est acceptable). Représenter les lignes de champ de

en expliquant pourquoi une seule des deux positions
E et AMJ dans le conducteur.

I11.4

On veut évaluer la validité de la solution obtenue. La démarche adoptée est approchée puisque I’expression
de o utilisée avait été obtenue en IT en supposant le champ électrique nul dans le conducteur alors qu’on vient
de lui trouver une valeur non nulle.

En utilisant les valeurs de E:(z = 0%), E:(z =07)
et montrer qu'elle conduit & &o|V| K vZ.

et g /o, déterminer la condition de validité du modéle

II1.5
slV]
v

v =10°Q~'m~'. Calculer

pour un électron animé d’une vitesse V = —10" ms~!. Commenter.

IV Faisceau homocinétique sur 'axe Oz

La milieu conducteur occupant espace (z < 0) est mainteant la cible d'un faisceau de particules qui arrivent
avec une vitesse V < 0 le long de 'axe Oz. Le faisccau est considéré comme filiforme, la charge linéique A est
uniforme. La vitesse V' des particules reste constante jusqu'a leur impact en O sur le conducteur. Cette situation

est alors un régime permanent (statique).
Le modéle étudié présente une singularité en O. On ne s’en inquiétera pas; il suffirait en fait tenir compte

de la largeur (faible mais non nulle) du faisceau pour rendre calculables les grandeurs divergentes.

IV.1
Suivant le méme principe que dans la partie II, déterminer la densité surfacique de charge qui apparait sur
le conducteur (dans le plan Ozy).

IV.2
Calculer intensité du faisceau. Montrer qu'il y a nécessairement un courant dans le conducteur. Montrer que
ce courant doit pouvoir étre décrit (sauf en O) par une densité volumique de courant telle que j:(z =07) =0.

Iv.3
Par une démarche analogue 4 celle adoptée en partie I1I, déterminer Imv et Mv dans le conducteur. Faire un
dessin dans le cas AV > 0.

V.4

Montrer la présence d’une charge en O et donner sa valeur. Que vaut le champ électrique pour z > 07

V.5

Calculer le champ magnétique dans le vide pour z > 0, puis dans le conducteur.
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Traitement des fumées industrielles par un électrofiltre

Les poussiéres, petites particules en suspension dans I'air, sont des polluants fréquemment présents dans les
fumées industrielles. Leur émission est soumise & une réglementation toujours plus stricte qui oblige les industriels
& équiper leurs installations de dispositifs de dépoussiérage. Les électrofiltres peuvent jouer ce réle dans des
installations aussi variées que les centrales thermiques, les cimenteries, les incinérateurs, les aciéries ou encore
les verreries.

Un électrofiltre est essentiellement constitué de deux électrodes entre lesquelles on applique une forte tension
électrique. L'une d’elles, appelée collectrice, est mise a la terre alors que 'autre, nommée émettrice, est portée
a un potentiel négatif —U provoquant l'ionisation du gaz a son voisinage. Les anions ainsi produits se déplacent
vers la collectrice, correspondant au passage d’un courant au travers du gaz. En chemin, certains de ces anions
se fixent sur les grains de poussiére qui acquiérent ainsi une charge négative. Ces particules polluantes sont alors
attirées par la collectrice et s'y fixent en formant un dépét qu'on élimine en ébranlant I'électrode a coups de
marteau (électrofiltre sec) ou en la ringant par un liquide (électrofiltre humide). Le résidu est récupéré dans des
trémies, puis évacué.

Dauns les électrofiltres secs, les émettrices sont des fils verticaux et les collectrices des plaques verticales entre
lesquelles la fumée a dépoussiérer s'écoule horizontalement (partie gauche de la figure 1). Dans les électrofiltres
humides, I'émettrice est un fil vertical et la collectrice un cylindre coaxial, la fumée s’écoulant selon I'axe de ce
tube (partie droite de la figure 1).

diamétre : 21, \

AT
[

gaz dépoussiéré

4

(a) Electrofiltre sec (b) Electrofiltre humide

FIGURE 1 — Deux types d’électrofiltres

Ce sujet est accompagné d’un document réponse d rendre avec la copie. Une liste de valeurs numériques et de
formules figure en fin d’énoncé.
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est placée Al Pun des fils, & Gpnle distanee des deux eollectrieen, Tout, effet, de bord ttant négligt, le potentiel
Clectrostatique est donné par o

- cosh (Tr(:r; ; ZVI’I.I/)) - (ZW)
Ve, z) = L In|- i “’

A (i — Zindd) s/
e =) cosh - =) Aeon (- l/')
: ( 24 ) b con ( 24

(a) On considére le champ sealaire f verifiant, en coordonmtes cartésiennes, f(x,y, z) = In (cosh(az) + cos(By))
o av el A sont des constantes, Calenler e laplacien de f. A quelle condition Af est-il nul? Que vant le laplacien
de Pexpression proposée pour V7 Connnenter,

(b) Vérifier que cette expression est compatible avee la présence des collectrices an potentiel nul,

(¢) Verifier qu'elle est également compatible avee la prégence des fils de rayon r, (

émettrices) dans la limite o
e = 0 et trouver Pexpression de A en fonction de d, 5 e, .

(d) Les ¢quipotentielles sont représentées sur-la figure B3 du document réponse, Compléter cette figure en

tragant, en conlenr deg lignes de champ orientées, Quelles sont les zones de fort champ? Existe-t-il des poin
on le champ ¢lectrique s’ammule ?

y
ts

(e) La figure 2 montre le comportement de |12,(z = 0,1,z = 0)| en fonetion de y. Ce graphique, obtenu pour
d/s = 4/3, wtilise les variables adimensionntes |19,/(U/s) (en ordonnée) et /s (en abscisse).

Quelle valeur Uy faut-il donner & U pour provoquer Pionisation prés de Péleetrode émettrice ? Exprimer la
réponse en fonction de s et 5y, puis estimer la valenr numerique de Uy pour & = 150 mm., Comparer l'ordre de
grandeur obtenn avee celui concernant, Pélectrofiltre tubnlaire,

I.B — Influence des charges d’espace

Dés lors que la tension U dépasse la valeur seuil Uy, un courant d'intensité 7 s'instaure dans Iélectrofiltre et
Pespace inter-clectrode se peuple d’anions dont, la présence, caractérisée par les densités volumiques de charge
p(M) et de courant, 7 (M), modific le champ Clectrique. Ces anions sont supposts tous identiques et se déplacent
dans le champ ¢lectrique ﬁ(M) avee une vitesse ¥ (M) = —bE (M) avee b = 3,1 x 10~ m2 V="5~! dans les
conditions envisagées.

La connaissance des champs couplés ]f (M) et p(M) constitue un enjeu majeur car ces grandeurs déterminent la
migration des grains de poussi¢re. Dang un ¢lectrofiltre sec, leur détermination s’appuie sur de lourdes méthodes
numériques, Nous Pabordons ici uniquement dans le cas des ¢lectrofiltres humides en négligeant tout effet de
bord. L'influence des poussidres mobiles sur le champ est négligée.

1.B.1) La collectrice tubulaire et I'émettrice coaxiale ont pour hauteur i Onnote j = 7 - ¢/ et E = B . e les
projections sur le vecteur unitaire radial usuel des coordonnées cylindriques et 7 la distance d'un point 4 I'axe.

Un courant d'intensité i > 0 circule radialement d’une électrode vers 'autre. Dans quel sens? Exprimer j en
fonction de 4 et des variables qui s'imposent.
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FIGURE 2 — Variations du champ électrique dans un électrofiltre sec

1.B.2) Exprimer la densité volumique de charge en fonction de i, E, h, 7 et b.

1.B.3) Quelle équation de 1'électromagnétisme exprime localement la modification du champ électrique par les
ions ? Montrer qu'elle peut s’écrire sous la forme

d(rE) _ _ir

S dr 27hzob

1.B.4) A une certaine distance ro > Te de 'axe, la norme du champ électrique prend la valeur Ep. En déduire
’expression de E.

I1.B.5) Pour r suffisamment grand (quelques centimétres en pratique), on considére généralement que le champ

devient grossiérement uniforme. Quelle est alors son expression approchée ? Quelle est ici sa valeur numérique
sii/h=070mAm™*?

1.B.6) Dans cette région de quasi-uniformité, calculer la vitesse des ions, puis la densité volumique de charge p
et le nombre d’ions par centimétre cube au voisinage de la collectrice (r =r¢), en supposant que chacun porte
une charge élémentaire.

II Comportement des poussiéres dans I’électrofiltre

II.A — Charge d’une particule sphérique : modéle de Pauthenier

On aborde dans cette partie le processus de chargement des poussiéres, assimilées & des sphéres de diamétre
d = 2a. Ces grains sont initialement neutres mais les anions mobiles le long des lignes de champ les rencontrent et
s’y fixent, leur communiquant progressivement une charge Q(t) < 0. Le champ E étudié dans la partie précédente
est désormais supposé uniforme et connu. Chagque grain de poussiére chargé et polarisé sous I'influence de
déforme localement les lignes de champ. Pour éviter toute confusion, on note E le champ tenant compte
simultanément de E et de la présence des grains.

FIGURE 3 — Coordonnées sphériques autour d’une poussiére sphérique

On raisonne sur un grain unique immobile et on adopte momentanément un nouveau systéme de coordonnées
(r,0, ) de type sphérique, dont Vorigine se situe au centre du grain et tel que P = B4 avec E < 0 (figure 3).




Des considérations d’électrostatique montrent que, a I'extérieur du grain (r > a), le champ électrique total est
donné par

= = Zr—1
E t — E + E r 5

—

2
a” . ; .

=
Dans cette expression, E; désigne le champ que créerait autour d’elle la particule sphérique portant Q si elle
était seule dans I'espace. La constante sans dimension z, dépend de la nature physico-chimique de la poussiére.
Les lignes de champ sont tracées sur la figure A du document réponse pour Q = 0 puis pour une valeur négative
de Q.

II.A.1) Calcul de la charge limite

() Orienter par des fleches bleues les lignes de champ de la figure A du document réponse et représenter le
mouvement des anions par des fléches rouges. On précise que les lignes de champ qui rencontrent la sphére en
la pénétrant ne portent pas d’anions : la sphére peut capturer des anions mais ne peut pas en émettre.

(b) Quelle est 'expression de E;? L'accroissement de |Q| a-t-il tendance a réduire ou a élargir la portion de
la sphére d’ou partent, vers des valeurs croissantes de r, les lignes de champ ? Favorise-t-il ou s’oppose-t-il a
I'arrivée de nouveaux anions sur la sphére ?

(c) Le grain de poussiére atteint sa charge limite Qlim lorsque les lignes de champ sont si distordues qu’aucun
anion ne peut plus lui parvenir. Montrer que

(d) Calculer numériquement Qyiy,, pour =, = 10, d = 2a = 2,0um, |E| = 5,0 x 10° Vm~!. Combien de charges
élémentaires cela représente-t-il ?

I1.A.2) Loi horaire et durée de chargement
Le mécanisme décrit dans la question précédente est régi par la loi horaire

t
Q(t) = Qtim ——
t+ Q
(a) Sachant que 7 ne dépend que de zp. b et |p| (ot p est la densité volumique de charge des anions), en donner
une expression par analyse dimensionnelle. Le résultat exact s'obtient en placant un facteur 4 au numérateur.

(b) Calculer numériquement la durée faq au bout de laquelle un grain de poussiére atteint 90% de sa charge
limite pour 5 =3.1 x 107*m? V-5t et |p| =5.0 x 107> Cm~3.

(c) La fumée poussiéreuse s'écoule & la vitesse ug = 1ms™! en traversant I'électrofiltre sur toute sa longueur
L = 10m. Quelle conclusion peut-on tirer de la valeur numérique de tgq ?

Développements limités

On note cosh la fonction « cosinus hyperbolique ». Au voisinage de 0

X2 X2
cosh(X) =1+ - et cos(X)~1-— =

Analyse vectorielle

En coordonnées cylindriques

or 'radsd = oz

AY(r,0,2) = 19 ( ay) 410w 9%

ror\'or) 2067 T 922
—— o (104. 94\ s, (9Ar A\,  1/8(rds) 94\
B2 = (;W‘E) (5o )i (05

Données numériques

Perméabilité magnétique du vide o =47 x 1077 Hm™!
Permittivité diélectrique du vide 20=885x10"2Fm™!
Charge élémentaire e=160%10""C

| e e T



