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Mouvement d’un pavé a P'intérieur d’un cylindre

On considere que ]pwﬂga/li@. On note Oz I'axe vertical descendant et g le module du champ
de pesanteur. Un pavé glisse a Pintérieur d’un cylindre de révolution, d’axe Oz horizontal. Le cylindre est immobile
dans le référentiel terrestre. On étudie un mouvement tel que le pavé reste en contact avec le cylindre.

Toutes les dimensions du pavé sont petites devant le rayon du cylindre ce qui fait quon pourra tout au long du
probléme assimiler le pavé 4 un point matériel P de masse m . A Iinstant initial ¢ = 0, le pavé est abandonné, le
point P étant sur 'axe Oz (6 = 0) avec une vitesse initiale ' )

Uy = Yy (1, > 0). P reste ultérieurement dans le plan 20y a la ¥

distance constante R de O. Il est repéré en coordonnées polaires par

I’angle H(t) (voir le dessin). La force de contact qu’exerce le

—_— 4

cylindre sur le pavé est notée R= —Nu, + T, .

On tiendra compte, en particulier dans la partie I1I, du frottement
entre le cylindre et le pavé en le modélisant par un contact « solide

sec » caractérisé par les coefficients de frottement statique fy et
) U
cinétique f. '

Etude préliminaire générale
Exprimer 1’accélération @ de P en fonction de 6 (t), de ses dérivées et des vecteurs de base 4, et i, .

Déterminer les expressions de N etde 7' en fonction de 8 ( t) et de ses dérivées.

L’¢énergie mécanique E,, est la somme de Iénergie cinétique et de I’énergie potentielle de pesanteur. L’exprimer en

fonction de 8 (t) et de ses dérivées.

On s’intéresse & la possibilité de faire un tour complet. Ceci n’est réalisable que si la vitesse initiale est supérieure a

une vitesse minimale v_; . Déterminer par analyse dimensionnelle la forme de ’expression de v,;n €n fonction des

données.

IL. Etude du mouvement sans frottement

Dans cette partie, le contact entre le pavé et le cylindre est sans frottement.

L’énergie mécanique est-elle conservée ? Pourquoi ?

En déduire I’expression de 62 puis celle de 8 en fonction de 6 et des données.

- En ne considérant que les aspects énergétiques, discuter, suivant les valeurs de v,, de la nature possible du

mouvement. Si ¢ reste borné, exprimer la valeur maximale 6, de @ en fonction de v, .

Exprimer N et T en fonction de .

. Montrer que I’angle 6, déterminé & la question 3 peut ne pas étre atteint. Déterminer alors la valeur maximale 0, de

0 . Reprendre la discussion de la question 3.

AN. On utilise le systéme d’unités dans lequel :
— I"unité de longueur (le diam) est le diamétre du cylindre,
—Iunité de temps (le splash) est la durée de chute libre sans vitesse initiale sur une hauteur unité,
—I'unité de vitesse (le speedy) vaut 1 diam par splash,

Déterminer la valeur minimale de v, pour que P puisse faire un tour complet.




III. Etude du mouvement avec frottement

Dans cette partie on tient compte du frottement (f,=2f>0)

@ Montrer que %(92) =2

2. On s’intéresse au mouvement avec glissement. Les conditions initiales sont données dans I’introduction. Déduire de
la partie I, en considérant que N est une fonction de § , qu’il vérifie I’équation différentielle :
dN

) +2fN = —3mgsinf

: C : N . :
3. Résoudre cette équation et exprimer — en fonction de 0, v, etf.
mg

0 s
4. Les courbes de la figure 1 ci-dessous représentent i en fonction de — dans le cas ol f = 0,1 pour différentes
mg T

valeurs de v, (en speedy). Justifier les positions relatives des 4 courbes associées aux différentes valeurs de Yy -

Sur le méme dessin est également tracé Je graphe de la fonction cosinus. A quoi cela peut-il étre utile ?

5. A laide de ces courbes, mettre en évidence trois types de mouvements. Décrire avec précision chacun de ces
mouvements.

6. Quelle est la vitesse initiale minimale théorique pour que le pavé puisse atteindre § = 7 ? Faire I’application
numérique pour f = 0 puis f = 0,1 ?Le pavé fait-il alors un tour complet ?

7. La figure 2 a été tracée dans le cas du frottement plus fort f = 0,8. Quel nouveau phénoméne observe-t-on ?

12 =01
\ — cosf
10r = g, =10
v, =2,0 ]

v =2,7

vy =3,2

<— figure 1

f=08

figure2 —>




ECOLE DES PONTS, MINES... CONCOURS D’ADMISSION 2015
SECONDE EPREUVE DE PHYSIQUE Filiecre MP (Durée : 3 heures)
L’usage de la calculatrice est autorisé

— Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il est invité a
le signaler sur sa copie et @ poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il
aura €té amené a prendre.

— 11 ne faudra pas hésiter & formuler les commentaires (incluant des considérations numériques) qui
vous sembleront pertinents, méme lorsque I’énoncé ne le demande pas explicitement. Le baréme
tiendra compte de ces initiatives ainsi que des qualités de rédaction de la copie.

Formulaire et données numériques relatives a I’ensemble de I’épreuve

o Constante de gravitation universelle : G = 6,7 x 101! m3 .kg=1. 572
o Unités de distance : 1 UA =1,5x10" m ; 1 pc=3,1x10® m
 Masses du Soleil : My =2,0x10% kg ; de la Terre : M, = 6,0 x 10 kg
o RayondelaTerre: R, = 6,4x10% km
e Propriétés des opérateurs scalaires et vectoriels :

rot(grad f) =0 div(roi 4) =0 div(amad f) = Af
e Laplacien scalaire en coordonnées sphériques :

_ 2af] 1 [ gé)f] 1 9%
Af= 2 37‘[ or +r 2sinf 00 sin a0 +'r28i11298<p2

NATURE DE LA GRAVITATION

Un aspect fondamental de la gravitation est le principe d’équivalence. Introduit par GALILEE au début du
XVII® siécle alors qu’il étudiait la chute des corps, il fut le point de départ du développement de la théorie
de la gravitation. Un peu moins d’un siécle plus tard, NEWTON fut le premier a décrire I’interaction
gravitationnelle par une formule. Il en déduisit la version la plus élémentaire du « principe d’équivalence

faible » : la trajectoire d’un corps tombant en chute libre ne dépend ni de sa structure, ni de sa -

composition.™

Si ’on sait aujourd’hui que la gravitation régit la dynamique des composantes de 1'Univers (planétes,
étoiles, galaxies...), ’observation récente de I’expansion de ’Univers a conduit & se poser des questions
fondamentales sur les théories de la gravitation classique. L’introduction dans la théorie cosmologique de
Iénergie noire, qui serait la contribution énergétique majoritaire de 1'Univers, permet d’expliquer certai-
nes observations mais sa nature et ses propriétés restent pr1nc1palement t_heorlques Certaines extensions
de la théorie de la gravitation suggérent méme I’existence d’une rég répulsion gravitationnelle entre matiére
et antimatiére, nommée aht1grav1te

La premiére partie propose une description de ’expérience d’EOTVOS ayant permis, dés la fin du XIX®
siécle de valider une version réduite du pr1n01pe d’équivalence avec une grande précision pour 1’époque.
La seconde partie remet en cause le pi pr1nc1pe d’equlvalence et propose une retouche des lois de NEWTON
sur la gravitation universelle. La derniére partie s’intéresse au projet GBAR proposant de peser l’antl-
matiére.

Les parties I, II et III sont indépendantes entre elles. On notera i le nombre complexe tel que @ = —1.

Les vecteurs sont repérés par une fléche (¥) ou par un chapeau s’ils sont unitaires (|4, | = 1).

I. — L’expérience d’EO0TVOS

a1 — Qu’appelle-t-on « principe d’inertie » en mécanique ? Enoncer le principe fondamental de la
mécanique dans un référentiel galiléen. La grandeur caractéristique du mobile étudié dans cette expres-
sion porte, ici et dans la suite, le nom de masse inerte m;.
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Physique II, année 2015 — filiére MP

\(r);tlilcosle ;;slsleltnolzenlts d'inertie, considérés égaux, de chacune des deux sphéres par r.apport a l"axe
s'applique alors Jp_r J curs centres gespectifs. On admettra que si le principe d’égu}valellce faible
de 1a lon oY =0 +2J; + 2mL?. On mesure la période T des oscillations pour dlﬁel‘fellte,es valeurs

sueur L avec des spheres de masse pesante m = 0, 2kg. Les résultats sont consignés dans le
tableau ci-dessous : )

L[] [6,0-102]7,0-10 28,0107

T [s] 436 509 581 |

a 6’— En utilisant les résultats précédents, écrire la relation entre 7' 2 12, Jo, J1, met C. A partir
des résultats de mesure donner une _egcil_uaiiimn—de-la_valeur—derla,constante de torsion C. Compte-tenu
(’ies. ordres de grandeurs des différents termes intervenant dans I'expression de T montrer que I'on peut
écrire

C 7?

mea ——.
872 L2

I.B. — Résultats et précision de I’expérience

Dans cette sous-partie le référentiel Z du laboratoire centré sur O nest plus supposé galiléen et 'on
prend en compte les éventucls effets de la rotation de la terre sur les masses inertes m;, et mi, a priori
différentes des deux sphéres. On se place donc dans le référentiel %, attaché au centre de gravité G
de la terre supposé galiléen. ‘

La terre est supposée en rotation uniforme 3 la vitesse & (de norme w)
4 autour de l'axe terrestre et le point O se trouve a la latitude A. Une vue

E > ® en coupe de la situation est représentée sur la figure 2: o

e & L'ensemble constitué du pendule et du systeme optique est solidaire
5 d’une plateforme. Lors d’une premicre mesure dans la configuration de
12 la figure 1, on reléve une valeur 00, pour I’équilibre du pendule. On fait
i Méridien alors tourner la plateforme d’un angle 7 afin d’inverser les positions des

i '_\ 2 terrestre deux spheres, et 'on répéte la mesure. On releve une valeur 0, pour
G”' R, I’équilibre du pendule dans cette nouvelle configuration.
' ~_ d 7 — Déterminer les composantes des forces d’inertie d’entrainement
F1G. 2 — Vue en coupe subies par m;, et m;, dans la base (i, Wy, uy) en fonction de A, L, w,
‘ Ry, m;, ou mi,.
J 8 — En exploitant le théoréme du moment cinétique & léquilibre, déterminer I'écart angulaire
Al = oo, — oo, entre les deux expériences en fonction de A, C, L, wy, Ry, my; et my,.

r

0 9 — La lunette utilisée pour la mesure permet de détecter une déviation du faisceau lumineux
de l’ordre de 1,0mm & 2,0m de distance. En utilisant ’expression de m trouvée a la question 6,

. , e e s . my, —my
déterminer la précision de la méthode en estimant le rapport $i = |—'—1——'°—| On donne \ = 45° et
p m

L =06,0cm.
[d 10 — La déviation observée est nulle. Que déduire de ce résultat ?

FIN DE LA PARTIE I

II. — Corriger la gravitation universelle classique ?

Leurs observations ne concordant pas avec les modéles classiques de la physique, les astronomes ont
deux solutions : soit ils rajoutent arbitrairement au cosmos un ingrédient, une matiére invisible qui

permet de justifier les anomalies détectées, soit ils modifient les lois.

Si dans leur trés grande majorité, les physiciens ont, depuis 1930, privilégié la premiére voie, il apparait
aujourd’hui que I'imperceptibilité persistante de cette matiére noire devient génante.

Apres avoir mis en évidence certaines des observations qui ont conduit plusieurs astronomes a s'inter-
roger sur l'existence d'une matiére noire invisible, nous aborderons quelques aspects de la théorie de

la gravitation modifiée par M. MILGROM.

Page 3/8 Tournez la page S.V.P.
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Physique II, année 2015 — filiére MP

|:| 16—E11 utili 1z .
ilisant : . 0 : .
symétrie sphéri Péquation de Poisson relative 3 la gravitation (obtenue & la question 11) en
de Ia courbe d qu.(z, montrer que la prise en compte de cette matitre noire permet de rendre compte
ev V6 -y " 2
(50) pour ° itesse o’bselvee. On fixera la valeur Cy en unités de masse solaire (Mg) et de parsec
P¢) pour une bonne adéquation avec la valeur de vitesse observée et on interprétera la constante ry.

On rappelle que
r xz | )
[ — )

|_' . - .

- 1,7 — Estimer la masse minimale de ce halo de matiére noire en considérant que ce dernier s’étend
sur 'ensemble de la galaxie dont le rayon est de Pordre de Ry = 30kpc. Commenter ce résultat sachant
que la masse visible de notre galaxic est de ordre de 10100

II.B. — Gravitation modifiée

Face a la situation déecrite dans la section II.A, M. MILGROM propose, en 1983, de modifier les
lois de Newton de la gravitation afin d’expliquer pourquoi, en périphérie des galaxies, les étoiles
tournent plus vite que la loi classique ne le laisse supposer. Dans cette théorie phénoménologique,
baptisée MOND (acronyme anglais de dynamique newtonienne modifiée), la gravitation se mettrait 2
décroitre beaucoup moins rapidement que prévu par la théorie newtonienne dans le régime des faibles
accélérations en decd d’un certain seuil que 1’on se propose d’évaluer.
Dans cette théorie de la gravitation modifiée le potentiel de gravitation vérifie une équation de Poisson
modifiée qui s’écrit

div (,u (u) gl‘ﬁdd)m) = 47Gp (2)

- 2
ot p est un champ scalaire de la variable réduite sans dimension u = ;lg (grad¢m) caractérisant la
(]

théorie et dont le comportement est le suivant

{\/’I_L siukl

o) =2 K  sinon

(1 18 — Quelle est la dimension du paramétre positif ag ? Quelle valeur doit-on donner & la constante
K si l'on souhaite que la théorie MOND soit équivalente & la gravitation newtoniene si u n’est pas
négligeable devant 1.

(1 19 — En combinant l'expression (2) avec 1’équation de Poisson de la question 11 relative 3
la gravitation non modifiée et au potentiel newtonien ¢, montrer qu’il existe un vecteur A tel que
p(u) gradg, = grad¢ + roth. On fera par la suite ’hypothése que roth est toujours négligeable devant
le gradient du potentiel newtonien ¢.

Pour modéliser notre galaxie avec la théorie MOND il n’est plus nécessaire d’introduire de la matiére
noire, on prend donc simplement ¢(r) = —G—f’h. Pour cette modélisation on suppose également que
®m = ¢m(r) et Pon admettra que la vitesse circulaire est toujours donnée par la relation obtenue & la
question 13 généralisée a ¢r,.

1 20 — Montrer que dans le régime u < 1, la vitesse circulaire prévue par la théorie MOND pour
notre galaxie est donnée par la relation v, =~ (G’Mbao)l/ " ou 'on déterminera I’entier n.

1 21 — Estimer la valeur numérique de ag afin que la théorie MOND permette de rendre compte
de la vitesse circulaire observée dans notre galaxie. Commenter ce résultat en évaluant un ordre de
grandeur de ’accélération subie par le Soleil dans la voie lactée (voir Fig. 3).

Méme si MOND posseéde de nombreux avantages sur la gravitation de NEWTON & 1'échelle galactique,
la théorie relativiste associée, TEVES proposée en 2004 par J. BEKENSTEIN, pose de graves problémes.

FIN DE LA PARTIE II
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