\,5; Physique—Chimie 2

_,/ PSI
EUNEUUHS EENTHHLE SUPELEC 4 heures Calculatrices autorisées

]
|
|

2016

Les données numériques utiles sont regroupées en fin d’énoncé.

IT De la cuisson des oeufs
Cette partie a pour objet 1’étude d’un cuiseur a ceufs.

Phdds o & S S B b i 2

Figure 4 Vue de profil, vue de dessus, vue de dessus sans la cloche (laissant voir la grille)

Cet appareil cuit des ceufs (au nombre de 1 & 7) grice a la vapeur d’eau qui se forme par ébullition de I'eau
placée dans le fond du cuiseur.

Les ceufs 4 cuire selon différents degrés de cuisson (coque, mollet, dur) sont placés sur une grille percée de 7
trous circulaires et de 6 trous périphériques permettant la circulation de la vapeur d’eau dans l'enceinte de
cuisson.

Des orifices sont percés au sommet de la cloche métallique pour p

r permettre & la vapeur de s’échapper.
m On considérera que cette puissance est
La quantité d’eau placée dans le cuiseur est mesurée & 'aide d’un gobelet gradué selon le nombre d’ceufs & cuire

et le type de cuisson désirée (voir figure 6). Le fond est bombé & cause de la présence d'une pique sous la base
du gobelet permettant le percage du sommet de ’ceuf lors de la cuisson afin d’éviter la rupture de la coquille.

La puissance électrique consommeée par l'appareil est
intégralement consommée par la résistance chauffante.

Problématique

On voit sur les graduations du gobelet que la quantité d’eau nécessaire a la cuisson est d’autant plus grande
que le nombre d’ceufs a cuire est faible, ce qui est & priori étonnant. Les sous-parties qui suivent vont permettre
d’analyser ce phénoméne.
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Figure 6 Photo et schéma du gobelet

Fonctionnement du cuiseur

L e_d’eau nécessaire & la cuisson d’un seul ceuf dur est de (20 mLJ Les ceufs & la températ
yont placés dans le cuiseur et la masse d eau m, contenue dans le gobelet (& la méme température
ale Tp) est versée sous les ceufs. Cette eau est portée & ébullition sous p = 1 bar, puis évaporée. Le cuiseur
TaTrate an ) ) A A —

sarréte quand toute ’eau s’est évaporée.

Notons ¢ la capacité thermique massique de I’eau liquide, T, sa température d’ébullition dans les conditions
de l'expérience, h ~ 1200 W-m~2-K~! le coefficient de transfert conducto-convectif (eau(—)oeuf) et m(t) la masse

d’eau contenue dans le cuiseur a I'instant £.

Soient_At, la durée de chauffa ‘ea 58 T, et At, la durée de la cuisson des ceufs, qui correspond
3 D’évaporation totale de I'eau. Pendant cette deuxiéme phase, on supposera que 1 vapeur d’eau est & la

température T, sous la pression p = 1 bar.

initiale

II.A - Chauffage de l'eau
IL.A.1) Soit m, la valeur en eau du cuiseur (on rappelle que la valeur en eau d’un objet est la masse d’eau
ayant méme capacité thermique que cet objet). En supposant la transformation adiabatique pendant le chauffage,

exprimer At; en fonction des données.
II.A.2) On place dans le cuiseur une masse d’eau my = 125 g. On mesure alors une durée de chauffage
Aty = 150s avant de parvenir a ’ébullition. En déduire la valeur en eau du cuiseur.

II.B - Détermination de la durée de cuisson At,
écanisme de la cuisson des ceufs

0 oeul est composé de trois parties :
— une coquille trés mince ;

— le blanc d’ceuf constituant les deux tiers de ’ceuf. C’est un liquide composé & T2
environ 90% d’eau et 10% de protéines, sels minéraux et vitamines ; coquille
— le jaune d’ceuf est composé & moitié d’eau, de 15% de protéines et de 30% de ]
lipides. Jaune
blanc

Lors de la cuisson (type ceuf dur) les protéines se déroulent partiellement et se lient
pour former un réseau qui piége l’eau : c’est un gel. Les ceufs caoutchouteux sont
ceux qui ont perdu trop d’eau ; c’est aussi la sur-cuisson du jaune qui le fait devenir
sableux. Quand un ceuf est cuit & 100 °C, la masse diminue progressivement 4 mesure
que I'eau est éliminée du gel formé. Quand un ceuf est cuit 4 une température peu

Figure 7 Structure in-
terne d’un ceuf
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supérieure a la température de coagulation de ses protéines, il coagule en conservant son eau, gage de moelleux
Le jaune d’ceuf commence & épaissir & 65 °C. II coagule totalement & une température de 85 °C.

Justifier I'existence de la pique sous le fond du gobelet.

II.B.2) Modélisation et établissement de I’équation de la chaleur

Pour déterminer le temps de cuisson, il est nécessaire de résoudre I’équation de la chaleur en ré
du temps. On modélise un ceuf comme un ensemble de deux sphéres concentriques de rayons 7

le jaune et le blanc (figure 7).

.y 2 Ayt o
Afin de simplifier I’étude, on va négliger I'influence de la coquille et considérer lmtgnleur de _l ceuf cosr?m;z
homogéne et ayant les propriétés thermodynamiques de I'eau : masse volumique 4, capacité thermique massiq

¢ et conductivité thermique .
a) Etablir 'équation de la chaleur en coordonnées sphériques,
sphérique de rayon r et d’épaisseur dr.

|
r
!
|
{ b) On introduit les variables réduites : p
] I’équation de la chaleur s’écrive :
|
|
u
i
|

gime dépendant
et 7, limitant

en faisant un bilan énergétique sur une couche

=r/ryetT = t/6. Exprimer 6 en fonction de p, ¢, T, €t A pour que

18 (28T(p7)) _ 0T(n7) (IL1)
555?( op /) O

Commenter la dépendance de 0 par rapport & 5.
I1.B.3) Résolution de ’équation de la chaleur

a) Afin de résoudre cette équation en régime dépendant du temps,

T(p,7) = Tup + f(0)9()

on pose dans un premier temps

En utilisant ’équation de la chaleur, montrer que la composante temporelle g(r) vérifie 'équation

1 dg(m) _(~ 42
FORN
oit A est une constante réelle positive, inconnue & ce stade de la résolution.

4 une constante multiplicative prés et justifier le signe —

E(p : :
b) Pour trouver la composante spatiale de T(p,), on pose f(p) = —f)—)- Montrer alors que F(p) est solution

X 2
Donner I’expression de g(7) figurant devant A*.

de I’équation
d*F(p)

—d—Zp—+A2F(p) =0

En déduire I'expression de f(p).
¢) Montrer alors que la solution générale de I’équation IL.1 peut s’écrire sous la forme

T(p,7) =T.p + Z &%’%‘4_!@ exp(—A?7) N~ (11.2)

Quelles sont les différentes conditions qui permettent théoriquement de calculer les coefficients 5; et A; ?

‘ I1.B.4) Détermination des constantes dans ’approximation de Fourier
i Dans le cadre de P’approximation de Fourier, on ne conserve dans l'expression I1.2 que le terme associé & la

constante de temps la plus longue, donc celui correspondant au coefficient A; le plus petit (qui sera noté A dans
la suite), car les autres termes sont rapidement amortis au cours du temps :

T(p,7) m Top + EEA2) (o)

a) On suppose que les échanges thermiques au niveau de la coquille sont donnés par la loi de Newton
Fu = R(T(p = 1,7) — Tp)di,.. En écrivant deux expressions permettant d’exprimer le flux thermique entrant

dans I’ceuf, montrer que A est solution de I'équation

A
T—rh/) =tanA

b) Pour un ceuf moyen, on a r, = 2,5 cm. Montrer que dans ces conditions, on peut prendre A = 7 comme
premiére solution de ’équation précédente dans R™. Evaluer I’erreur commise. ‘
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y 5 -on en tirer sur la températy
¢) Exprimer alors T(p, 7) avec la valeur de A précédente. Quelle ncammnzmunm%mﬁ M“.Monmlmancmm dn Hm. oEwuﬂw
4 la surface de I'ceuf ? Montrer que cela revient & considérer une des grandeurs
comme infinie.

d) Calculer 8 en exprimant la température au centre de 'ceuf & t = 0.
IL.B.5) Calcul de la durée de cuisson At, pour un ceuf dur

3 A s 14 )
a) Exprimer en fonction de 6 et des autres données du probléme la durée de cuisson At, & I'état dur d’un ceuf
de rayon r,, pour lequel la température au centre doit atteindre T, = 80 °C.
b) Calculer At, pour un ceuf de rayon r, = 2,5 cm. Commenter le résultat obtenu.

/II.C - Détermination de la masse d’eau & placer dans le cuiseur
/ II.C.1) Détermination approchée de Pénergie de cuisson d’un ceuf dur &,
En faisant un bilan énergétique trés simple entre I’état final et 1’état initial, donner une borne inférieure
n de I'énergie de cuisson &, d’un ceuf dur. Faire P’application numérique.
De la méme fagon, donner une borne supérieure £, ., de Pénergie ;. Faire I'application numérique.

Dans la suite, on adoptera comme valeur de énergie £, la moyenne arithmétique de €y i €t €4 max- Calculer
n{imériquement cette valeur.

II.C.2) Pendant la phase de cuisson, on peut considérer 1'eau contenue dans le cuiseur comme un systéme
ouvert en écoulement permanent, admettant en entrée de I'eau liquide & la température T,, et en sortie de la
vapeur d’eau & Ty, (noter que, dans cette modélisation, les ceufs font partie de 'extérieur du systéme).

Soit ? la puissance thermique fournie par la résistance chauffante, P la puissance associée aux pertes thermiques
dans les différentes parties du cuiseur (socle, cloche...).
On note :

— D, le débit massique de vapeur en sortie H

— n le nombre d’ceufs dans le cuiseur :

— £, la chaleur latente massique de vaporisation de I'eau liquide & 100 °C, £, = 2,26 x 10% J-kg™ ;
— &(t) Pénergie cédée & un ceuf entre le début de sa cuisson et 'instant ¢ ;

d: dur
— &x énergie nécessaire 4 la cuisson d’un ceuf dans I'état X = m: mollet .
c: coque
En appliquant le premier principe au systéme ouvert en régime permanent pendant la durée dt, établir la relation
dé(t
entre D, P, P, &M ) et le nombre d’ceufs n.

I1.C.3) On introduit dans le cuiseur une masse mg d’eau liquide, qui va donc &tre vaporisée pendant la phase
de cuisson de durée At,. Montrer que

(P — P Aty —néx
= Z

My
v

Justifier alors les graduations du gobelet.

I1.C.4) Exprimer la puissance thermique minimale que doit fournir la résistance électrique pour Pouvoir cuire
7 ceufs durs. Faire I’application numérique en considérant Ps ~ 0 et en prenant £; = 19 kJ pour un ceuf de
2,5cm de rayon dont le temps de cuisson est d’environ 10 minutes. Comparer & la puissance du cuiseur et
commenter.

II.C.5) On donne figure 8 la représentation graphique de la masse d’eau my contenue dans le gobelet en
fonction du nombre d’ceufs pour les trois degrés de cuisson (d,m, c). Analyser ces courbes 3 la lumisre des
résultats précédents. En particulier :

— déterminer la taille des ceufs (c’est-a-dire leur rayon) qui ont servi & « étalonner » le gobelet ;

— le temps de cuisson d'un ceuf dur vous semble-t-il conforme aux résultats obtenus plus haut ?

[S)er-nc-sa
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Figure 8 Masse d’cau & introduire dans le cuiseur en fonction du nombre d’ceufs, pour les différents
choix de cuisson

Données
Données a 298 K.

Ecztrait du tableau périodique (masscs molaires en g-mol™)

Numéro atomique 1 6 7 8 11 12 17
Symbole H C N 0 Na Mg Cl
Masse molaire 1010 | 120 | 140 | 160 | 230 | 243 | 355

Rayons ioniques
Nat = 97,0 pm Cl' = 181pm

Potentiels standards .
Na+(aq)/Na(s) =-2,711V H+(aq)/H2 @=0V O3 (g)/H20(g) = 1,23V Cly (g)/Cl (aq) = 1,36 V

Couple acide/base: HCIO/ClO”

Données sur NaCl
K,(25°C) = 36,0 solubilité 4 100°C : 391,2 g-L~* température de fusion : 801 °C

Données sur HClg) .
enthalpie standard de formation : —92,3kJ -mol~? capacité thermique molaire standard : 29,1 J-K~*-mol™*

Données sur l’eau

masse volumique : 1000 kg-m™ capacité thermique massique : 4180 J-kg="-K™*
conductivité thermique : 0,6 W-m=>K~* chaleur latente massique de vaporisation : 2,26 x 10° J-kg™
produit ionique : K, = 10-14 température d’ébullition sous 1 bar: 100 °C

Constantes

Constante d’Avogadro N, = 6,02 x 10% mol™?

Constante de Faraday F = N e=96,5 x 10° C-mol™

Constante des gaz parfaits R = 8,31 J K mol™

Charge élémentaire e=1,60x10"1C

R
On prendra ?T Inz ~ 0,06logz et T'(K) = 6(°C) + 273.

oo eolINe oo
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Mesure de la conductivité thermique du cuivre

Un dispositi permetteréla mesure de la conductivité thermique est constitué par urk barre cylindrique AB d’axe Ox} de

longueur (Z,) de rayon (7) isolée-thermiquement sur sa face latérale. La face de drofe (35= au e l'air
atmosphénqu température(77/et on admettra que sa température reste constamment 7°. La mesure de la température en
divers points de la barre est faii¢ & 1’aide de petites thermistances dont la résistance R dépend de la température suivant la loi

approchée valide dans la gamme de températures ulilisé Ces thermistances sont en contact avec la barre et
régulierement espacées selon 1'axe Ox. Leur petile faille permet de supposer qu’elles sont en permanence a la méme
température que la partic de la barre de méme abscisse et qu'elles ne perturbent pas la répartition de température. Des
ohmmétres indiquent la valeur des résistances. La face de gauche (xp = 0) est en_contact avec une résistance chauffante
Alimentée-en-courant alternatif par un-générateur. La température T dans la barre ne dépend que de x et du temps £ ef on
pose 6(x,t)=T(x,t)-T° (Best défini pour xe[0,L] ). — =" ‘

Ohmmétres

Générateur

»

Lad
A R B

Figure 1 Dispositif expérimental

Résistance

I Alimentation en régime sinusoidal.

1. On note D la diffusivité thermique du cuivre. Rappeler son expression en fonction de la conductivité thermique 4, de la
masse volumique # et de la capacité thermique massique ¢ du cuivre. Quelle est sa dimension ?

2. On suppose que le cuivre suit la loi de Fourier et que les coefficients A et D sont indépendants de la température. Etablir
I'équation différenticlle de diffusion notée (E,) vérifiée par T(x,t) puis par &x,1).

Le geénérateur délivie un signal sinusoidal. On admet que dans ces conditions, la température en A vérifie
6(0,t)=6,+6,cosat de représentation complexe associée 6(0,¢) =6, +6,¢™ .
3. Dans le cas ou &, est nul, quelle est I’expression de 9(x, t) en régime permanent ? Donner sans calcul une estimation 7

de la durée caractéristique du régime transitoire qui précéde ce régime permanent.

4. On s’intéresse maintenant au cas ol 6, est nul et & non nul et on cherche une solution complexe & (E,) sous 1a forme
f= ¥ (x)e’“' ol f est une fonction 4 valeurs complexes. Quelle est I'équation différentielle vérifise par f‘ ? Quelle en est

la solution générale (on posera & = ‘/% et on introduira deux constantes d’intégration) ?

5. Montrer que si_exp(kL)>1 une des deux constantes d’intégration est trés petite (en module) devant I'autre. On

remplacera pour la suite cette petite constante par 0, Commenter alors I'expression de la fonction réelle 6(x,1).

6. La figure 2 représente 1’évolution au cours du temps de la résistance des thermistances placées en x=8 cm et en
x =16 cm. Laquelle des deux courbes est associée 4 x = 16 cm ?

7. Premiére méthode de détermination de D : on note a(x) I'amplitude des oscillations de température a I’abscisse x.

Que peut-on dire du graphe de la fonction de x : log, (a(x)) ? On note p sa pente. Donner ’expression (qui sera notée pour
la suite D;) de D en fonction de p et de o. @e 2 pour donner la valeur numl.

£~ 8. Seconde méthode de détermination de D : on notc v la vitesse de phase des ondes thermiques étudiées. Donner
UM, I’expression (qui sera notée par la suite D;) de D en fonction de v et . Utiliser la figure 2 pour donner la valeur numérique

de Dz.
A @ Commenter les méthodes utilisées et les résultats obtenus.

‘ElO)Proposer une méthode expérimentale de détermination de c¢. Pour le cuivre x =8960 kgm® et c=385Jkg' X"
Donuner la valeur de la conductivité thermique A du cuivre.

o i A S P — A -m
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Figure 2 Résultats expérimentaux Figure 3 Température en A (Question ITL4)

II Prise en compte des pertes thermiques latérales

L’isolation thermique latérale n’est pas parfaite. On en tient compte en modélisant le flux thermique surfacique cédé par le
cuivre a I'extérieur au niveau de sa surface latérale a I’abscisse x par #(x,t)= h(T(x,f) -T°)=h8(x,t) ou le coefficient
conducto-convectif 4 est indépendant de x ct de f.

2
1. Montrer que I'équation (E;) doit &tre remplacée par (E,) de la forme %+a9 = ﬂq—? et donner les expressions de et
) ox
roinctionde A, D, hetr.

2. On cherche & cette équation une solution complexe sous la forme &=6,¢™) dans laquelle X est une constante
complexe. Que vaut le produit des parties réelle et imaginaire de X ?

& & utilise les méthodes du I pour donner deux estimations D, et D, de D. Exprimer p (véu la définition au 1.7) et v (voir

L.8) en fonction des parties réelle et imaginaire de K. Montrer alors qu’une combinaison bien choisie de Dy et D, (calculés
-avec les formules du 1.7 et du 1.8) permet de connaitre D sans avoir  se préoccuper de Javaleur non nulle de .

IIT Réalisation pratique (choix des caractéristiques du dispositif).

1. On désire faire des mesures avec des capteurs répartis tout au long de la barre. On impose alors kL = 6 . Pourquoi ne pas
choisir kL plus petit 7 Pourquoi ne pas le choisir plus grand ? Ecrire 1a condition en fonction de D, L et @

2. Les mesures ne peuvent étre effectuées qu'une fois le régime forcé établi, donc aprés la fin du régime transitoire. On

considére que c’est le cas au bout d’une durée 27 (voir L.3) ct on accepte d’attendre environ une heure. En déduire une
condition portant sur D et L.

( 3. A partir des questions précédentes donner les valeurs recommandées pour L et la période 7 du générateur.

| 4. La valeur trouvée pour 7 rend difficile Iutilisation d’un générateur sinusoidal. On préfére fabriquer un oscillateur a
( relaxation qui engendre une variation de température en A en créneaux d’amplitude 6, (voir figure 3). On rappelle qu’on

2 (-1  27(2g9+1
( peut alors écrire 6’(x = 0,t) = 4—:"22 4)-1 cos ( 9 )! (seuls les harmoniques impairs sont présents).
. =02q T :

Donner dans ce cas, en exploitant les résultats du LS (c'est-a-dirc sans tenir compte des pertes latérales) I'expression 6(x,1)
de la température en un point quelconque. On note aj(x) et as(x) les amplitudes des oscillations de température a I’abscisse x:
fﬂ
a,(x)
7= 160 s et conclure sur la validité des calculs effectués dans la partie 1.

des harmoniques de rang 1 (g=0) et 3 (g =1). Calculer le rapport . Faire I'application numérique pour x = 16 cm
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