Sciences Industrielles pour I'Ingénieur

Cycle 8 - Etude de I'équilibre d’un systéme complexe
grace au Principe Fondamental de la Dynamique (PFD)




; ‘ ¢formables - PFD
Sciences Industriclles de I'Ingénieur Mécanique des solides ind

1. Enoncé (programme de spé) du PFD

Il existe au moins un référentiel (repere et chronologie), appelé référentiel galiléen et nOt-é s AE é
tout systéme matériel £, le torseur associé aux actions mécaniques extérieures appliquées E/R, )'iOt
{T(E > B)}, soit égal au torseur dynamique de £ dans son mouvement par rapporta Ry, noté {D( g7y "

, tel que pour

(7 - E)a = (D(E/R, )},

Remarque ; un repére galiléen est donc un repére pour lequel le principe fondamental de la dynamique est
vrai.

Torseur dynamique

Définition : on appelle torseur dynamique, au point A, du systéme matériel E en mouvement par rapport au
repére R, le torseur noté {D(E/Rg)},q tel que :

R, (E/R
(D(E/Ro)), = {5(:( E//R))}
4 A

e le vecteur E.(E /R) est la résultante dynamique du systéme matériel E en mouvement par rapport
aurepereR ;

e levecteur 5(A, E/R) est le moment dynamique du systeme matériel E en mouvement par rapport au
repére R exprimé au point A.

Ces deux vecteurs seront définis dans le cours de seconde année, mais on peut cependant anticiper sur
un cas particulier déja connu : lorsque E est un point matériel M de masse m, on aura :

R4(E/R i
(D(/R,)), = [5& ’ E/R))}A _ {mF(M ; E/R)]M

2. Conséquences

2.1 Théoreme des actions réciproques

Enoncé; Si un systéme matériel E; exerce sur un systéme matériel E; un torseur d’actions mécaniques

T(E{ - E alors le systeme matériel £; exerce sur le systéme matériel £, un torseur d'actions
1 2)ia, Y 1

mécaniques {T(E, - E;)}4 tel que:

{T(E, = ED}a=—{T(E; > Ep}a

onst

* Onisole le solide E; et on fait le Bilan des Actions Mécaniques Extérieures (BAME) exercées sur ce solide :
o Actionde E; surE; : {T(E, - E)};
© Action de tout ce qui est extérieura E, et E; sur E, : {T(E; VE, - E;)}.

D’od, par application du PFD : {T'(E; UE, - E;)} + {T(E;, - Ey)} = (D(E, /R, )} (équation 1)

* Onprocede de méme en isolant le solide E,, le BAME nous donne :
o ActiondeE; surE,: {T(E, = E,)};
o Action de tout ce qui est extérieura £, et £, sur E, : {T(E, VE, — E,)}.

D'od, par application du PFD : {T'(Ey U E; = Ep)} + {T(E; — E,)} = {D(E,/R, )} (équation 2)
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*  Enfin, ontermine en isolant I'ensemble Ey et £, (solt Ey U E,), le BAME est le sulvant :

o Action de tout ce qui est extérieur d E, et E, sur E etE,: (T(E,UE, = E, UE;))
D'ow, par application du PFD ; {T(E,UE;, » E,UE,)) = {D(E, VE,/R,)) (équation 3)

On écrit: (équation 3)-(équation 2)-(équation 1)

(T(E, VE; » E, VE,)} - (T(E, U E; » ED}Y 4 {T(E, » E))) - ({T(E, VE,; ~ E} +(T(E; -~ E1)))
=(D(&, U Eo/Ry)} - {D(Ez/Rg)} = {D(E,/R,)}

0r: (D(E, UE,/R,)) = (D(E/R,)) + {D(E/R,)
Bt {(T(E\UE; » Ey UE,)} = (T(E,UE, ~ E,)) + (7(E, UE; - E,)
Soit: —{T'(E, = E)} —{T(E, » E)) = 0 & (T(E, » Ep)} = —{T(E; » E}
Attention, tout ceci n'est bien évidemment vrai que si tous les torseurs sont écrits au méme point!

2.2 Torseur des actions intérieures a un systéme matériel

Enoncé ; Le torseur des actions intérieures 4 un systéme matériel E constitué de n solides S; est le torseur
nul.

{Tine(E)}4 = {0}

Ce résultat se démontre d'une fagon similaire au théoréme des actions réciproques, en isolant successivement tous les solides
constituant le systéme matériel et en sommant les relations obtenues par application du Principe Fondamental de la
Dynamique, puis en isolant le systéme matériel complet E.

3. Cas particulier de la statique (programme de sup)
3.1 Enoncé du Principe Fondamental de la Statique (PFS)

Il existe au moins un référentiel (repére et chronologie), appelé référentiel galiléen et noté Ry, tel que pour
tout systéeme matériel E en équilibre par rapport a ce repere, le torseur associé aux actions mécaniques
extérieures appliquées & E, noté {T (E = E)}, soit nul :

{T(E = E)}a = {0}

Remarques;

e Deméme, pour tout sous-ensemble matériel e de I'ensemble matériel E, en équilibre par rapportaR,,
le torseur associé aux actions mécaniques de I'extérieur sur e est nul, {7(é — e)}, = {0}, ;

e Laréciproque n'est pas vraie. On peut avoir {7(é¢ — e)}, = {0}, sans que e ne soit nécessairement en
équilibre ;

e Onobserve que le principe fondamental de la statique est un cas particulier du principe fondamental
de la dynamique, qui correspond aux cas pour lesquels le torseur dynamique est nul.
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3.2 Théorémes généraux de la statique
A partir du Principe Fondamental de Ja Statique,ona: [HR(E—_’ £) ] N [g} '
M(AnE =2, E) A 0 A

Cette égalité torsorielle peut se traduire sous la forme de deux égalités vectorielles, appelées Théoréme de la
Résultante Statique et Théoréme du Moment Statique et exprimées de la fagon suivante.

Théoréme de Ja résultante statique (TRS) : R(E - E) = 0
Théoréme du moment statique au point A (TMS) : M(4,E - E) = 0

3.3 Liaisons statiquement équivalentes

Nous avons vu lors du cours de cinématique que lorsqu’un mécanisme est constitué de plusieurs liaisons en
serie ou en parallele, il peut étre judicieux de déterminer une liaison équivalente. Une méthode a été vue pour
déterminer la liaison cinématiquement équivalente 3 deux (ou plus) liaisons en série ou en paralléle.

Liaisons en paralléle Liaisons en série

5 ©

3

Le torseur statique de la liaison Le torseur statique de la liaison
statiquement équivalente doit étre a la somme statiquement équivalente doit étre compatible avec
des torseurs des deux liaisons (a) et (b) : les torseurs des deux liaisons :
{T(1-2eg} = {70 > D} +{TU - D)} {T(1-2)e}=(TA-> 10 =T - 2)}
3.4 Cas particulier d’un systéme matériel soumis a 2 glisseurs

Soit un systéme matériel E, soumis a 2 actions mécaniques représentées par les torseurs de type glisseur :

{T(l—»E)}={ﬁ(1gE)] et {T(Z—»E)}=[R(26"E)}

A B

L'équilibre de E implique : {T'(E = E)}, = {T(1 - E)}, + {T(2 - E)}, = (0}
D'aprés le théoréme de la résultante : !_i"(l - E)+ E(z - E)= 0

D'aprés le théoréme du moment : M(A, 1-E)+ M(A, 2-E)= 0

4



f)

/

/

Sciences Industrielles de I'Ingénieur

Mécanique des solides indéformables - PFD
Oor M(A,l - E) =

Conclusions ;

0, 0n obtient donc: AB A R(2 - E) = 0, ou encore : 48 | R@2-E).

R(1-E)=-R@2~E)

R(1- E)etR(2 - E) sont selon la direction du vecteur AB

aduction :

Siun solide aI'équilibre est soumis 3 deux glisseurs en A et B, alors celles-ci sont de méme directions, de méme

normes et de sens opposé. De plus, la direction est selon la droite (AB), passant par les points d‘application
des deux résultantes.

Ces informations permettent de réduire rapidement le nombre d'inconnues dans un torseur d'action
mécanique. Il est donc particuliérement avantageux, lors de la mise en place d'une stratégie d'isolement, de
repérer les solides ou ensembles de solides soumis 4 deux glisseurs.

3.5 Choix d'une stratégie de résolution intelligente d'un probléeme de
statique

Lors de larésolution d'un probléme de statique, il est possible d'isoler successivement chacun des solides (sauf
le bati) et de lui appliquer le Principe Fondamental de la Statique. Dans un systéme contenant np solides (hors
bati), il est donc possible d’écrire np équations torsorielles qui donnent, par projection, (6 x np) équations
scalaires.

Remarque: pour des raisons de stratégie, il est possible d'isoler un sous-ensemble contenant plusieurs
solides du systéme initial, mais les équations qui seront obtenues sont des combinaisons linéaires des
équations obtenues par I'isolement de chacun des solides constituants le sous-systéme séparément.

1l est évidemment fortement déconseillé d’écrire systématiquement toutes les équations issues du PFS. Vous
devez élaborer une stratégie de résolution en choisissant de fagon intelligente les solides (ou ensembles de
solides) a isoler et les équations a écrire (en précisant le vecteur de projection pour le TRS et le point
d’expression et le vecteur de projection pour le TMS). Cette étape est la plus importante dans la résolution et
nécessite beaucoup de pratique.

Stratégi e: AM connue

______

1. Dresser un bilan des actions mécaniques P a
données et des actions mécaniques ’
recherchées ;

2. Déterminer un isolement coupant la liaison aux
inconnues recherchées et coupant le moins de . N
liaisons non recherchées possible pour éviter recherchies
les inconnues ;

.
‘l Inconnues non
recherchées

AM connue

3. Choisir le point de réduction et les équations vectorielles ne sollicitant pas les inconnues non
recherchées. Eviter de déplacer un torseur contenant beaucoup d’'inconnues non recherchées ;
4. Choisir une base de projection permettant d’isoler les inconnues non recherchées ;

5. Ecrirele systéme d'équations. S'il ne peut étre résolu, identifier les inconnues a rechercher et proposer
un nouvel isolement intelligent.




