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Objectif's

®  Déterminer les fonctions de transfert 4 partir d'équations physiques (modéle de
coanataance)

®  Amlyser ouetabir le sehéma-bloe du svsteme
®  Déterminer les fonctions de transfent



Introduction

Les technologics de régulation et d'asservissement ont beaucoup évolué au cours du 20i¢me sidcle. Aux premicres
régulations, purement mécaniques, ont succédé des sysiémes de commande utilisant des composants ¢lectriques,
hydrauliques ou pncumatiques. Ensuite, les progrds de T'informatique (I'augmentation de la vitesse de traitement de
Iinformation et la baisse des codits) ont conduit A basculer des commandes analogiques (réalisées en hydraulique, en

électrique ou en électronique) en commande numérique, implantée sur microprocesseur.

Les composants numériques travaillent avee des signaux échantillonnés et nécessitent une étude théorique différente.
La difficulté A travailler en méme temps sur des composants analogiques (la machine asservie) ¢t des composants
numériques (le contréleur) conduit généralement A mener la totalité de I'étude dans le domaine analogique,
approximation raisonnable tant que la fréquence d'échantillonnage est bicn supéricure 2 la fréquence de coupure de

la machine.

Le programme de CPGE se limite 3 I'éude analogique des sysiémes mono-variables (une entrée et une sortic
scalaire), décrits 2 I'aide d'équations différenticlles temporelles d'ordre quelconque. La commande moderne, qui
permet d'étudier des systémes multi-variables est enseignée en école d'ingénieur, ainsi que la commande numérique.
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":7 Contexte. hypotheses et définitions

Contexte, hypothéses et
définitions

1. Les problématiques 2 résoudre

af) — S ————— i Tout systeme 2 étudier peut étre représenté comme un
eft) — Systéme ' opérateur, faisant correspondre 4 un ou plusicurs signaux
- moda| i . . .
. enlt ( e —— s d'entrée €;, un ou plusicurs signaux de sortic §;. Ces
s grandeurs physiques d'entrée et de sortic sont des fonctions
Modélisation d'un systeme du temps e; (1) et ;(1).

Selon les informations connues et celles recherchées, 1'¢
perspectives :
Détermination dy comportement : il s'agit de déterminer la réponse du systeme 2 une entrée donnée. Ce type

d'étude peut étre mené si on connait un modéle de comportement du systéme,

Détermination de la commande : connaissant le modgle de comportement du systéme et Ia réponse attendue, il

s'agit de déterminer quel est le signal a injecter en entrée pour obtenir cette réponse.

2. Structures d'un syst®me de commande

Commande en chaine directe ou Boucle Ouverte (BO)

Un systeme fonctionne en chaine directe s'il 'y a pas de contrdle sur Ja manidre dont la commande a été

exéeutée (cf. figure ci-dessous ou cas du véhicule fonctionnant sans régulateur automatique de vitesse).

consigne st sortie
—-—g> Amplificateur —» (Sli;t;g:) ——>

Commande d'un systéme en chaine directe

Lorsque le systéme fonctionne dans son environnement, il arrive fréquemment qu'il soit soumis 2 des
phénoménes non contrdlés par l'utilisateur, qui peuvent modifier son comportement. Par exemple pour un
véhicule, il peut s'agir de Ia présence d'une montée ou d'une descente, de vent de face, ...
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Définition des performances d'un systeme de commande

On distingu
ed L ,
o onc deux types d'entrées sur un systéme : consigne et perturbation (cf. figure ci-dessous).

perturbation

consigne sortie
—————>{ Amplificateur —> Systé{t1e —>
(modéle)

Commande dun systéme en chaine directe en présence de perturbations

Pour obtenir le comportement attendu malgré la présence de perturbations, on réalise un asservissement du

systeme de commande, qui fonctionne alors en boucle fermée.

Asservissement du systéme de commande, ou commande en Boucle Fermée (BF)

Un systéme fonctionne en bouicle fermée si unc mesure de la sortic est réalisée afin de la comparer 2 la consigne

et d'agir sur le systeme en conséquence (cf. figure ci-dessous).

consigne écart =
Correcteur >

! Capteur

perturbation

sortie
Systéme 8

{modeéle)

Amplificateur

-

Commande d'un systéme en boucle fermée

pour calculer va écart par rapport 2 la
ants intervenant dans la mesure de la
part, un correcteur 2 é1é ajouté

t du systéme de commande consiste & mesurer la sortie,
evient la grandeur d'entrée du processus. Lcs compos
cc la consigne constituent la chaine de retour. D'autre

L'asservissemen
consigne. Cet écart d
sortie et sa comparaison av
i la chaine directe.

Plusieurs types de systemes asservis peuvent &tre distingués :

o

Définition : Régulateur

la consigne cst constante. L'asservissement consiste @ obtenir une sortie

Un systéme est dit régulareur lorsque
I'effet des perturbations sur le récepteur. Cette catégorie

variant peu au voisinage de la consigne, ma

englobe la majorité des systémes automatiques. P

lgré
ar exemple, dans I'asservissement du régulateur de vitesse d'un

e, traité précédemment, la consigne est une vilesse constante ct les perturbations extérieures sont les

ou le changement de direction du vent.

véhicul
variations de pente

& Définition : Suiveur

Un systéme est dit suiveur quand la consigne est variable : pilote automatique de véhicule (suivi de trajectoire),

four pour traitement thermique des métaux réalisant des cycles de tempcrature, etc.

(&mes asservis peuvent également étre classés en fonction de la nature de la grandeur physique de sortie :

Les sys
issement de vitesse. Les asservissements de

par exemple, si celle-ci est la vitesse d'un véhicule, on parle d'asserv

position, de température, de force, sont aussi courants.
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Définition des performances d'un systéme de commande

3. Définition des performances d'un systéme de commande

Le fonctionnement d'un syst2me automatique est caractérisé par un certain nombre de performances. Nous
chercherons dans la suite de ce cours (puis en deuxitme année) a les prévoir et A les optimiser. Ces

performances sont détaillées ci-dessous. Nous verrons dans la suite de ce cours comment les évaluer sur
différents systdmes.

Stabilité

La premire des performances 3 vérif er est la srabiliré du

Can!:gnn GonSIune Consigne |
systéme. En effet, certains systémes peuvent étre instables,
J\. f\ f\ A f
c'est-d-dire que leur réponse diverge ou oscille sans se \
stabiliser avec un comportement ¢quivalent au signal | \“°P°"=° eonl | i ‘ fn ik
s table Systéme inslable
d'entrée. La stabilité est a capacité du systéme 3 converger R i, ;

vers une valeur constante lorsque 1 — o0 lorsque I'entrée Performance de stabilité d'un systéme
est un échelon.

rapidité

Il est nécessaire de défj INir un critére de rapidité : c'est-a-

Consigne Consi
'—§—_’._EL
dire & définir combien de tem ps faut-il au systéme pour se y -
stabiliser. = VI 1
‘aleur & convergence I Valau! & conyergence
Un des critéres couramment utilisé pour définir la rapidité B Réporse i
o 1 2 3 Ll L] L3 1 . o 1 2 1 - k) c T .
d'un syst2me est le lemps nécessaire pour que I'écart entre Tames de raponse co 385 Temes de téporsa do 6.3 3
la réponse a4 un échelon et 1a valeur g ,
ponse 2 un cchelon et la valeur 2 la convergence soit Performance de rapidité d'un systéme
inférieur 4 5%.
Le temps de réponse & 5%, noté t r59% est l'instant ou la
courbe de réponse rentre dans la bande des 5% autour de
la valeur finale sans plus en ressortir.
Précision
1l faut vérifier la précision : le systéme asservi atteint-il la ot Consigne
valeur de consigne ? — = Eon
La précision est définie par lécart entre la réponse \‘nema \
- . Py Réponse
permanente (limite quand ! — ©0) 4 un échelon et la _ | T o
valeur de consigne, Syslame précis Systéme non précis
sk op
On peut donner cette valeur sous la forme d'un Performance de précision d'un systéme

pourcentage relatif a la valeur de consigne.

E H W




Exercice : Mesures de performances

Dépassement

11 faut également vénfier 1a limitarion du dépassement

u r . - -
. ¢ponse d'un systeme présente des dépassements si clle
passe la valeur 4 la convergence avant de converger.

La valeur du premier dépassement D correspond 3 la
différence entre la valeur du dépassement et la valeur

finale. Performance de limitation du dépassement d'un
systéme

En notant 5. | instant du premicr dépassement :

Dl = S(’l) - S
On préfére souvent donner la valeur du premier

dépassement en pourcentage par rapport & la valeur finale :

D\% = s(")s' 5= 100

/ Remarque

On recherche pour un systéme unc bonne stabilité, un bon amortissement ct une bonne rapidité. Or, augmenter
la rapidité d'un systéme entraine une diminution de son amortissement voire l'instabilité du systéme. On
recherchera done le meilleur compromis entre qtabilité, rapidité et amortissement. C'est I'objet de la correction

des sysIEmes asservis, ¢udice en deuxiéme année.

4. Exercice : Mesures de performances
L'entrée du systéme est un échelon de hauteur 2 (S.D). La réponse du systeme est donnée ci-dessous :

Step Response
| } }
2 §f—f—A—T1T"" I
/ \ l"\ l
| /! \ e
- N Toge
2 ! '
g N
£ |
l_
! |
l
s e— o] |
I
n l
1.5 3 45 6 7.5 9
Time (sec.)
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Exercice : Mesures de performances

Question
Déterminer :

- Letemps de réponse A 5%.
- La précision (valeur de 1'écart).
- La valeur du dépassement.
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Etude des systemes

Elude des sysizmes linéaires, continus et invariants

!méaires, continus et
Invariants

1. Définitions

c,/A.

Définition : Systéme mono-variable

Un systéme mono-variable est un sysiéme ne possédant qu'une seule entrée et une seule sortic. Bien que les
systemes automatisés puissent gérer plusieurs sorties en fonction de plusicurs entrées principales, nous nous

limiterons, pour des raisons de simplicilé, aux systémes mono-variables.

Si un systéme fonctionne avee plusicurs entrées (une consigne et une perturbation par exemple), chaque entrée

aura son propre effet sur la sortie en cas de linéarité (cf. définition ci-dessous)

Définition : Systéme invariant

Les caractéristiques de comportement d'un sysiéme invarianl sont indépendantes du temps. Si une méme entrée
se produit & deux instants distincts (f1 ¢l f2), alors les deux sorties temporelles 8 (1) et $2(t) dues 2 chacune des

deux entrées scront identiques.

e(t) H s(t) N e(t+ 1) HoLstr)

Définition : Systéme continu
Un systéme est & lemps continu si les fonctions d'entrée et de sortie sont définies pour tout instant t. Les signaux

sont alors dils analogiqucs.

Définition : Systémes linéaires

Un modele est dit linéaire si la sortic s(1) d'un systéme soumis & une combinaison linéaire d'entrées est €galc A la

méme combinaison linéaire de la réponse & chacune de ces entrées.

Si e(f) = Z:Ll a;.ei(t) alors §(7) = :;I a@;.8;(1) avee 5;(f) la réponse du systéme a l'entrée e; ().

La relation de comportement d'un systéme linéaire peut se mettre sous la forme d'une équation différentiellc

linéaire & coefficients constants. Celle propriété sera i la base des développements ultéricurs.

..E[_‘L.
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Mise en équation d'un systeme dynamique

el p s1
— H —— 4 6{+ 12,62 . ;_1.51+}.2.sg_
@
7 52
e2 H

" Définition : Théoréme de superposition.

) ) g M . : , oumis & deux entrées,
Soit un systéme linéaire, continu ¢t Invanant soumis 3 deux entrées, si ce systéme est s

. : la présence d'une
alors chaque entrée aura son propre effet sur la sortie. Les deux entrée sont indépendantes et la p
des entrées ne modifie pas I'effet de l'autre entrée,

La sortie sera alors |a somme de I'effet de chacune des entrées,

2. Mise en équation d'up systtme dynamique
Pour la définition qui suit, et pour toute |3 suite du cours, nous wtiliserons Jes nolations suivantes
= (1) désigne 1a fonction e(r)
B C’(”(I)

e
désigne la dérivée premiere - (1) de 1a fonction e(r);

(k) : i de
€ (1) désigne la dérivée d'ordre k ZJ_‘( (1) de 1a fonction e(n).
4

modeéle mathématique

Le modéle mathématique (ou modéle dynamique) de

comportement d'un systdme mono-variable, linéaire,
continu ¢t invariant peut étre décrit par I'équation différe

nticlle suivante -
ag - e1) + q, - eV +... 4 A - €(1) = b, - sSO + b, . s + ..

Il s'agit d'une €quation différenticlle linéaire a4 coefficients
conditions limites.

“+b, s

réels constants, ) laquelle doivent ¢re ajoutées n

Exemple traité en introduction : comportemeny dynamique d'un véhicule

On rappelle Ie schéma bloc modélisant le comportement

du régulateur de Vilesse
introduction de ce cours,

automobile éudi¢ en

F.-m'

flmd DV o (e — 7 Q Ca 7 o v V(msh)
“*?@ﬂ%mu 2 e Sy [
Vo, (kA1)

Schéma bloc du systéme compler

L'application du principe fondamental de la dyna

mique au véhicule dans un référentiel
permis d'obtenir 'équation de comportement

galiléen nous avait
suivante :

I

m:—+ fi--V = Fmor
dr

ENEB



Mise en équation d'un systeme dynamique
Alaquelle il fauy ajouter une condition initiale sur Ia vitesse : V(0) = 0

En I'absence dy correcteur, il est possible de calcul

véhicule en réponse 3 une consigne don

i i ier ordre a
née par le conducteur (simple équation différenticlle du premier or

< ait été
2 i 1é correcteur, avait é
Afin daméliorer les performances du systéme, un composant électronique, appe
introduit, Son comportement est modélisé par I'équation suivante :

AV(?)
AVeorsige(t) = K, - AV(t) + K; - [AV() - di + K, -

i ' ion de la vitesse du véhicule
En présence de ce correcteur et de Ia boucle fermée, le calcul analytique de I'évolution

ésoluti 3 e de problématique : la
devient impossible. Nous allons avoir besoin d'un outil de résolution adapté 2 ce genre de p
transformée de Laplace.

H B =



Transformation de Laplace

Transformation de
Laplace

Objectifs

Le but de ce chapitre est de travailler sur une transformation des équations différenticlles linéaires a

coefficients constants permettant d'obtenir des équations équivalentes mais plus simples @ manipuler.
L'avantage principal de cet outil mathématique, largement utilisé en ingénierie, est de permettre la
Caracterisation de systiemes complexes sans avoir i calculer la réponse temporelle (stabilité, précision,
rapidité, etc.). Cette transformation s'appelle la transformation de Laplace.

- 1. Définitions et notations

Les fonctions introduites dans les modéles mathématiques des systémes physiques sont des fonctions réel

les de
la variable réelle ¢, le temps. On peut citer, par exemple, les accélérations, les vitesses ou les positions de solides

dans I'espace, I'intensité électrique, les différences de potentiel, etc.

Si f est une de ces fonctions alors J est une fonction causale, ¢'est-a-dire définic pour

tout £ positif et nulle
pourf < Q:
R — R
filt — fOsit=20
Osiz<0

A cette fonction f, on associe, sous réserve d'existence, une fonction complexe F d'une variable complexe p (
p=ac+ j - (), définie de la fagon suivanle ;

1 — C
- p — F(p)=L+00f(t)_e—p-r'dt

Cette fonction F” est unique. On la nomme transformée de Laplace de la fonction f, et on la note L[f]
Usuellement (lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité) la transformée de Laplace d'une fonction est notée par la lettre

majuscule correspondante : F'(p) = L{f()]. I(p) = L[i(1)}U(p) = L[u(r)], V(p) = Lv(1)] ete.

* Remarque

L'existence de la transformée de Laplace de la fonction f dépend de la convergence de 1'intégrale impropre. On
peut démontrer que cette convergence est vérifiée si la partie réelle ¢ de la variable P est supérieure & une

valeur & appelée abscisse de convergence. Dans les cas rencontrés en SII, les conditions d'existences seront
toujours réunies.

HEE
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Proprictés de Ja transf ormée de Laplace
Remarque

Léw ons o — ,
de des fonctions complexes de variable complexe n'étant pas au programme de mathématiques en CPGE,

nous n > s
Ous contenterons d'énoncer les résultats nécessaires pour le cours de commande des sysiemes lin¢aires
asservis,

Remarque

Dans les pays anglo-saxons, la variable complexe de Laplace est notée S. Cette notation pourra étre rencontrée
dans certains ouvrages.

Linéarite.

La transformation de Laplace est linéaire injective de R dans C, c'est 2 dire que pour toutes fonctions f et g
de R et pour tout réel a ;

L{f+gl=L[f]+LIg]
Lla- f]=a-L[f]
L[fl=L[g]=f=¢

Transformée de Laplace inverse

La transformée de Laplace inverse, notée L™ [F(p)] = f(1), posstde la méme propriété de lincarité.

2. Propriétés de la transformée de Laplace

Transformée de Laplace de la dérivée d'une fonction.

On admettra pour toute la suite de ce chapitre les notations et hypothéscs suivantes :
f est une fonction réelle de la variable réclle 7

f est une fonction causale (nulle pour f < 0

F= L[f] est sa transformée de Laplace, fonction complexe de la variable complexe p = @ + J W

f et L[ f]existent

On montre alors que L [E—] la transformée de Laplace de la dérivée de f , s'exprime par :

L[%] =p-L[f]- f0*)=p-F(p)- f(07)

q

De méme, on montre que L [F} la transformée de Laplace de la dérivée seconde de f , s'exprime par :
dz
et

dﬂ] = p* - L[f] - p- f01) = 0 = p* - F(p) - p- £(0%) = fO(0")

Aprés généralisation a l'ordre k, on obtient :

d* ot A e
15| = For- 2t 00

T LLEER



Transformées de Laplace usuelles

& Fondamental i -

" 7 0) de la fonction f et de ses dérivées successives

On retrouve dans cetie expression les valeurs initiales @ f =
jusqu'd Yordre inféricur A l'ordre de dérivation (k—1). Dans 1
I'expression se simplific.

df dfl
L{-jt-] =p FW)L[F] = p* - F(p)

e cas ol ces conditions initiales sont nulles,

& Fondamental : Transformée de Laplace de la primitive d'une fonction.

En utilisant le résultat précédent, on peut montrer que la transformée de Laplace de la primitive de f est:

60) = L[ fe)-ar] = =2 [

Cette propriété n'est valable que pour une intégratio 4 la fonction f.

Théoréme du retard

Si g est la fonction retardée d'un temps T de la fonction f, c'est-2-dire g =f(t-71 ) alors :
G(p) = LIgO] = L{f(t-n)] = e - F(p)
FE)A g =f(t—1)

|
|
y

& Fondamental : Théoréme de la valeur initiale

Sous I'hypothése supplémentaire que lin& F(1) existe, Ia valeur initiale de f(f) peut se calculer A I'aide de Ia
1—
transformée de Laplace F de f

lim () = lim p- F(p)
1—=0 p—r+oo

& Fondamental : Théoréme de la valeur finale

Sous les hypoth&ses supplémentaires que lim f(t) existe, c'est-i-dire si le systeme est stable, la limite a la
=+

convergence en temps de la fonction f peut se calculer a I'aide de la transformée de Laplace :

lim f(r) = }Jlgg)p - F(p)

A Remarque

1l est indispensable de vérifier la stabilité du systeéme étudié avant de chercher a appliquer le théoréme de la
valeur finale.

3. Transformées de Laplace usuelles

Remarque :

"o EEHEEBE
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Transf acmées de Laplace wuclies

L fonction H et 1z fonction échelon ou foncuon de Heaviside. Elle est définie sur R par ©

H:{ 08?!(0
lsir>0

Cettc fonction permet de s'2ssurer que F'on applique la transformation de Laplace sur des grandeurs physiques
Causales. Cette fonction et parfois également notée it ou 1,

Transformées de Laplace & connaitre parfaitement
Note :

- Cpet d sont dex comtantes réelles

o

- J esthe nombee complene tel que j° = =1
& Fondamental : Dirac

f(l'):lﬁu) ={ +oosir=0

0 sinon
T Fip)=1
0 4

o/ wdamental - Echelon
Jn) = eo- H)

A .
Pr———— . _ -:).
5 ! (l', - p
0 t

& Fondumental : Rampe
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Fonction de transfert d'un systeme linéaire

Fonction de transfert
d'un systéme linéaire

1. Fonctions de transfert

>

La transformée de Laplace de la dérivée 2 l'ordre k d'une fonction permet de traduire n'importe quelle équation
différenticlle linéaire A coefficients réels constants en unc équation polynomiale.

A condition que les condirions initiales soient nulles, la transformée de Laplace de la dérivée 2 l'ordre k de la

fonction f(t) se calcule de la fagon suivante :
d* f
Li=|=r"FP)
dit
Nous avons vu que toul systéme linéaire est régit par une équation de la forme :

ap- e +ay - e+ +ame e(g) = bo - sO@) + by - SV + -+ b s@(r)

Méthode : Mettre une équation différentielle sous la forme d'une fonction de transfert

Faire la transformée de Laplace de I'équation différenticlle :

- pour chaque dérivation dans le temps, il faut effectuer une multiplication par p dans I'espace de Laplace,
- il faut remplacer chaque grandeur physique X(1) variable dans le temps par sa transformée de Laplace

X(p).

Fairc apparaitre la F.T par factorisation.

L'application de la iransformation de Laplace aux deux membres de cette équation différenticlle donne :
ao-E(p)+ay-p-E(p)+-+++an p" -E(P) = bo-S(p)+by-p-S(p)++--+bu-p"-S(p)
olag+ay-p+---+am - p" - E(p) = [bo + b cp+-+ by p'l-S(p)

Ce résultat est fondamental. Il montre que la fonction de sortie S(l‘), représentée par sa transformée de Laplace
S (p), s'exprime en fonction de 1a fonction d'entrée (1), représentée par sa transformée de Laplace E(p)ct

des coefficients dj et bj définissant le modéle du sysieme :
_S(p) _aota cp+eetay p”
E(p) bo+by-p++bu P
Pour un systéme linéaire asservi, la sortie S ( p) s'exprime comme le produit de l'entrée E( p) par une fraction
rationnelle en p. Cette forme est beaucoup plus aisée & manipuler qu'unc équation différentielle de variables

H(p)

réelles.
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Fonctions de transfert
T

Fondam
ental
aplace, est appelée

(rée dans I'espace de L

 Cette fraction rationnelle, qui exprime le rapport de la sortic sur I'en
Jonction de transfert, Elle sera notée H(p) :
Hip)= S(])) _atap-pt-tape p"

E(p) bo + Dy - Ji)ap 990 ar by - p"

Exemple

Un local ; : i
possede unc chaleur massique ¢ et un volume V. On note o, la masse volumique de l'air.

Les échanges de chaleur sont modélisés par unc résistance thermique Rth.

Bins 1a tempé intér
nt pérature intéricure et @y la température extéricure ont respectivement pour transformée de Laplace

Tilﬂ et Texr-

Soit 1 "équation différenti .
oit l_ équation différentielle modélisant 1'évolution de la température intérieurc en fonction d
extéricure :

ﬂO.V.C,dGim — geﬂg) - Ql.m(t)
dt Rth

Transformée de Laplace de I'équation :

Texi(p) — Tine(p)
Rth

Détermination de la fonction de transfert :

VC T mr(p) - e;n‘(p)
po.Ve.p.Tins(p) + Rik Rih

¢ la température

to.V.e.p.Ti(p) =

1 Tox(P)
V . — I
(llo cp+x ,) Tim(p) Rih

yo.:V.c.Rth.p +13 () = Teu(p)
Rth int Rth

Tin!(p) _ 1

Tou(p)  Ho.Vc.Rth.p +1

Cette fonction de transfert est un modéle caractérisant, dans le domaine de Laplace, le comportement du

systeme étudié.

Une fraction rationnelle cst un quotient de deux polyndmes, de degrés respectifs 712 et 11, notés N(p)et D(p)

(numérateur ct dénominateur de la fraction).

eur peuvent étre { actorisés de la fagon suivante :

N(p) =ap+a1.p+ax. p Footlpp" = au(p—2m)p— M- n)...(p-21)
D(p) = bo + by.p + b2. p?+- +bn p" = bylp - pn)(p —pir— 1)) (p-p1)

«n,u)\

Dé finin'on "Pt?les de H(p ) ) )

Le numérateur et le dénominat

N(p)

On appelle 'TFOS de H(p) les valeurs Z; de P qui annulent le numérateur. (Ce sont les racines de

_E:.-II_T

BE

E E
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Q(ﬁ Exercice : Fonction de transfert d'un moteur A courant conlini

P
& Définition ; Zz'ros de H(p)

e

On appelle péles d
poles de H(p) les valeurs p;de p qui annulent le dénominateur. (Ce sont les racines de D(p)

| Ces valeurs son isli
t caractéristiques de la fonction de transfert ct permettront de prévoir certaines des

performances d' i
s d'un systéme asservi, comme par cxemple sa stabilité.

& Complément : Forme canonique d'une fonction de fransfert :

il s'agit de la forme particulidre de la fraction rationnelle H(p) telle que le mondme de degré z€éro soit égal 2 1.

aO+a1-p+"'+am-pm _ K 1+a’1'p+"'+at’n'pm
bo+by.p+---+b.pt  P* l+b’1.p+--'+b,’,-P"
- K est appelé gain starique de la fonction de transfert.

ey - :
- n=n' 4+ @estappelé ordrede la fonction de transfert.
- @ est appelé classe de la fonction de transfert (correspond au nom

e CPGE.

H(p) =

bre de poles nuls).

Note : @ sera souvent nul dans les exercices de premiére année d

2. Exercice : Fonction de transfert d'un moteur 3 courant continu

Soit les équations régissant le fonctionnement d'unc machine 3 courant continue commander par un¢ tension U

et tournant a la vitesse .

di . A :
Equation électrique : u(f) = Rl(t)+L,,,d + ko) — L(ﬁ) = RYpH {\fv wh (V L+ D]

, d  are) . IR <R o
Equaﬁonmécanique:].é? = ki() - fw )\“’ “ﬂ(t)) = R (‘\‘) J’ {\:’

uestion . 5
Q [solution n°2 p.31]

Q(p)

1. Déterminer la fonction de transfert -l—](—)— en considérant toutes les conditions initiales comme nulles.
D s conditions MULTEEEs e nue

2. Mettre la fonction de transfert sous forme canonique.

3. Donner le gain statique, J'ordre et la classe de la fonction de transfret.

4. Quel est lc nombre de poles et de zéros ?




Représentation d'un systeme linéaire par un schéma bloc

Représentation d'un
systeme linéaire par un
schéma bloc

1. Définition et éléments de base

Nous avons vu précédemment qu'un systéme linéaire se caractérise par sa fonction de transfert H(p), et que
I'entrée E(p), appliquée a ce systéme engendre la sortie S(p) telle que :

S(p) = H(p) - E(p)

Pour faciliter la simulation du comportement d'un tel systeme, on utilise un outil de représentation graphique :
un schéma-bloc. Ce dernier traduit graphiquement le comportement du syst¢éme exprimé dans le domaine de
Laplace.

& Fondamental
S(p) = H(p) - E(p)

E(p) S(p)

— H(p) —

Le bloc représente le systéme ou un sous-ensemble d'un systéme et a un sens multiplicatif. Il contient la

fonction de transfert et caractérise la relation entre les grandeurs d'entrée et de sortie.

La modélisation d'un systéme automatique complexe implique en général la présence de plusieurs blocs reliés

entre eux.
Lien Comparateur
Bloc P
/ P(p) (sommateur)
o) 79+ o ElP) B(p)" % ¥X(p) S(p) _
—_— > CA
E(p)y A(p) +
R(p) " 5(p)
Comparateur
(soustracteur)

Schéma bloc générique d'un sysiéme asservi




Association de blocs en séric

2. Exercice : Modélisation d'un moteur 3 courant continu

La mise sous forme de schéma bloc peut étre détaillée pour faire apparaitre différentes grandeurs intemes du
systeme.

Nous pouvons reprendre par exemple les équations dans le domaine de Laplace d'une MCC vues

précédemment : 'l{..,._ 4 ( Xp)- i"\(‘)) N - Cle)
U(p) = (R+Lp).I(p) +k. Q(P) ( J) W
Jp.Q(p) = kI(p) - £.Qp) PIRSHEXYOR 3:1( p)

avec Cm(P) o !\I(P)

Cette représentation est particuliérement utile sous Matlab Simulink ou Scilab Xcos (Ce sont des logicicls de

simulation des systémes linéaires invariants continus) car clle permet de simuler ct visualiser I'évolution d'unc

variable interne comme le courant circulant dans le moteur.
QUCSliOI'I [solution n 3 I‘:‘ 1]

Compléter les blocs du schéma ci-dessous i partir des équations ci-dessus

Ulp)+ e e a(p)
- Rely :,)":)1 ,

Indice :

En mettant les équations sous cette forme

1
Q -C(p
(p) = p+f P
C(p) =k.I(p)

]
l(p)— Tht (U(p)-A Q(p))

3. Association de blocs en série

j\ Méthode

P == Emmeemom o eSS - - R}

Xi(p)! Xx(p) Xs(p) 'Y(p) Xi(p) Y(p)

-——lh> Hi(p) > Hz(p) > Hs(p) -:——E —p’- H(p) ——i
ke e o = B ) s e e e e s I

Association de blocs en série

Les deux schémas ci-dessus sont équivalents avec H(p) = H(p).Ha(p).H3(p)



. ‘un systeme
Détermination graphique de la fonction de transfert globale dn s}

4. Association de blocs en paralléle

',\’ Méthode = =

Xi(p) V()

X(p) — Hp) —

Association de blocs en paralléle

Les deux schémas ci-dessus sont €équivalents avec H ( p)=H 1 (p) + Ho( P) + Hj ([7)

5. Détermination graphique de la fonction de transfert globale d'un systéme

Nous verrons dans les paragraphes suivants que (out systéme peut étre décrit par un schéma bloc proche de
celui présenté ci-dessous. Sur ce schéma, E(p) et P(p) sont les grandeurs d'entrée (consigne et perturbation)
traduites dans le domaine de Laplace et S(p) la grandeur de sortie.

P(p)
E(p) +. E(P) + _S(p)

+

R(p) C

Schéma bloc générique représentant un systéme asservi

Selon le principe de superposition, Ie comportement global du systéme peut &tre décrit de [a fagon suivante :

S(p) = Hi(p).E(p) + Ha(p).P(p)
<« Définition

La fonction H(p) est appelée fonction de transfert en boucle fermée en poursuite et est notée Hprp(p). 1

s'agit de la fonction de transfert globale du systéme lorsque P(p) =0, ce qui correspond au schéma suivant
(le sommateur disparait puisque P(p) =0):

E

(p) ‘R <(p) X 3 Stp)

R(p)[




i ale d'un systeme
Détermination graphique de la fonction de transfert globale d'un sy

. ) me
La fonction §(p7) peut alors étre exprimée uniquement grice 2 la fonction E(p). sous la for

S(p) = Hi(p).E(p) = Hprp(p).E(p), Hppp(p) restart une fonction de A, B et C a déterminer.
La lecture du schéma-bloc permet d'écrire :

S(p) = e(p) - A.B (équation 1)

e(p) = E(p) - R(p) = E(p) - C - S (p) (équation 2)

En combinant les équations 1 et 2, il est possible de donner unc expression de S (p

ABetC:
S(p) = [E(p) - CS(p))A.B
S(p) +A.B.C.S(p) = A.B.E(p)

S(p) ___AB
E(p) 1+ABC

Cette express/ion de Ia fonction de transfert en boucle ferm

) ne dépendant que de E(p)

Hprp(p) =

ée en poursuite est connaitre par ceeur.

“

Définition

ot en boucle fermée en régulation et est notée H BFR( p). Il
0, ce qui correspond au schéma suivant.
"_1", puisque la relation

La fonction H (p) est appelée foncrion de transfe
s'agit de la fonction de transfert globale du systéme lorsque E(p) =

i = is i i loc
Le soustracteur disparait puisque E(p) = 0. mais il persiste un b

e(p) = E(p) — R(p) devient €(p) = —=R(p):

P(p)

&(p)=-R(p) _@J@__ 8 | Sip)
L—-oc }—

R(p)

La fonction S(p) peut alors étre exprimée uniquemcnt grice 4 la fonction P(p), sous la forme

S(p) = Hy(p).P(p) = Hprr(p).P(p). Hprr(p) restant une fonction de A, Bet C a déterminer.

s

Plp) +
— - B
Une simple réorganisation graphique des blocs donne le + L=

schéma suivant : A 1 C

similaire & celui obtenu en poursuite :

P
- o . ‘ ) (P} + ‘ B | _
Qui est lui-méme équivalent 4 un schéma ayant une forme =7 ) ‘

Bien que I'entrée soit différente et que les blocs ne soient pas répartis de la méme fagon sur la chafne directe et

sur la chaine de retour, la formule mise en place précédemment peut étre appliquée :




Fonction de transfert en boucle ouverte

S(p) B
P(p) 1+ABC
Do Fexpression de § (). obtenue par superposition lorsque E(p) # 0t P(p) # 0

. A.B B . ]J( )
S(p) = Hgrp(p).E(p) + Hprr(p).P(p) = T3 ABC - E(p) + T+ ABC 4

I{BFR(P) =

6. Fonction de transfert en boucle ouverte

& Fondamental

P(p)
E(p) +~ €(p) + Sgp)

+

R(p) C

Schéma bloc générigue représentant un systéme asservi

Toujours sur le schéma bloc générique, on appelle fonction de transfert en boucle ouverte (notée FTBO), la
fonction Hpo (p), telle que

R
if(g()([)) = %;:)')- =A.BC

La FTBO est obtenue en multipliant les fonctions de transfert des bloes situés entre la sortie du comparateur et

le retour au comparateur,

7. Formule de Black

Il est possible de généraliser les résultats du paragraphe précédent. C'est la formule de Black.

En notant :

- FTBF 1a fonction de transfert en boucle fermée -
- FTCD 1afonction de transfert en chaine directe ; (multiplication des blocs compris entre l'entrée et la
sortie)

- FT BQOa fonction de transfert en boucle ouverte

la formule de Black permet d'écrire :

FICD

FIBF = 105




Exercice : Réduction de schéma-blocs

& Fondamental : Formule de Black

e, Bl S(p)
: A ” s(p) A
p
HP)= g ~1T+AC
R(p) C k
@™
r(‘
—u':
8. Exercice : Réduction de schéma- — 3
Soit la modélisati . schéma-blocs /v\)_éﬁ;_@—*—@“‘
1sation suivante : - 7{
. C—HF—J
E(p) + B S(p)
(p) N J_C,D,.a__.
1 F 6 H

[solution n°4 p.31]

Question
S(p)

Réduire le schéma pour obtenir un seul bloc et en déduire la F.T H(p) = EG)'S

9. Régles de transformation des schémas-blocs

odifications en vue de les simplifier. 11 est impératif de vérifier que ces

Les schémas-blocs peuvent subir des m
modifications respectent la modélisation et ne modifient pas la fonction de transfert globale du systeme

;\ Méthode : Déplacement d'un point de prélévement vers l'amont
Ep) — S(p) E(p) : S(p)
S'(p) — i 5'(p)

Dans les deux cas S (p) = §'(p) = A - E(p).

N Méthode : Déplacement d'un point de préléevement vers l'aval

A
E(p) A S(p) E(p) 5 e 5(p)
S'(p) = L A S'(p)

Dans les deux cas, S (p) = A - E(p)et S’(p) = E(p).



Regles de transformation des schémas Mlows

'}\ Méthode : Déplacement d'un comparafenr vers l'amont

S(p)
E(p) + S(p) E(p) ¥
A R = QR—{»
E'(p) E'(p)

1/A

Dans les deux cas, S (p) = A - E(p) — E'(p).
e Mcéthode : Déplacement d'un comparateur vers l'aval
E(p) + 2 S(p) E(p) A +
E'(p) — e '
— A

Selon le sens de la transformation, on opére ici une factorisation par A ou un développement. Dans les deux cas

S(p)=A-(E(p)-E(p))=A-E(p)-A-E'(p)

S(p)

»\ [

& Exemple ‘ b
E(p) G(p), e(p) u(p) T(p) S(p)
— A » B C y D }—mm

R(p) y } “_ \ ‘f

La fonction de transfert globale du systeme modélisé par le schéma-bloc ci-dessus est

Sy _ B-C _
Hp) =g =4 T+B.C-F

On peut montrer que tous les schémas présentés ci-dessous sont équivalents a celui ci-dessus (calculez la

fonction de transfert H(p) de chacun des schémas si vous n'éles pas convaincus).

E(p) G(p), e(p) u(p) T(p) S(p)
—1 A B C s D >

F/D

R(p)

Cas 1 : on conserve bien le fait que la grandeur R(p) est égale & F.T(p).

E(p) G(p), e(p) U(p) T(p) - S(p)
— A B

R(p)



Exercice : Réduction de schéma-blocs

Cas 2 : on retrouve bien R(p) = F.C.U(p)

E
(p) + &(p) i U(p) T(p) S(p)

F/A [e

Cas 3 : on retrouve bien €(p) = A.E(p) — F.T(p). par contre, les grandeurs G(p) et R(p) n'existent plus.

E(p) G(p) 0 S(p)
0 A 5 + U(p) - (p) : _—1-]____,

F.B

Cas 4 : on retrouve bien €(p) = A.B.E(p) - F.B.T(p). par contre, les grandeurs R(p) et up)

n'existent plus.
P gD}
i ~fes
10. Exercice : Réduction de schéma-blocs - o LA
: s i
Soit 1a modélisation suivanic :
It ' re)
E(p) S(p)
(p) 5 AP
AP
S/ e ‘I. L
Question s & 15 [solution n°5 p.31]
S(p)

et en déduire la E.T H(p) = -E_(;)_)

Réduire le schéma pour obtenir un seul bloc

Indice :
autre comparateur, Iaddition ¢tant commulaiiyc, il est
L (

I's

Déplacer un comparateur pour le mettre A coté de I

de les échanger. )
’ /.:\l j“‘!‘..'
11. Exercice : Réduction de schéma-blocs -~ [ - | e
. (0N
g NS

Soit la modélisation suivante : {
o

alors possible ensuite

.
VADL ) C,
TR Y

L g—a

f

E(p)+$ A +é’ - i ‘S(i) 4

pEEEE "



Systeme bouclé 2 retour unitzire
Question [scdurionn®o p.31]
S(p)

Réduire le schéma pour obtenir un seul bloc et en déduire la F.T H(P) = E(p)

Indice :

Déplacer un point de prélevement ou un comparateur pour obtenir deux boucles imbriquées.

12. Systéme bouclé 2 retour unitaire

tp) O s(p)

R(p)

C <

En utili : .
n utilisant les régles de transformation de schéma blocs vues ci-dessus. on remarquera qu'il est possible de
Ltra 'SLE 1 Ty . :
nsformer un systéme asservi 4 retour non unitaire (el que celui de la figure ci-dessus) en un systéme asservi

a retour unitaire, A condition de modifier les fonctions de transfert des différents blocs (comme présenté sur la
figure ci-dessous).

. . £2(p) S(p)
LN REYTS AC >

Nous venons de voir ci-dessus qu'il est possible, & partir du schéma-bloc représentant un sysitme linaire continu, de
modifier ce schéma jusqu'a le mettre sous une forme qui permetie Ie calcul immédiat de la fonction de transfert. 11
s'agit done d'une manipulation graphique des équations. Une manipulation purement algébrique, équivalente du point

de vue des calculs, ne conduirait pas si aisément au résultat,

En contrepartie, une telle modification de la structure du schéma peut parfois faire perdre le lien entre les entrées

/sorties du schéma et les grandeurs physiques du systéme étudié.




Solutions des exercices

Solutions des exercices

Exercice p. 10

> Solution n°1

trsg = 3,5s
e=0
D% =3-2)/2=50%

Exercice p. 21

> Solution n°2

L H(p) = Q(p) _ k
' U(p)  R+Lap)Jp+f)+k
2. H(p) = Q(p) _ 1/k
' - = Lad RJ + L.
U(p) —kj_'p2+£___;2—ﬂ'p+1

3. K = 1/k, ordre 2 et classe 0.
4, 2 poles et pas de z€ro

> Solution n°3 Exercice p. 23

U(p)+ T i) e 1 (p)
- Lp+R Jo+f )
k __
> Solution n°4 Exercice p. 27
H(p) = ®) _ B-C-D
E(p) 1+A-B-F-G-H
> Solution n°5 Exercice p. 29
S
mm—lﬂ—m+m-

T E(p) 1+A-B-C



Solutions des cxercices

> Solution n°6

S(p) A-B-C
E(p) 1+A-B+B-C

Hip) =




