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Cycle 3 - Réponses temporelles des systémes.
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Objectifs

® Déterminer Iy réponse (emporelle

® Identifier les parametres caractéristiques d'un modgle du premier ordre ou du
deuxiéme ordre 3 partir de sa réponse indicielle
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Prévision de la réponse d'un sysieme.

Prévision de la réponse
d'un systeme.

présenté par sa fonction de transfert, fraction rationnelle cxprimant

ine de Laplace. En effet, ayant traduit les diverses
il sera aisé d'en déduirc la sortic S(p)a

Un sysiéme peut étre mathématiquement re
le rapport entre lentrée ct la sortie du systéme, dans le doma
fonctions dentrées imaginables e(t) par leurs transformées E(p).
par transformée invene, la réponse (1) & la commande.

\e la superposition des fonctions échelon
1l semble donc indispensable de connaitre (

jue de quelgues autres, que vous

De nombreux signaux de commande peuvent étre décrnits comn
gnitzire ¢t rampe unitaire, plus ou moins retardées dans le temps.
par caur en CPGE), les transformées de Laplace de ces signaux. ainsi «

trous erez dans le tableau final de ce cours.

Vocabulaire
- on appelle reponse indicielle 1a réponse d'un systéme J une fonction échelon.

- onappelle réponse impulsionnelle 1a réponse d'un systéme 3 une fonction dirac.

1. Exemple détermination de la réponse indicielle du régulateur de vitesse par
l'utilisation de la transformée de Laplace

Nous avions montré que 'équation différenticlle modélisant le comportement dynamique du véhicule érait la

suivanic

[ ’
m- ‘—‘!i—”- + fyv(t) = Frn(0)

(
avec V(0) = Oct Froet) = Fmot = Crepourl > 0

Résolvons cette équation différenticlle 3 Faide de la transformée de Laplace
Nous devons tout d'abord appliquer le transformée de Laplace sur cetie ¢quation sachant que la condition

initiale est nulle :

m-p-V(p)+ fv-V(p) = Fra(p)

or mnt(p) = qu
On obtient done :
V(I’) = an F,.,‘.alm

p-(m-p+fv) - p-(p+ fy/m)

BEEEEE



' e Herminer sos perlormances
Utitisation de 1a fonction de transfert d'un syatéme pour détermin |

{ [ décomposition en ¢1¢ imepy
1 faut ensuite pour pouveir identifier une forme connue dans Laplace faire une '
simple
0 I3
Vp) = = 4
Po(p+ f/m)
Parune mise au méme dénominateur et une identification on obtient :
- = fmur/ﬁ-
- B= _'ﬁnmff;'
Done :

Fonor 1 1

V=t 1
S e Al

En utilisant le tableay des transformées de Laplace usuelles dans I'annexe en fin de cours on obtient le résultat

final ;
fv
F -
vi)= 2. 11-¢ m
1%

Nous allons voir quiil n'est pas nécessaire de résoudre systématiquement F'équation différenticlle pour obtenir la

solution analytique temporelle, Les performances peuvent étre déduites de la fonction de transfert.

2. Utilisation de la fonction de transfert d'un systéme pour déterminer ses
performances

Nous étudicrons dans ce paragraphe les performances du systéme asservi décrit par le schéma bloc ci-dessous

Ep) , &P Py S(p)

R(p] C(p)

Schéma bloc d'un systéme asservi
Sa fonction de transfert en boucle fermée ng(p) est telle que :
A(p S(p)
H(p) = p) _ S
I+A(MC(p) ~ E(p)

Cette fonction de transfert étant une fraction rationnelle de deux polyndmes, il est possible de l'exprimer sous I3
forme :

N(p) An(P = Zm)(P = Zny)..(p — 21)
H —; s
(p) D(P) bn(p - Pn)(p = Pm-1 )fP - pl)




Utilisation de la fonction de transfert d'un sysieme pour déterminer ses performances

Stabilité du systéme

Un systtme bouclé est stable si et sculement si sa sorrie S(f) reste borr
8(1‘). La stabilité est unc condition indispensable de fonctionneme
général synonyme de destruction du systeme.

1ée en réponse & un signal d ‘entrée borné
nt d'un systéme asservi, I'instabilité étant cn

& Fondamental : Enoncé mathématique du critére de stabilité :

Un systéme asservi est stable si et sculement si sa fonction de transfert en boucle fermée posséde
UNIQUEMENT des péles & partie réelle STRICTEMENT négative.

/A Remarque

Ce critére mathématique est inconditionnel et valable pour tous les systemes asservis. Cependant, son utilisation
présente plusieurs inconvénients (nécessite le calcul de la fonction de transfert et des poles). Des critéres

alternatifs basés sur des méthodes algébrigues ou graphiques seronl étudiés en deuxieme année.

Si le systeéme est stable, le signal de sortie § (l') en réponse 4 unc entrée bornée e(t) converge Vers unc valeur
finie Soo. On appelle régime permanent I'état du systeme lorsque f — +09. Cependant, les performances du
systéme sont aussi liées a la fagon dont la fonction s(f) tend vers cette valeur Sco. On appelle régime transitoire
d'un systéme I'état de ce systéme & un instant domné t € [0 +oal.

Précision du systéme

Dans le cadre des cours de commande des systeémes en CPGE, nous n'étudierons que les performances de

précision en régime permanent des systemes, c'est-a-dire la précision en régime permanent, lorsque f — +09.

" Définition

La précision d'un systéme est la valeur vers laguelle tend E(p) elp) S(p)
1'écart E(I). résultat de la comparaison entre la consigne h A(p) >
e(t) et le signal de retour r(t) quand t — +00. Dol

I'expression de la précision en régime permanent €5 : C <

es = lim () = Lim (e(r) - ()

Schéma bloc d'un sysiéme asservi.

;\ Méthode

Cet écart peut étre facilement déterminé & partir de I'expression de la fonction de transfert H(p) du systeme, si

le systeme est stable, le théoréme de la valeur finale peut étre utilisé :

s = Jlim e(t) = lim p.e(p) = lim (p [E(p) - R()D

S(p)
o R =S(p).C(p)e = ‘ol
(p) =S (p).C(p)et Ep) H(p).d

€ = })i_rgp-E(p) [1-H(p).C(p)]

[ B =




Exercice : Calcul de I'erreur statique
s < : i lui est appliquée.
On peut noter que I'expression de la précision du systéme dépend de l'entrée E(p) qui lui est appliquée. On
distingue généralement deux performances de précisiom :
- L'erreur statigue (€p) : erreur statique du systéme en réponse i unc consigne de type échelon. Pour

€ _, 3o
I'exprimer, il suffit de remplacer la fonction E (p) par son expression 2 (P) = —. L'erreur indicielle

est souvent donnée en pourcentage relativement 2 I'amplitude de I'échelon d'entrée : €% = % -100.

= L'erreur de trainage ou de poursuite (€1) : erreur statique du systéme en réponse A une consigne en rampe.
. €0
Pour 'exprimer, il suffit de remplacer la fonction E(p) par son expression E(p) = —

A Remarque

le systeme le permet, il est possible de déterminer la précision d'un systéme a partir
sortic du systdme et la v

faut étre vigilant et seules des grandeurs physiq
particuliérement vrai dans Je cas d'un systéme A reto

Dans certains cas, lorsque

de la comparaison entre Ia aleur de la consigne lui ayant été appliquée. Cependant, il

ues de méme nature peuvent étre comparées. Ceci est
ur unitaire, comme le montre I'exemple suivant.

e(p) Si les grandeurs physiques e(t) et 5(f) sont identiques, il
E(p) «+ P S(p) :
i est possible de les comparer, ¢t donc de déterminer l'erreur
Alp) F7— )
A u systéme :

€ = lim (e() - 5(1) = lim p. (E(p) - 5 (p))
Soit: €5 = lim p.E(p) - lim p.S(p)
p—0 p—0

Rapidité du systéme

La rapidité du systeme est la caractéristique représentant la durée du régime transitoire d'un systiéme linéaire.
En théorie, cette durée est infinic (fin du régime transiloire en (—+oo

). I est donc nécessaire de définir des
paramétres qui permettent une évaluation pratique de cette durée.

Le temps de réponse 2 5% (1rse, ) correspond 2 la durée nécessaire pour que la sortic reste dans un intervalle de
+5% autour de la valeur finale

Dans le cas d'un systéme stable soumis 4 une entrée en échelon, la réponse tend vers une valeur finie notée Soo
Le temps de réponse 3 5% est alors défini de la fagon suivante :

V1> trse.0,95.5, < s(1) < 1,05.5,

Dans I'état actuel de nos connaissances en commande des systémes, la détermination de la rapidité d'un systéme
nécessite le calcul de sa réponse temporelle $(f). L'étude du comportement de systémes standard dans la suite

de ce cours nous permettra de mettre en place des abaques permettant de s'‘épargner ce calcul dans de nombreux
cas.

Limitation du dépassement

Comme dans le cas de la rapidité, I'état actuel de nos connaissances ne nous permet pas de déterminer la valeur
du dépassement pour un systéme quelconque sans calculer sa réponse temporelle s(f). La limitation du
dépassement sera étudiée lors de I'étude de deux types de systemes usuels.




Lxercice : Calcul de Ferreur statique

3. Exercice : Calcul de I'erreur statique

Soit un systéme dont e schéma bloc est le suivant :

U() + ()| 1 5(p)
2 1+3p

Svstéme

Question [solution n”1 p.30]

Calculer I'erreur statique de ce systéme en pourcentage.

Indice :
Exprimer €(p) en fonction de E(p) puis calculer €(1) A l'aide du théoréme de la valeur finale avec
(4]
E(p) = —. .
r , B |
PAN
\ e(41. 00 )
E. \
J'\
\ f
i
A
2 =



Réponses temporelles des systémes linéaires du premier ordre.

Réponses temporelles des
Systemes linéaires du
premier ordre,

1. Introduction

Equation temporelle

Un systéme linéaire est dit du premier ordre stand
ordre & coefficients constants de la forme :

S(1) +7- d“ K- e(t)

ard s'il est régi par une équation différenticlle du premier

Avee K et T lIes deux constantes caractéristiques du comportement du systéme :

- K= £ain statique , son unité dépendant de T'unité des grandeurs d'entrée et de sortic du systéme
- T=conslante de temps , en secondes

Remarque : I'appellation "gain statique” est justifice par e comportement statique du systéme. En effet, si les

entrée et sortie sont constantes, I'équation différenticlle devient s + 0 = K.e d'o en statique, K = d

e

Fonctrion de transfert

La transformée de Laplace conduit & (conditions initiales nulles) : S (p) + T.p.S(p) = K.E(p)

La fonction de transfert s'écrit donc :

K
l+7-p

H(p) =

Cette forme de la fonction de transfert est appelée forme canonique (forme pour laquelle le mondme de degré
z€ro du polyndme du dénominateur vaut 1). Ses paramétres caractéristiques sont K el T.

2. Réponse indicielle (réponse 2 un échelon non unitaire)

On applique en entrée du systéme du premier ordre la fonction e(t) = eq.H(1). Sa transformée de Laplace
s'éerit E(p) = ep/ p et la sortie dans le domaine de Laplace vaut alors :

K
S()-———
pl+t-p

S EEENEE
| i :



Réponse indicielle (réponse A un échelon non unitaire)

La transformée de Laplace inverse de la sortic (pour revenir en temporel) se fait a l'aide du tableau des

transformées usuelles. Il faut préalablement la décomposer en éléments simples pour faire apparaitre les
¢léments du tableau :

e K a
sp=2--2__2, 5
pl+z-p p 1+1p

Les constantes & et 3 sont déterminées par identification : @ = K.eget B = —K.e(.T. D'oi:

1 11
S(p):K.eo(——l—T—-):K.eo = -7
p +T'.p P _+p
T

La transformée inverse de Laplace en utilisant Ie tableau de I'annexe donne :

s(t) = K.ep.[1 — e'").H(2)

&8 Fondamental : Réponse indicielle du premier ordre

s(t)
K.eq

50%

[
[
[
[
[
[
|
I
1
|
|
|
|
|
|
|
|
[
l

0 T 27 3T 4z Temps 5t
Réponse indicielle d'un systéme du premier ordre

Cette réponse est tracée sur la figure précédente. Elle présente les propriétés suivantes

La pente a I'origine vaut K.eq/T. Cette pente non nulle a I'origine est typique d'un premier ordre.
- La valeur a convergence (quand t — 00) vaut K.eq (réponse statique ou permanente).

- Pourt =7,8(7) = K.ep.(1 - e‘l) ~ 0, 63.K.€0

Pourt = 3.7,5(3.7) = K.eo.(1 - e3) ~ 0, 95.K.eq (valeur a convergence moins 5%)



e K
S(p):_o_ :g_'_ ﬁ

Pl+t-p p 1% ™
Les constantes @ et 3 sont déterminées par identification : @ = K.eget 8 = —K.€(.T. D'ou :
S( — | T 1 1
p)-—K.EO —_— — —— :K_eo =
p l+7p p 1 +p
T

La transformée inverse de Laplace en utilisant le tableau de I'annexe donne :

5(t) = K.ep.[1 — e "".H®)

&8 Fondamental : Réponse indicielle du premier ordre

SO .
K‘CO ] =
d 95%
| |
| |
| | |
[ | |
| | |
! ! |
| |
I | [
| | |
50% : [ :
|
| | l
| | |
| | |
| | |
| | |
! | [
[ I I
| | |
[ [ I
0 | ] ] : \
0 (5 21 o it Temps om

Réponse indicielle d'un systéme du premier ordre
Cette réponse est tracée sur la figure précédente. Elle présente les propriétés suivantes :

- La pente a I'origine vaut K.eq/T. Cette pente non nulle 2 l'origine est typique d'un premier ordre.
N 4 .
- La valeur i convergence (quand ¥ — 090) vaut K.€() (réponse statique ou permancnte).

- Pourt = T7,5(7) = K.eg.(1 —e™') = 0,63.K.¢g
- Pourt = 3.7,5(3.7) = K.eg.(1 — e73) = 0,95.K.e( (valeur i convergence moins 5%)

’d . . . i : P . i . .
K, le gain statique, représente I'amplification entre I'entrée et la sortie, alors que T, la constante de temps,

controle le taux de croissance de I'exponentielle.




Réponse impulsionnelle (réponse i un dirac)

Méthode : Prévoir la réponse indicielle & partirdela F.T

1. Vérifier l'ordre de la F.T.

r2

- Mettre sous forme canonique la F.T ;

1+1.p
. Identifier K et en déduire la valeur fingle S0 = K.eo

- Identifier 1a constante de temps T et en déduire le temps de réponse 2 5% trsg = 3
- Connaitre I'allure de la courbe. (Pente non nulle 3 l'origine).

v AW

Lorsque la courbe expérimentale de a réponse d'un systéme & une entrée en échelon est similaire 4 la réponse

identifier les coefficients K et T a l'aide de la valeur A convergence S
ou des temps 3 63% et 95% de la réponse & convergence (pour T).

d'un premier ordre, i est possible d
(pour K) et de Ia langente  l'origine

b

>

Méthode : Identifier Ia F.T & partir de la réponse temporelle

1. Reconnaitre une réponse indiciclle du 1° ordre. (Pente non nulle 2 l'origine).

. Sm
2. Relever la valeur finale et calculer K=—

€0
trsg
3. Relever le temps de réponse & 5% et en déduire T = —=2° ou bien relever la valeur de T pour
0,63 s,
K
4. En déduire H(p) = ———
1+7.p

/7 Remarque

Utiliser la tangente  l'origine pour identifier le temps caractéristique est forlement déconseillé dans le cas d'une
identification a partir d'une réponse expérimentale 3 cause des bruits de mesure.

3. Réponse impulsionnelle (réponse 2 un dirac)

Les développements pour le cas du dirac sont particuliérement simples.

La transformée de Laplace d'un signal d'entrée tel que e() = &(t) (dirac) est Ia fonction E(p)=
du systtme dans le domaine de Laplace puis dans le domaine temporelle est donc la suivante :

S(p) =1 K
(p) = 1+7-p

1. La réponse

d'olr :

s = = e 1
T



Réponse & une rampe non unitaire

& Fonda
nental : R¢ ; -
wOIISe impulsionelle du premier ordre

s(t)

K/z

4T 6T 8T 10T
Temps

Réponse impulsionnelle d'un systéme du premier ordre
Cette réponse est tracée sur la figure ci-dessus et présente les propriétés suivantes :

- La valeur 2 l'origine vaut K/T.
- La valeur a convergence (quand I — ©09) est nulle (réponse statique ou permanente nulle)

- La tangente & I'origine vaut —K/T2 et coupe l'axe des tempsenf = T

4. Réponse 4 une rampe non unitaire

La méthode poursuivie est la méme que pour la réponse a un échelon ou un dirac : écriture de e(t) en temporel,
passage dans le domaine de Laplace, calcul de la sortie en Laplace puis, aprés décomposition en éléments

simples, retour en temporel.
L'entrée sous forme de rampe unitaire s'écrit : e(t) = eo.t.H(t), d'ou E(p) = eo/pz.

La sortie, dans le domaine de Laplace, vaut donc :

€o K
S (p) = ——
pe l+7-p
On peut donc proposer la décomposition en éléments simples suivante : S ( p) = g + E + ___’)’
p p* l+7p
I 7 _ 7

D'od, toujours par identification : S(p) = K.ep. 5 TiThe————
p- p l+4+1p

La transformée inverse de Laplace est alors la suivante :S(t) =K- €p - [1‘ = =T ¢ e—t/T] : H(I)



Excercice : Prévoir la réponse indicielle & partir de la F.T

& Fondamental : réponse & une rampe

L e(t), s(t)

10
=1
8 o
6
4 —
-7 K=0.5
2
0 . m
0 2 4 6 8 Temps 10

Réponse a une rampe unitaire d'un systéme du premier ordre
Cette réponse est tracée sur la figure ci-dessus et présente les propriétés suivantes :

- La valeur a l'origine est nulle

- La pente a l'origine est nulle
- L'asymptote quand f — oo vaut K.e(.(f — T) et cette asymptote coupe 'axe des abscissesent = T

Dans le cas particulier ot K =1, l'asymptote est paralléle & la consigne et il est alors possible de définir une
erreur en vitesse (ou encore erreur de trainée ou erreur de poursuite) entre la consigne et la réponse. Cette

erreur de vitesse vaut T.€.

5. Exercice : Prévoir la réponse indicielle a partir de 1a F.T

Question [solution n°2 p.30]

——

Tracer, en plagant les valeurs particulizres, la réponse indicielle & un échelon unitaire du systéme ayant pour F.

T: \ :
10 :’ - 7 =5 S

H(p) = —— : )
2 2+4.p o TN ul - -c i 3 - ‘..#"l'

| \

l \
6. Exercice : Identifier la F.T a partir de la réponse temporelle

La réponse d'un systéme électrique a l'allure suivante lorsqu'une tension en échelon e(t) = 2V est appliquée ./

a son entrée.



Exercice : Identifier la F.T a partir de la réponse temporelle

Réponse indicielle

Question

[solution n°3 p.30]

En déduire la fonction de transfert du systéme.

Indice :

Relever la valeur finale et le temps de réponse 4 5%.




Réponses temporclles des systdmes lindaires du second ordre.

Réponses temporelles des
systemes linéaires du
second ordre.

1. introduction

Equation temporelle

Le comportement d'un systéme du second ordre est caractérisé par une équation différenticlle du second ordre
a coefficients constants :

26 ds() 1 ds(n) i
s(1) + o _(F + ag ’ W— = K.e(?)

Avec K, £ et wy les constantes caractéristiques du comportement du systéme :

- K = gain statique , son unité dépendant des grandeurs d'entrée et sortie du systéme]
- & =coefficient d'amortissement (f > 0), sans unité

~ Wo = pulsation naturelle ou pulsation propre non amortie (Wqy > 0), en rad.s7!
Fonction de ransfert

La transformée de Laplace conduit, lorsque les conditions initiales sont toutes nulles, a ;

: 1
S+ 22 p S+ L 5 = KEQ)
Wy w

0
La fonction de transfert s'écrit donc :
K
Hp)= — i 7
I+ == p+
Wy wy

Cette forme de la fonction de transfert est appelée forme canonique (forme pour laquelle le mondme de degré
zéro du polynéme du dénominateur vaut 1). Ses paramétres caractéristiques sont K, & et wy,

Réponse indicielle a un échelon non unitaire

Les trois entrées types (échelon, dirac et rampe) peuvent étre envisagées mais seule I'entrée en échelon (réponse
indicielle) sera approfondic ici.

La réponse indicielle est la réponse 2 une entrée en échelon unitaire e(f) = eo.H(t). Dot E(p) = eg/pet:




Réponse indicielle pour un systeme sur-amorti : régime apériodique

. 2
1+—§-p+£_
wo w}

2

S(p):e_o KwO

)
Py +2:§ o ptp?
Le but est de déterminer la sortic dans le domaine temporel. La sortie dans le domaine de Laplace (5 62)
permet, par identification inverse, de déterminer la sortie temporelle.

La transformée de Laplace inverse de la sortic se fait  l'aide du tableau des transformées usuelles. 11 faut
les éléments du tableau. La

préalablement la décomposer en éléments simples pour faire apparaitre
rdela

décomposition en éléments simples passe en premier lieu par la recherche des racines du dénominateu

fonction S (p).

ﬁmeduseconddcgréw(z) +2-£-wo -p+p2 =0
- 2 g2

A = 4wi (¢ = 1)

cient d'amortissement & :

On trouve la racine p= () ainsi que les racines du polyn

appelé équation caractéristique. Les racines dépendent du signe du discriminant

Il est donc nécessaire de distinguer trois cas, selon la valeur du coeffi

- Si I'amortissement est important (§ > 1), alors A>0 et il ya deux racines réelles :

p=-(wytwyyEt -1

- Si I'amortissement est critique (fz D,
p==§wo=—Wo
- Si l'amortissement est faible (£ < D),

p=-t-woxj-wo V1-¢

2. Réponse indicielle pour un systeme sur-amorti : régime apériodique

alors A=0 et il y a une racine réelle double :

alors A <0 et il y a deux racines complexes :

Lorsque § > 1, le dénominateur possede deux racines réelles.

La forme canonique de la fonction de transfert devient :

H(p) = :
O T ()

2 pbles réels

p1=wy(=£+ V&= 1)
pr=wo(-€- V& - 1)
Auxquels correspondent 2 constantes de temps :

1 1

T1=——=

P wgé- NE-D)
1 1
wo(é + \/}J’Q -1)

TZ = —_—— =
La réponse du systéme 2 I'entrée en échelon non unitaire dans le domaine de Laplace s'écrit donc :

P
€ K
sy=2.
D=y v pd+n p)

Bl EEEE

—




- ériodique
Réponse indicielle pour un sysiéme sur-amorti : régime ap

Apres décomposition en €léments simples on obtient :

1 o 1w ___1__)
S(p)=K.eg(;—T1_sz+1/ﬁ -1 p+l/n

p indicielle s
. i la réponse indicie
La transformée inverse de Laplace donne alors I'expression de p

uivante :

T1 N T2 N
st) = K.e (1 - . — ¢ "'Tz)
T, =*12 Tz —Ti xponentielles

¢
, " nente et de deux
La réponse est la somme d'une constante représentant la réponse perma Iinfluence de

. . nse T1et T2,
représentant les réponses transitoires. Selon les valeurs respectives des temps de répo 1
l'une de ces deux réponses Lransitoires peut parfois étre négligeable.

& Fondamental

[ s(t)
] T e
\’/'
i /
i /
/
B /'
r —_— §:2
.l'/ _1
v —_— —
00 211: -‘tr 6T é‘t 1(;-:

Temps

——

Réponse indicielle d'un systéme du second ordre en régime apériodique (amortissement fort

, &>1 ) et en régime
critique (amortissement £=1 )

Cetle réponse indiciclle, appelée réponse apériodique du systeme est tracée sur la figure ci-dessus (en trait
continu, pour une valeur de £=2).

La réponse apériodique présente les propriétés suivanies :

- La valeur 4 convergence Sq, (quand I — ©0) vaut K.eq

- La valeur a l'origine est nulle

- La pente a I'origine est nulle (principale différence avec la réponse indicielle du premier ordre) » Quelle
que soit la valeur de § > 1, 1a réponse ne présente pas de dépassement

- Plus I'amortissement f est €levé et plus le temps de réponse du systeme est lent.

A Méthode : Prévoir la réponse indicielle i partir dela F.T

1. Vérifier 'ordre de 1a F.T.




Réponse indicielle pour un systéme sur-amorti : régime apériodigue

2. Mettre sous forme canonique la F.T : H(p) = -]
2. A
1+ =5 Pt p_2
. wo w
3. Identifier & ¢ vérifier £ > | :
K
4. Mettre la F.T sous la forme canonique H(p) = pour dentifir les

(+1-p)(l+12-p)

constantes de temps.

3. Identificr K et en déduire 1a valeur finale - Se = K€

6. Identifier Ia pulsation propre (g et en déduire le temps de réponse 2 5% 2 I'aide de I'abaque ci-dessous
qui donne le temps de réponse réduit (1 5% - Wo) en fonction de &,

7. Connaitre I'allure de la courbe. (Pente nulle A I'origine).

10
-
L~
/
g ]
a o P
Z =
= o
2 ~
3 P
z
1
10

CoefTicient d'amortissement §

/ Remarque

On ne peut pas identifier une F.T a partir d'une réponse indiciclle pour & > 1 avec cet abaque. L'abaque

nécessite de connaitre soit la valeur de &, soit la valeur de (.

Il existe toutefois d'autres méthodes et abaques permettant d'identifier ces F.T.

& Fondamental : Cas oit l'une des constantes de temps est beaucoup plus grande que l'autre

SI Ty > T3, dans ce cas c'est la constante de temps la plus grande qui 'emporte. Il est alors possible d'avoir

une approximation du temps de réponse 2 5% : trsep = Ay

De plus, Ia fonction de transfert peut étre approximée par une F.T du premier ordre :

K

H(p) ~ ———
2 l+7.p

BEEED o




Exercice : Identifier la F.T 2 partir de la réponse temporelle

& Exemple

Question

Tracer, en placant les valeurs particuliéres, Ia réponse indicielle 3 un

T: apt . S sl

6 - Ot
(SN b

H(p) = — 3 E
3+49.p+ Z.pz

’_[_: ) By ".1

|

Lorsque € = 1, le dénominateur posséde une racine double,

La forme canonique de la fonction de transfert devient :

H(p) =

(1+7-p)y
I pdle double :

Po = —wy

Augquel correspond une constante de temps :

1 1
TS —— = —
Py wy

F.T a partir de Ia réponse temporelle

échelon unitaire du systé

5 2
Hp) =7
Tracés des réponses indicielle de H = N 1+10- P)
B 1) (1+10-p)-(1+p) (
échelon uniaire,
— Y
2
2 y : 7 T ; " |
G RS SN NN S #- T — possesn oo
[k REETEE l ------- : ------- L ---------------- : ------------- ;: """" ‘E """" 7
B NI 7Z08 R m e e kY
=L SRR N wiloas S, R N R ’
A RREEEEE R ¢ A . ------- , ------ : ....... i -------------- ------- 1 ------ /
1 A S N N N . ;
wl N S A -
ool i SN SR S N S ’
2 8 S S S N N N
o : ‘ ! ! :
0 25 30 33 40 a5 S0
Comparaison des réponses indicieljes ¢ (%
L] . - )
3. Exercice : Identifier 1a

pOUf un
P
Al | g -
(1/
“,I =
2470 L
e \A
- A
i
4 Pe)
\f o
\

[selution n°4 p.31]

i [

4. Réponse indicielle pour un systeéme en régime apériodique critique.

me ayant pour F.

()
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Réponse indicielle pour un systéme en régime apériodique critique.

2
K- wg €

La é T .
reponse indicielle du systéme est, dans le domaine de Laplace : S (p) = ———3
(p+wo) P

On la décompose en éléments simples S (p) = = 'B: + r_
p ptwo (p+ wo)?
L'identification des constantes donne:
-a= K.EO
- ﬁ = @K.L’Q
-Y=-K-wy-e

D'ol I'expression de la fonction S(p), puis, par transformation de Laplace inverse, celle de § (1):

S(p) = Keep. |- — — wo

o)
p ptwy (p+wo)

Le théoréme du retard dans le domaine de Laplace si G(p)= F(p+wpy )" alors '

L_I[G(P)] = g(t) = e, f(1)) permet d'obienir :
SI):K.e (1_ —wot (1 + )_K (1__6-4/1'(14.5))
( o(l—e™( wg{) =K-e .

& F ondamental

[ s(t)
K'eO """"" ) rerTT
/
_ y
L/
/

L /'

/ — =2
- /l —— é_:l

0 2 e & 4 —

Temps

Réponse indicielle d'un systeme du second ordre en régime apériodique (amortissement fort, >1 ) et en régime
critique (amortissentent i=1)
Cette réponse, appelée réponse apériodique critique du systéme du second ordre est tracée sur la figure ci-

dessus (en traits interrompus). Elle est comparée 2 la réponse apériodique pour la valeur de E=2.
La réponse apériodique critique présente les propriéiés suivantes :

- La valeur a convergence vaut K.eq
- La valeur 2 l'origine est nulle
- Lapente 2 l'origine est nulle (principale différence avec la réponse indicielle du premier ordre)

- Laréponse ne présente pas de dépassement.
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Fr7

i A orclle \
Exercice : Wdemtitier la F.TY partir de la réponse tempor

A Méthode : Prévoir I réponse indicielle & partir de la F.T —
L. Veérifier l'ordre de laF.T.
K K
2. Mettre sous forme canonique la F.T: H(p) = . 2
q P P
14—
wo
3

- Identifier £ ¢ vérifier £ = |
+ Identifier K ¢t en déduire la v
. Identifier 1a pulsation propr

£

aleur finale : 5, = K.Ey 5%
L nse a J70
€ Wo ou la constante de temps et en déduire le temps de répo

(%]

Irsg = 4,77 = ﬂ

S5 Exerc.lce : Identifier la F.T 3 partir de la réponse temporelle
Question [solition n°5 p.31]
Tracer, en plagant les valeurs particuliéres, la réponse indicielle & un échelon unitaire du systéeme ayant pour F.
T: \ g - |
Wp) e —~ ) 4
4 v \ < 'l,\" {4 '\w {-./- oo
H(p) = —_— ‘ . ‘.. ‘ . ) { “::‘
2+8p+8p2 e = A e SYTT
N4y ’
L,e
6. Réponse indicielle pour un systeéme sous-amortj - régime pseudo-périodique
Lorsque f < 1,1a forme canonique de la fonction de transfert est ;
K
H(p) = 5 : 5
l+—=.p4+ p_z
wWo w

0
2 pdles complexes con jugués :

" P =+ T )
" P2 = o - AT )

La réponse du systeme a I'entrée en échelon non unitaire dans le domaine de Laplace s'écrit done ¢

e K
S(p) ==

2. A
b 1+—-§-p+p—2
wo wy

Aprés une décomposition en éléments simples et une (ransformée inverse de Laplace on obtient I'expression de

la réponse indicielle suivante (démonstration en annexe) :
e~5wot

5(t) =K.ep. |1 - _I\/—;g—z “sin(w, - + )

. N
avec Wp = wy 4/1 —&en rad.s‘leuj/ = arctan| = ; & .

|

r-—
E




/ Réponse indiciclle pour un systéme sous-amorti ; régime pseudo-périodique

& Fondamenql

' s(t) :
2n
: o
' I |
' I |
: ﬂ—‘b :
K. eU | I l 3 o T ! +3%,

[ A 1 | 9
| ! I

L | 21 | !
| . ! '
I e | | |

L | I ! I |
| | | | |
| | | | |

L | | | | |
| | | [ ]
| | | ] |

L | I ! ! I
| I | | I
[ 1' : ! ' |

0 ty ty s tyTr 5 Temps

Réponse indicielle d'un systéme du second ordre en régime psetdo-périodique (amortissement faible, £<I)
Cette réponse, appelée réponse pseudo-périodique, est tracée sur la figure ci-dessus.

La réponse pseudo-périodique présente les propriétés suivantes :

- Il s'agit d'une fonction oscillante (partie sinusoidale) amortie (partie exponentielle décroissante)

- La valeur 2 convergence vaut K.€g
- La valeur & l'origine est nulle
J - La pente 4 l'origine est nulle, comme pour toute autre valeur de f

= 2r
wp = wyy1- £2 (en rad.s™") est appelée pseudo-pulsation du systeme amorti T, = . en
p
secondes est appelé pseudo-période)

Propriétés (a titre indicafif)

La valeur du premier dépassement relativement  la valeur finale est donnée par :

_Eﬂ'
D [z
Digg=—=¢ 1 éﬂ On remarque duc le premier dépassement ne dépend que de &.
o

Le premier dépassement a lieu au bout d'une demi pscudo-période :

_Q_n_ m

2) w,,_wom

Le temps de réponse a 3% est approximativement :

1
by = —— - In(0.05 VT = &)
§wy :

I

..TEL



Réponse indicielle pour un sysiéme sous-amorti : régime pscudo-périodigue
-~ . : < du sec ire !
Remarques sur la rapidité et le dépassement des systémes du second ora

l SC ]“dlCIC“c dcs S Slé“]c st I S ()ldl lC”C qu C“C a élé
y S dndﬂ ds du b CCO[’Id C, i
C. Ires C1-dcs “d“l ]éV()lul on
. I S tl: dc tracer ]cs d,CUX abﬂqucs d S flg 1 d SS0ous, d()n

' ) : fficient
du temps de réponse réduit (fI'sq.wq ) et du premier dépassement (D) en fonction du coe
d'amortissement.

A Remarque

L'abaque suivant permet de retrouver $D1_\%$ en fonction de $\xi$ et vice et versa:

10

10

|
L1~

Premier dépassement %

-
1]

0.01 0.1

CoefTicient d'amortissement g

A Remarque

L'abaque suivant permet de retrouver le temps de réponse réduit en fonction de £ et vice et versa. Le temps de
réponse réduit correspond au produit ¥5¢,.(q



Crdaime .périodique
Réponse indiclelle pour un sysieme sous-amorti : régime pscudo-périodid

100—
5 r
,
A
| A
o %
g q
“w
- V
g 10 — ——
£ —
¥ A
w /
£ \
FU =
/ =
! = 10
0.1 1

Coellicient d'amortissement &

Réponse la plus rapide.

Sur I'abaque qui donne le temps de réponse réduit en fonction de § on constate que pour $lomega_0$ constant,

la réponse la plus rapide est oblenue pour £=0,69(0,7)ct que dans ce cas :
- Dig, =5%
n n

Wp  wyy1-E

A Méthode : Prévoir la réponse indicielle & partir df la F.T

Tirsg =N =

1. Vérifier I'ordre de la F.T.

2. Mellre sous forme canonique la F.T H(p) = . 5
I+ —-p+ p_2
wo w;
3. Identifier & et vérifier £ < 1
4. 1dentifier K et en déduire Ia valeur finale : S0 = K.€g
5. Identifier la pulsation propre (Wo.
6. Identifier £ et en déduire la valeur du premier dépassement ainsi que le temps de réponse & 5% a I'aide

des abaques ci-dessus.

~

. Calculer I'instant du premier dépassement £1.
8. Connaitre l'allure de la courbe, (Pente nulle 4 ['origine).

;\ Méthode : Identifier la F.T a partir de la réponse temporelle

1. Reconnaitre une réponse indicielle du 2" ordre avee f < 1. (Oscillations).




Exercice : Prévoir la réponse indiciclle A partir de la F.T

Joo
2. Relever la valeur finale et calculer K = —

0 i ire en utilisant
3. Relever la valeur du premier dépassement par rapport A la valeur finale et en déduir £
l'abaque.

+ Relever le temps de réponse 3 5% et en déduire wo 3 I'aide de 'abaque ou bien relever £ et en déduire
wo.

5. En déduire H(p) = X

7. Exercice : Prévoir la réponse indicielle 2 partir de la F.T

Question [solution n°6 p.32]
Tracer, en plagant les valeurg particuliéres, la réponse indicielle & un échelon unitaire du systéme ayant pour F.
T:
3
H(p) = .
l+p+p

8. Exercice : Identifier Ia F.T 3 partir de la réponse temporelle

La réponse en vitesse de rotation d'un s

ystéme mécanique a l'allure suivante lorsqu'un couple en échelon
e(f) = 2N.mest appliquée 4 son entrée
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7
' [ [ ] 1 ' ] ] ' ' ' [ 1 '
1 ' i i 1 ' ' ] ] ' 1 " 1 '
1 3 a [ 1 ' ] 1 [ [} [ [ 1 i
1 ' i ] ' 1 ] 1 ' ] ] 1 I 1
1 ' " ] ' ' " 1 ' ] v " ' i
8- = e N S P T Sy L B
' il [} 1 1 (] [ 1 [ ] 1 ] ]
1 " ' 1 ' " 1 ' ' " 1 ' '
] " ' ] i ' 1 1 ' 1 1 1 '
' v 1 i ' [ ' 1 ' 1 ' W '
" ] ' ' ' [ 1 1 ' 1 ' " i
-=lfad-t .--'...._-.'----L----'_---J-._-'—-_.-'._-_.'--_-'_-_-_'...__L-_-_' .....
S---- i v 1 v " ] | 1 v i v v
| 1 1 ' ] ' ' 1 ' i ' '
| ' ' ' " ' | ' I 1 '
1 ' ' ' " ' 1 ' ' 1 1 '
— 1 — 1 e — ' ' ' ' '
] | ' ] I W | | 1 i |
Ao feadad g ] ! - T ! -
' i ' ' q 1 ' —
] ' 1 i ' ' " 1 ' ] | ' H
1 ' ] ' ' ' [ 1 ' ] ' | 1
' 1 ' ' ' ' N} 1 ' I i 1 '
' ' J ' 1 1 " 1 ! ] 1 | i
3t--4--- bt X0 '\""r""l"".1""r----|----1----r---q——--’----_ .....
' ' vy 1 ' 1 " 1 ' 1 ' | ' H
1 1 [ [ 1 [ S 1 1 ! 1 | ] 1
1 ' N 1 1 ' Wt ' ' | 1 1 i 1
1 ' 1 | 1 1 " ] ' 1 ' ' 1 '
1 ' ! ] 1 ' o " ' | ' | | '
2+- "I"‘-‘l"-"l'i—"'!"'"t“"I"""'_"r""l""‘!'"'F""!""’r""'l .....
] 1 1 i " ] ] ] 1 ' i ' ' f
] ] il ' ] 1 n ' 1 ' 1 ' | '
v 1 ' ' [ 1 ] 1 ' ] | 1 ' '
' i v ' ] ' N " ' 1 | ' ' '
' 1 ' | ' ' 1 [ 1 ' ' ' ' '
14 -L - TR - T - S T S S R ) S A m i
i ] [N 1 1 ' o [ I ' ' ) ' '
' ' ] | 1 " " [ 1 1 ' 1 ' 1
[ [ [ | ) ' (N} [ ' | ' ' ] ]
' ] [ | 1 ] N [ ' 1 [ ] 1l 1
1 ' 'Y | i " 1] ] | ' ' 1 ' |
" . 4 L : : s
0 t t t } t T T t T T T T T t
] 02 04 LR ] 08 1 1.2 14 18 1.8 2 b £ i

[X]
]
N
B
n
a
N
o
w

Réponse indicielle

QUESIion [solwrion n°7 p.33]
En déduire la fonction de transfert du systéme.

“ E B .



Exercice : Identifier Ja F.T 2 partir de la réponse temporelle

Conclusions concernant I rapidité et Je g¢

passement des systémes du second ordre standard :
* Dans le cas oy e Systtme ne peut admelttre auc
& = Iprésente Ia rapi

: tique
un dépassement, le fonctionnement avec amortissement critiq
dité maximale avec Irsq, = 4,7T.

* Dans le cas on le cahier des charges autorise un dépassement supérieur ou égal 2 5%,
obtenu pour un amortissement

le systéme le plus rapide est
entre la rapid

' i g ent le meilleur compromis
f ~ 0, 69. Cette valeur d'amortissement représente souv

. . — ) :

1t€ du systeme et Jg limitation du dépassement. Cependant, elle ne pourr

les systemes pour lesquels up f;

en aucun cas €tre utilisée sur
a connaitre.
onctionnement sans dépassement est attendu. Cette valeur est 2




Annexes

Annexes

1. Tableau de transformées de Laplace

Transformées de Laplace a connaitre parfaitement

Nom [ F(p) pole de F(p)
Dirac o(t) 1 Aucun
Echelon eo.H(r) € 0
Rampe eo.t.H(t) & 0 (double)
p?
Exponentielle eo.e " H() €0 -a
pP+a

Autres ransformées de Laplace (i ne

pas connaitre, ces transformées seront données si

nécessaires)
Nom f (t) F (P) pole de I/ (P)
Fonction puissance eo.t" H(r) & n! 0 (d'ordre n+l)
pn+1
eo.t.e” ' H(t) €o . —a (double)
(p +a)?

Cosinus €o. cos(w.t).H () eo - P +jw
P+ 2

Sinus eo. sin(w.t).H(f) e - w +jw

Cosinus amorti ep.e”", cos(w.1).H(1) e - P +2a _ -a+ jw
(p+a)P+w

Sinus amorti eo.e”% sin(w.r).H(f) ey - —t___( = c; 5 —at jw
p+a)+uw

- €(etdsont des constantes réelles

- J estle nombre complexe tel que j2 = —1

—

9



Démonstration : C: i
stration : Calcul de la réponse indiciclle d'un sysieme du second ordre sous amort

2. Démonstration : _
ordre sous a;tgg : Calcul de la réponse indicielle d'un systeme du second

& Complément : Démonstration

La foncti
onction de transfert posséde 2 pdles complexes conjugués :

TP = wo(=§+ j1 =€)
T p2=wo(=€-jy1-6Y)
Calcul de $S_{ind}$ :

S()=— s 9
Wy w;

K .cn.wﬁ

S(p) = ——— = K.Eou} (—'—+ S NSNS~
PP = pp=p0) W\ppr-p  mp =P =P i - PP = PD)

or

(Pl _m = 2]0)0'\/1 —fze[plﬁ-{: wg‘

ce qui donne :

S(p) =K‘E'eg.w§( E . ! o
W p 2juT-Epip=p1) 2jwy 1 - EPp =)
=wp" ej"ﬂ, I'expression devient :

En utilisant la forme polaire de P1, P1

1 Paid e W

S(p) = K.wieo [-—,—— . — T

| 25 i -B-p) 21— P
L'originale de S ind estdonc:

1 0P’ — ejweiﬂ_t-f]

S(t):K.eo(1+ \/T?f_z 2]

En utilisant la pseudo pulsation :

g Ewot ol wp1=¢) — eJ (wp.1=¢)
S = K.e [ + : :
/1 - 52 2.]

e_‘f'w(]'f
- sin(wp-1 = @)

S(f) = K.eo[l + =

En définissanttf = T =@ = arctan {:—f——

sin(wp.t — @) = sin(wp.t + )

Etdonc:

=K [1 i

s(t) = K.ep.|1 - —— - sin(wpt +
o)

gEEE® -
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Solutions des exercices

Solutions deg exercices

> Solution n°]

€(p) = E(p) - 2.5 (p) = E(p)-2

2
(]‘:3-; + 1)‘6(1’) = E(p)
1+3p
€(p) = m E(p)

On applique le théoréme de la valeur finale avee E(p)

Eo=ll'ml+3.p ﬁ]-zﬂ)-
r~03+3.p p 3
On en déduir
|
@05 = 3100 = 33%

> Solution n°2

 ————

1+3p )

4))

— truhe 1N Oy

Excrcice p. 9

Exercice p. 14

L — T
. Ll 1 ]
. . L) L}
. . L} L}
" L] L) L]
................ Qosmmlnnul vanalnadogss
defeccatian. Jenmal |3 L . " !
H . 0 ] ' "
& ' " [ ' I
' ] " ' "
. L} L] ' Ll
[ . " ' 1
ddecaahaand.... frecetacachen, S I L
. [} L L} L
H N . ' I
N L] ] ‘
' ' '
M L} '
Yetecaifccnnesas e L L LT T T St FErs N Neeou
M [} 1
M * ) ]
» L}
' ' .
' ' '
bt 1 A W R SLTE R NSRS USSP S SETS S
' ' ' . A
' ' ' ' '
< H . ' ]
L} 1] [} . L}
(] ] L] ] L)
] t t 1 T T T 1 '
o 5 ) a . ® 7 (] W a2

Irsq =3X2=0s

. 1 . .
E(p) = Fdom‘ }‘1_1.1(1‘ pS(p) = ’]’I_‘I'% p.

Répose indicielle

_:D
2+4pp

" EENNEE



Solutions des excrcices

Exercice p. 13

™
o
=
=]
S
i
=
S
wn
A

1,5
1+4p

H(p)

Exercice p. 20

> Solution n°4

=B.764s)

courbe (tr5%:

[ TR

4, - - —

S R

Lo

Jomem—md ===

[

L-__-J__—__J____-L

L=

SN P [

16 +-----

D5 -

20

18

16

14

12

10

1se indicielle

2z

répor

=281

K
Wo
&=3

2rd/s

trsq = 8.85




Solutions des exercices

[.xercice p, 22

> Solution n°s

20

courbe (1r5%=0.472s)

-—-fad
- -

1
1
[}
]
)
1
)
-
]
]
1
)
]
]
1

2
LR I S

18

L
05 4.

Réponse indicielle

281
2s
=045

- Wy =0.5rd/s
T=
- €=1

- Irsq

- K

Exercice p. 26

> Solution n°6

16.34%)

5.35 | t1=3.620s. D 1=

courbe (tr5%

14

1
1
1
1
1
1
1
1
r
1
1
I
S
1
1
1
]
I

[ o S
-==-t .

]
1 ! *
'

Réponse indicielle




Solutions des exercices
- £=05
- rsq, = 5.35
- Dig, = 16.3%
- 11 =3.625

i cercice p. 26
> Solution n°7 Exercice p

K=4/2 =2rd/s.Nm

6.1-4

Diq = T = 52.5%donc: & = 0.2

t1 = 0.32s donc: g = 10rd/s

trsg = 1.45 permet aussi de trouver wy

Donc

2
H(p) = o
1+0.04p + 1—06




