Sciences Industrielles pour I'Ingénieur

Cycle 5 — Modélisation de la cinématique d’un
systéeme complexe
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Cinématique du point / cinématique du solide
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Point colncidam

1. Point coincidant — vecteur position et trajectoire
1.1. Point coincidant

<" Définition

. N . roinei ue instant
Un point M, appartenant au solide S k en mouvement par rapport & un repére R, coincide a chag i
. . hile
avee un point M;(r) du repere R;. Ce point st dit coincidant du point M 2 l'instant t. M est appelé point mo
et Mi() est appelé point coincidant & linstant 1.

1.2. Vecteur position

& Définition

La position du point M, appartenant au solide S k en mouvement par rapport 2 un repére de référence R;, est

.
variable avec le temps. Soit O; un point fixe du repere R;, le vecteur Oy M;;, variable avec le temps, est appelé
vecteur-position du point M relativement au repére R;.

1.3. Trajectoire

& Définition

La trajectoire d'un point M d'un solide S4 en mouvement par rapport & un repére de référence R; esl
I'ensemble des points M;(1) coincidant a chaque instant avec le point M au cours du déplacement du solide S 4.

A Remarque

La trajectoire, extrémité du vecteur-position, dépend du repére de référence R;.

& Exemple

Cas de la bicyclette, étude de la trajectoire du point A

appartenant a la roue (1).

Roue (1)

sol 0] / A L

Etude de la trajectoire du point A appartenant ¢ la
roue (1)
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Chumnp des vecteurs-vitesse ct des vecleurs-accélération

/ U2
y v P La trajectoire du point A appartenant 2 la rouc (1) par
4 +* v,
L W) rapport au repere Jié au cacre (2) est un cercle de centre B
Y m * ct de rayon AB.

Trajectoirede A € (1)/Ry

Trajectoire du point A appartenant & la roue (1)
par rapport au repére lié au cadre (2)

Trajectonede A« (1)/Ry

nant 2 la roue (1) par

- La trajectoire du point A apparte
ne cycloide.

e

%, rapport au repére li¢ au sol (0) estu

Trajectoire du point A appartenant alarowe (1)
par rapport au repére lié au sol (0)

|

|

|

! P . . .
\ 1l est done nécessaire de toujours préciser le repére de référence pour caracleriser la trajectoire d'un point.
\

| 2. Champ des vecteurs-vitesse et des vecteurs-accélération

Considérons Lous les points d'un solide S & au cours de son déplacement par rapport 2 un repére R;. A un

instant donné, considérons les vecteurs-vitesse et les vecteurs-accélération de tous ces points :

nsemble de ces vecteurs-vilesse constilue le champ des vecteurs-vilesse du solide en mouvement ;

- le
accélération conslitue le champ des vecteurs-accélération du solide en

I'enscmble de ces vecteurs-

mouvement.

L'étude des mouvements particuliers (translation, rotation) montre que la connaissance du vecteur-vitesse

(vecteur-accélération) d'un point appartenant 4 un solide

accélération) de tous les autres points du solide.

permel d'obtenir les vecleurs-vitesse (vecteurs-

| - .
2.1. Rappels de cinématique du point (cours de physique)

En cinématique du point, on étudic le mouvement d'un solide en étudiant le mouvement d'un point particulier

M de ce solide par rapport & un référenticl d'observation Ry (O, X4 Yt Zk). Ce point particulier est souvent

choisi comme étant le centre de gravité G du solide.

Vitesse d'un point d'un solide dans un référentiel

Soit le poirt M et deux repéres R; et Ry, définis sclon la figure ci-dessous. Le point M n'est lié & aucun des

deux repéres, il est donc possible d'étudier son mouvement par rapport au repére R; et/ou au repére Ry.




Rappels de cinématique du point (cours de physique)

Par définition, la vitesse d'un point M par rapport au référentiel Ry (Ok, X y'i., z}:) est égale 2 la dérivée du

i M ——__->
vecteur position Oy M(1) en wilisant Ia base By, comme base de dérivation :

—_—
V oy =| 22210

B
De méme, par définition, la vitesse d'un point M par rapport &t un référentiel R; (0;, %, Vi, ;) est égale 2 Ia

dérivée du vecteur position O; M(1) en utilisant Ia base B; comme base de dérivation :

V (MR, = -‘10%@

B;

/" Remarque

- le vecteur vitesse du point M 2 I'instant t par rapport a un repére donné est tangent 2 la tra jectoire au poinf”
M(t) dans ce méme repére ;

- lors du calcul du vecteur vitesse d'un point par rapport 4 un référentiel donné, le vecteur position qui sera
dérivé doit avoir pour point origine un point fixe dans ce référentiel ;

- lorsque I'on dérive un vecteur, il est indispensable de préciser la base de dérivation (cf. « Rappels et
compléments mathématiques »). Lors du calcul du vecteur vitesse d'un point par rapport & un référentiel
donné, la base de dérivation est la base associée 2 ce référentiel.

Lcs deux référenticls Ry et R; étant en mouvement 'un par rapport 2 I'autre, les deux vitesses V (M/R)) et

V (M/Ry) sont différentes. Cependant, elles sont liées par la relation suivante (la démonstration est donnée 2
titre indicatif en annexe) :

V (MIR) =V (O4/R)) + MOy A G (Re/R) +V (M/Ry)

_)
V (M/R;) est Ia vitesse du point M pour un observateur lié au repére R;,

—_—
V (M/R}) estla vitesse du point M pour un observateur lié au repere Ry;

_-) - Y
Q (R /R;) est le vecteur vitesse de rotation du repére Ry, par rapport au repére R; (cf. poly « Rappels
et compléments mathématiques ») ;
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Cinématique du solide

— — L )
Le terme restant, V (Or/R;) + MOy A fi (Ri/R;) est appelé « vitesse d'entrainement » du point M

pere R, noté 7 (M, Ri/R;). 1 s'agit de la vitesse

dans le mouvement du repére Ry par rapport au re
son mouvement

qu'aurail le point M s'il était physiquement attaché au repere Ry et que I'on observail
par rapport au repére R,‘.

Fondamental : Propriété du vecteur vitesse d'entrainement

V (M, Re/R) = =V (M, Ri/Ry)

Accélération d'un point d'un solide dans un référentiel

. o5 o o
Par définition, 'accélération d'un point M par rapport & un référentiel Ry (O Xy Yis Z1) est égale 2 Ia

= A
dérivée du vecteur vitesse V (M/Ry) en utilisant la base B} comme base de dérivation :

%
- dV (M/Ry
2 (M/RY = (d;/ %)

By
; 7 V.7 z
De méme, par définition, I'accélération d'un point M par rapport & un référentiel R; (0,-, Xi» Yis Z,) est égale &

— o
la dérivée du vecteur vitesse V (M/R;) en utilisant la base B; comme base de dérivation ;

dV (M/R;)
dt

_)
I'(M/R) =
Bi
De méme que précédemment, si le référentiel R, est en mouvement par rapport 3 un référentiel Rj, on peut

relier ces deux accélérations. La relation et la démonstration sont données en annexe A titre indicatif, elles ne

sont pas a connaitre par CCeur.

2.2. Cinématique du solide

En cinématique du solide, nozs allons maintenant étudier le mouvement d'un point A, appartenant

physiquement au solide S« auguel est associé le repére Ry.

Pour éviler toute ambiguilé, le vecteur vitesse et le vecteur accélération du point A appartenant & Sk par
= -

rapport au repére R; seront alors notés V (A, Si/R)et T(A,Si/Ry)

Cette notation permet de distinguer :

_)
“ la vitesse d'un point A appartenant au solide § . (et se déplagant avec lui), notée V (A, Si/R:);

—
" Javitesse d'un point A de I'espace n'appartenant & aucun solide, notée V (A/R;).

Exemple

Dans l'exemple de la bicycletle traité précédemment, on distingue le point A appartenant 4 la roue (1) et le
point A, point de contact entre la roue et le sol. Ces deux points n'ont ni la méme trajectoire ni la méme vitesse.

..@E[ C



Cinématique du solide
Vecteur vitesse de rotation

Ce vecteur est utilisg pour représenter la rotation de deux repéres I'un par rapport 4 I'autre. On note :

L=
Q (Rk / R,‘) le vecteur vitesse de rotation du repére Ry, par rapporl au repére R;;

Q (R;/Ry) Ie vecteur vitesse de rolation du repére R; par rapport au repére Ry,

Ce vecteur est défini par:

sa direction, qui est I'axe de rotation des deux repres I'un par rapport 4 I'autre ;

Sanorme, qui est égale A la vitesse de rotation (en rad. s b, clest-d-dire 4 Ja dérivée de langle (en rad)
paramétrant Ia position des deux repéres ;

- SOnsens, qui doit étre soigneusement défin; par rapport & I'axe de rotation.

& Exemple

—
Y2 0
soit deux repéres R, (0, X2, V3, Zg) cl R1 (0,x1,, Z1), avec R,
en rotation d'angle 921 autour de 21 = z2 par rapport & Ry selon la X,
figure ci-contre, 9 921 2
. 21
On voit que I'angle 61 est orienté de | vers 2 (de .11 Vers 12 et de _v] vers X,
1
_‘}'2, il est donc bien représentatif de la rotation de la base 2 (mobile) par El’ = E;

rapport au repére 1 (fixe).

Figure plane de changement de
base

— .
On peut alors définir le vecteur vitesse de rotation de Ry par rapporta Ry : Q (R, /R) =6y -7

Si on souhaite définir le vecreur vitesse de rotation de Ry ( (mobile) par rapport & R5 (fixe), 1a direction est
identique et I'angle relatif entre lcs deux reperes est le méme, mais il sera cette fois orientd de 2 vers I (donc

compté négativement), D'oli ; Q (R/R>) = —921 . Z]

Champ des vecteurs-vitesse d'un solide par rapport & un ré érentiel
P

Le point A est toujours un point physiquement lié au solide S k. L'expression de la vitesse de cc point A,
appartenant au solide S t, par rapport au repére Ry s'écrit (le point M est remplacé dans I'expression par le point

ASp:

- - —_— = —
VA, S/R) = V (Ok/R) + A0k A Q(Ry/R) + V (A, S/Ry)
Le point A appartenant ici au solide Sy, il n'a aucun mouvement par rapport au repére Ry et
— =
V(A S/R) =0
Le point OA étant l'origine du rcperc Ry, ilest physiquement lié & ce repére et on nole sa vitesse par rapporl au

repére K; : V(OA/R) = V (O, Si/R)).
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Clumps des vecteurs accélérations d'un salide par rapport i un référenticl

& Fondamental

Le champ des vecteurs-vitesse du solide §  par rapport au repere R s'écrit donc

—_—
V (A, Si/R) =V (Or, S¢/R) + A0k A Q (Ri/Ri)
2.3. Champs des vecteurs accélérations d'un solide par rapport 2 un référenticl

- ’ : i nt au solide S g, par
En utilisant les résultats de l'annexe, on peut écrire l'accélération du point A, appariena ke P

rapport au repére R; (Ie point M est remplacé dans I'expression par la point ASp:

- — —_—

T(A.Su/R) = T(O/R) + ["—Q%ﬂ—)] Gk + B » (eeum) 03 +

!
B

TOR/R) A V(A,Si/R) + T (A, St/Re)

De méme qucV(A,Sk/Rk) = 6 ona?(A,Sk/Rk) =0.

—
- AORA + QRUR) A (ﬁ(Rk IR) A om)
!

_-)
dQ(R; R,') —
T(A, Si/R) = T (O Si/R) + {—(—*/—]
B

i ite.
Ce n'est donc pas un champ de moment de torseurs, 3 cause du dernier terme du membre de dro

BEEEE =



Définition du torseur cinématique

3. Torseur cinématique

3.1. Définition du torseur cinématique

Nous venons de montrer que le champ des vecteurs-vitesse pour lout point A appartenart au solide 5 par
rapport A un repere R; s'écrit :

T - —_— =
V(A,Sk/R)) = V (O, Sk/R) + AOk A Q (Ri/R)
Ce champ est antisymétrigue, c'est donc le champ de moments d'un torseur appelé TORSEUR CINEMATIQUE

(cf. cours « Rappels et compléments mathématiques », pour la définition de I'outil mathématique « Torseur » et
de ses propriéiés).

1 -% q
D'aprés la formule précédente, on identific V(A,S/R;i) et Q(R/R;) comme éant les éléments de
réduction de ce torseur.

Résultante du torseur cinématigue : Moment au point A du torseur cinématique :

Q(Re/R) V(4,5/R)

Indépendant du point A choisi pour cxprimer le
torseur cinématique.

Dépendant du point A choisi pour exprimer le torseur
cinématique

Vecteur vitesse de rotation du repére Ry par rapport | Vecteur vitesse du point A appartenant au solide S 1

au repere R; par rapport au repere R;

Unité : rad.s™! Unité : .57

Le torseur cinématique caractéristique du mouvement du solide S, par rapport au solide § ;, s'écrit au point A :

o
Q (R/R;
(VSR = | SRR
V (A, R:/R)
et pour simplifier les notations, on notera (S = Ry = ket S; = R; =1)):
Qi)
(Vkfy=4 5 7
V (A, k/i)

A
Le torseur cinématique est défini pour tout instant (.

& Fondamental

Connaissant l'expression du torseur cinémalique au point A, il est possible d'en déduire son expression en tout
point B (relation de changement de point) :

Qi
VB.k/i)=V (AKi)+BAAG®) |,

Il n'est pas nécessaire que le point B soit physiquement un point du solide S . 11 faut et il suffit qu'il soit «

{(V &/} =

considéré comme fixe » dans le repére Ry, lié au solide S 4.




Axc instantané de viration

3.2, Composition des vitesses

Toutes les démonstrations des propriétés ci-dessous sont données en annexe. Les propriétés sont & connaitre par
caeur mais les démonstrations ne sont pas exigibles.

Composition des vecteurs-vitesse de rotation

La relation de composition des vilesses de rotation, démontrée en annexe, s'écrit
-— , — . — -

Qk/i) = Qk/j) + Qi)

& Fondamental

En Sciences de I'Ingénieur, les systémes étudiés comportent ¢n général un grand nombre de solides en
mouvements relatifs. La composition des vitesses peut alors étre généralisée sous la forme :

Bin/0) = B —1)+ B - 1/n—-2)+...+2(1/0)

Composition des vecteurs-vitesse en A
- o= B ayre
La relation de composition des vecteurs vitesses s'écrit : V(A,k/i) = V(4, k/j)+ V(A, jl).

& Fondamental

En Sciences de I'Ingénieur, les systémes étudiés comportent en général un grand nombre de solides en
mouvements relatifs. La composition des vitesses peut alors étre généralisée sous la forme :

Van/0) = Vdn/n-1)+VAn-1/n-2+... +V(4,1/0)

Composition des torseurs cinématiques

A partir des deux relations démontrées précédemment, on obtient la relation de composition des torseurs

cinématiques ou composition des mouvements : [V kD)) = {V &I+ {V /D}

& Fondamental

La relation précédente peut &tre généralisée au cas d'un solide S 1 en mouvement par rapport & n référentiels

Roa Rp—1sous la forme :

[V (n)0)} = (V (n/n— 1)+ (V(n-1/n=2}+...+ {V(1/0))

 Remarque : Sommation de torseurs au méme point de réduction

L'addition des composantes de deux torseurs ne peut s¢ faire que s'ils ont été tous les deux écrits au méme point.

MEEE G



Axe instantané de viration

3.3. Axe instantané de viration

¢ Définition : Axe central d'un torseur

' 'agit de
Nous avons vu que tout torseur dont la résultante n'est pas nulle posséde un axe central (A). 1t s'ag

' : . ' une
I'ensemble des points pour lesquels le champ résultant est colinéaire au moment résultant. L'axe central est un
droite paralléle 2 la résultante du torseur (cf. poly "Rappels et compléments mathématiques").

Conséquence sur le torseur cinématique

— o d i .
Soit S k. un solide en mouvement par rapport & un repere R;. Si Q(k/i) # 0, alors le torseur cinématique du
mouvement du solide S ;. par rapport au repere Ry, {V (k/ i)}, admet un axc central (A). Cet axe est appelé
axe instantané de viration dans l¢ mouvement de §';. par rapport 3 R;. 1l est défini 2 tout instant t.

Propriétés de l'axe instantané de viration

D'aprés les propriétés générales de I'axe central d'un torseur, on peut déduire les propriétés de I'axe instantané
de viration du mouvement de 5, par rapport 3 Ry, noté (A) :

_)
le moment central du torseur cinématique V(I, k[1) est colinéaire 2 Ia résultante du torseur cinématique
en tout point I de I'axe instantané de viration ;

_) -
le moment central du torseur cinématique V(I,k/i) est le méme en tout point I de I'axe instantané de
viration.

Des propriétés particuliéres de I'axe instantané de viration du mouvement d'un solide par rapport a un repére
dans le cas d'un mouvement plan sur plan seront étudiées dans la suite de ce cours.

CEIEENEE



Torscurs cinématiques de liaisons usuclles et propriéiés

Torseurs cinématiques de
liaisons usuelles et
propriétés

1. Cinématique du contact ponctuel entre solides

Vitesse de glissement

Soient deux solides S ; et S en contact par les surfaces
qui les limitent et R; et Ry les repéres respectivement
associés a ces solides.

Les deux surfaces sont tangentes cn un point I et le contact
est ponctuel. On note (7r) Ie plan tangent commun aux deux
solides au point I et 1 le vecteur normal 2 ce plan passant

par L.

Solides en contact ponctuel au point 1

& Définition

On appelle vitesse de glissement du solide S 1 par rapport au solide S ;, dans le repére R, au point I le vecteur :

— — o
Gr,(D) = V(I,k/0) = V(L,i/0)
La vitesse de glissement est la différence des vectenrs-vitesse des molécules des solides S ; et Sk qui sont en

contact au point I, donc de deux vecteurs-vitesse instantanée. Elle dépend donc du temps.

Propriéié 1 : la vitesse de glissement est indépendantie du repére de référence.

En effet nous pouvons écrire :
- = = = )
Gro(D) = V,k[0) = V(,i/0) = V(L k/1)
- - - -
e Gr. () = V(I k/n) = VI, ifn) = V(I k/i)
— — -
donc GRU(I) = GR[(I) =.= GR"(I).

pEEEE - -



Cinématique du contact ponctuel entre solides

-
Cest pourquoi la vitesse de glissement est notée V' (I, k/i).

l_/'(IESk/Sg)

Propriété 2 : la vitesse de glissement du solide S i par
rapport au solide S ;, au point I, est contenue dans le pPlan
tangent commun (JT ).

Démonstration :

Soit I le point géométrique de contact. Au cours du
mouvement, le point I s¢ déplace sur les solides S iet St

1 décrit sur S ; une courbe (Cetsur S k une courbe (Ck)
. Nous savons que :

ﬁ -
V(1/i) est porté par la tangente 2 (Ceni;

.—)
V(I/k) est porté par la tangente 3 (Ci)ent.
Vecteur vitesse de glissement du solide Sk par
rapport au solide Si au point I

De plus ces deux tangentes sont dans le plan tangent commun aux deux solides S'; et S 1 au point I. Or, d'aprés

e T =
la composition des vitesses au point I, nous avons : V.(I/1) = V(I,k/i) + V(I /k). Ces trois vecteurs sont
donc coplanaires (car les trois cotés d'un triangle sont dans un méme plan).

Ceci implique bien que la vitesse de glissement appartient au plan tangent commun aux solides S; et S 1 au
point L.

Remarque sur la condition cinémarique de maintien du contact : si le vecteur vitesse de glissement n'appartient
pas au plan tangent commun aux solides S ; et St au point I, alors, cela signifie que les solides S; et S
s'éloigne ou s'interpénétrent. Dans ce cas-13, le maintien du contact entre les solides au cours du temps n'est pas
assuré,

—)
La condition cinématique de maintien du contact s'écrit donc : V (I, k/i).it = Q.

Vecteur roulement — vecteur pivotement

f 7/
Soient Qg (k/i) et Oy (/1) les projections de (k/i), / f

-
; Q(Sk/S
respectivement, sur le plan (77), plan tangent commun aux (Se/8i)

deux solides S j et.S et sur la normale 77 2 ce plan.

- .ﬁ » .
Qpn(k/i) est appelé vecteur-pivotement du solide S

par rapport au solide §'; ;

—
" Qq(k/7) est appelé vecteur-roulement du solide S 1
par rapport au solide S ;.

D'aprés la figure, nous pouvons écrire :

© Qulk/i) = (B/i)i) i /

I EENHE



Liaison glissiere

—_)
" Qr(k/i)= (i Aa(k [D) AR Vecteur roulement et vecteur pivoiement du solide

Sk par rapport au solide Si

Les cas particuliers courants

P es,/s)=0 V(€S /S)#0
Ny (Se/S) =0
—H- ) - Adhérence Glissement pur
Qr(Se/S) =0
0n(5/S) # 0
—N-( R - Pivotement sans glissement Glissement avec pivotement
0,(5./5)=0 (pivotement pur)
0(5./S) = 0 ;
—N‘( e = Roulemenlt sans glissement Glissement avec roulement
N, (Sc/S) 20 (roulement pur}
0y (Se/50) # 0 Roulement avec pivotement sans Glissement avec roulement et
N,(S,/S) #0 glissement pivotement

Un cas particulicr fréquemment rencontré est le cas du roulement sans glissement (contact d'une roue sur le sol,
engrénement, ...). La condition cinématique de roulement sans glissement du solide S i par rapport au solide S

- =
sécrit: V(I,k[i) = 0.

2. Liaison glissiére

& Définition : Torseur cinématique associé a un mouvement de translation

Si un solide S 1 est animé d'un mouvement de translation par rapport au repére R, alors le torseur cinématique

caractérisant le mouvement de S & par rapport i R; s'écrit sous la forme suivante :

Q=0

(V&I =3 =5 . =
V(A0 |,

Ce torseur est un forseur couple.

D'apres la relation de changement de point :

VA € (§),YB € (S¢),nous avons : V(B,k[i) = V(A,k/i) + BA A Qk/)
Nous avons donc V(B, kli) = —?/(A, k/i).

& Complément

- une condition nécessaire et suffisante pour qu'un solide S i soit animé d'un mouvement de translation par
rapport & un repére R; est donc que tous les points du solide S g aient le méme vecteur vitesse par

rapport au repére R;alinstantt

T LLEERE



Liaison pivor

. < neints d'un soli . en Lranslation pa)
- réciproquement, 3 tout instant t, Je champ des vecleurs-vitesse des points d'un solide Sien . p p
; . iles : aissance d'un
rapport & un repdre R; est uniforme (tous les points ont le méme vecteur vitesse). La connai
seul vecteur-vitesse suffit i caractériser les vecteurs-vitesse de tous les points du solide ) k

" Définition : Vecteur accélération

Les mémes propri¢iés peuvent &tre mises en évidence concernant les vecteurs-accélération des points d'un

solide S'% en translation par rapport & un repére R;. On en déduit de ce qui vient d'étre vu I'éguivalence
suivante :

VB.ki) = V(A /i) o T(B,k/i) =T, /i)

¢ Sy en translation par rapport & R;.

A Attention

La propriété mise en évidence ci-dessus n'est vraie que si les points A et B sont des points quelconques. Par
prudence, il vaut mieux vérifier cette relation pour deux couples de points non alignés.

3. Liaison pivot

" Définition : Torseur cinématique associé & un mouvement de rotation

Si un solide .S ;. est animé d'un mouvement de rolation par rapport au repére R, alors le vecteur-vitesse du
point M, appartenant au solide S t, par rapport au repére K; s'écrit, d'apres la relation de changement de point

V(M. kli) = V(O k/i) + MO, A S(k/i),

- " =

Or V(Or, k/1) = 0, puisque Ie point Oy, appartient 2 I'sxe de rotation. Donc le champ des vecteurs-vitesse
- N -

pour un solide en rotation autour d'un axe fixe s'écrit : V(M, k/i) = MO, A Q(k/[i).

Le torseur cinématique caractérisant le mouvement de S k par rapport 3 R; a alors la forme suivante :

-
Q (k/i)

V=5 00
V (M, k/i) = MOy A Q(k/i)

Ce torseur est un forseur glisseur.




Liaison pivot

& Complément

n(k/i)

Quel que soit le point M appartenant au solide S g pour
ligucl on cherche A déterminer le vecteur-vilesse V(M, € k[i) - -,;HM,

] . . - . - - - - / 1
V(My,k/i), il existe un point Hyy, projection '\Q// I
orthogonale de M) sur I'axe de rotation A. On a alors la AT
relation suivante : M; m Hagy M M,
oo, IR W
V(My, ki) = M{Hy, A Q(k[i) iq’/;.?l\‘ ~2p. M

= — - , (I /
avee Q(k/i) Ly M, FoLER/D oA \/
. \

La norme du-vecteur vitesse V(M 1,k /1) est donc égale a \ S V(M ek/i)

T} . —_— =
|V (M, k[0 = ||MHp, |11/ DI o
Proprittés particuliéres du champ des vecteurs
vitesse du solide Sk en rorarion par rapport au
repére Ri autour de son axe

On pose :

i —
R\ = ||Hy, M)}, distance du point M 2 I'axe de rotation A Y

. =

w =0 =||QK/D|| avec w la norme de la vitesse de
rotation du solide S ;. par rapport au repére R;et@1'angle de
rotation du solide S i par rapport au repére R;.

— P
Alors“V(Ml,k/I)” =Rw= Rl.g.
On peut en déduire que la norme du vecteur-vitesse d'un point M, O
appartenant 2 un solide S 4 en rotation par rapport & un repére R;, est

proportionnelle 4 la distance du point M j & I'axe de rotation (A).

& Complément

Le premier complément permet d'écrire pour un point M,
—

VM, k/Dl|=Ri.w et pour le point My
— ) —_— =

IV (M, kD)l = [IMaHpglIIQK/DI = Rs.0. On en
déduit :

-_) »

VML E/DI _ Ry

T ; R

|V (Ma,k/DII T4

On peut en déduire que :

- tous Jes points situés a une méme distance de I'axe de rotation
(A) ont des vecteurs-vitesse de méme norme (cas des points

My, My et M3);




Liaison hélicotdale

= tous les points situés sur une méme génératrice paralldle d laxe
de rotation ont des vecteurs-vitesse de méme dircction,
méme sens et méme norme (cas des points My ¢t My sur Ia
figure),

4. Liaison hélicoidale

& Définition : Torseur cinématique associé & un mouvement hélicoidal

Le vecteur-vitesse d'un point M quelconque, appartenant au solide §  en mouvement hélicoidal par rapport au

repire R;sierit VM, k/i) = V(Op k/i) + MO, A Q(k/i).

—_ .
3 . - L ﬁ M 1
Or, le vecteur-vitesse de rotation entre les reperes R; et Ry, s'exprime Q(k/i) = 6.7 et la vitesse du point O
situé sur I'axe de rotation peut se calculer par dérivation du vecteur position :

—
V(O k/i) = [ —2 =Z.?;:,car0,-0k=23;

B;

E‘: plus, nous avons posé la relation Z=280, cc qui permet d'aboutir 2 I'expression
V(Oikli) =23 = 1é7, = A.0k/i)

Le vecteur-vitesse d'un point M quelconque, appartenant au solide § ;, en mouvement hélicoidal par rapport au

. - . =2, — 9
repere R; s'écrit alors sous la forme VM, k[i) = 1.Q(k[i) + MOy A Q(k/i). caractérisant e
mouvement de ' j, par rapport 2 R; a alors la forme suivante :

—-’ »
V=g, o 2E
VM, k/i) = A.Q(k/i) + MO, A Q(k/i)

& Complément

Dans le cas d'un solide St en mouvement hélicoidal par rapport & un repére R, il découle des résultats
précédents la propriéié suivante :

Tous les points T appartenant a I'axe (Ay) ont le méme vecteur-vitesse porté par cet axe :

VU, k/i) =23 = 447 = ABK/i).

5. Tableau des liaisons normalisées

Une liaison cinématique entre deux solides est caractérisée par les degrés de liberté autorisés ; elle permet done
de déduire les mouvements relatifs entre ces solides.

Soit{V (k/D)}, le torseur cinématique caractérisant le mouvement du solide S k par rapport au solide S ; :

— e X
NN ORI Yo
{V(k/f-)} V(M,k/l) y gy .Z

M, B;

D EEE



Tahlcau des linisons normalisées

Si unc au moir i T
oins des six composantes de {V (k/1)} est nulle ou s'il existe au moins unc relation entre certaines
compo Houl ex: i ,
SP santes, on dit qu'il existe une liaison entre les deux solides S ¢ et.S ;. Dans le cas contraire, les solides S g
cltd;nes i . . ,
i ne sont pas liés entre cux. Une liaison entre deux solides annule p degrés de liberté ou mouvements (avec

0<p<6).

11 est important de préciser que les liaisons définissent des mouvements possibles entre deux solides, sans
aucune indication quant A leur réalisation matérielle.

Le tableau ci-dessous vient compléter le tableau des liaisons normalisées donné au premier cycle de
cinématique.

1 fait apparaitre les liaisons usuelles normalisées, leur schématisation en vue(s) géométrale(s) et en perspective,
leurs caracléristiques géométriques, leur torseur cinématigue associé et les particularités de ce dernier.

Dans ce tableau, chaque torseur cinématique associé a une lizison est écrit dans un repére particulier
judicicusement choisi.
Pour rappel, les hypotheses sont les suivantes :

- lessolides S j et S g sont indéformables et en mouvement relatif ;

- les surfaces de liaison entre les deux solides S; et S ¢ sont géométriquement parfaites et leur

positionnement géométrique relatif parfait ;

- les solides S ; et S j sont en contact sans aucun jeu,

- unrepere R(O, X ,—)?,_2) est associé 2 chaque liaison.

h isati Torseur cinémaotique
| e e e e
ddl | (norme AFNOF) 20 3D géométriques base B(EJ.D) ol
Linison B |‘I 00
0 encastrement 1 I - A% Aucune [V(S,./S.)]"IU 0 Valable YA
(lialson fixe) T o2 0 0,y
e i—-'-
p— =1
LN : pii Valable VA
1 Lialson pivot A£ 5 [ Axe (0,1) IV(S.IS.)l={0 0! 4 (:J,i)! b
podl o 0,
HH 4
é i
A0
2y%
1 Liaison glissiére . - Direction ¥ (V(5/50) =10 01 Valable YA
I Al [ 0 0/,
[—* N
=L s
7 A ) Valuble YAe axe
WE M v CHRA 0.9,
1 | Ligison hélicoidale _@_1 N Axe (0.5) wG/s)={0 0 voal
1 A ' 0 03 =g
BT v
r@ﬁ' =
A0
nI A=
T_X_:_,i{ pun
lsonal D Tam B o Valable YA
3 La;enp:ﬂ i 5V Axe (0.5) wese/s={o0 o 2 (:, .)‘ =
glissan T i -7 a4 0 0l,s X
2
P
A0




Cas particulier de la modélisation plane

2 Lianon gphdrigue
& dogt

J w, 0 Uniquement valable
%7 I4 c”ll::l?n:.fgl.: i VIS, /5)) = ' 0 ﬂl au point D.’l;lmu de
] direction du daigt v, o, la sphére

3 Liaison swhdrique

wy 0
(V(S5,/5)) = I'r Ol

Uniquement valable
au point O, centre de

(lintson rotule) Eeatnl w 0, lawphere
a1 1.1 z] 0 ¥
3 | Liairon appui plan I A, Q- Normale § [V(S5,/5,)] = L? v, Valable YA
TV s . 01,
|

Liutson sphere- Ogl{ N A Uniguement valable

4 olindre (Laison 2 " Q Ase (0,5 V5, /5,)) = |y ol au puint O, centre de
linéatre annuioire) ; v w, 0l la sphire

Liaison cylindre

Druite de contart

E“lv g i [ "
4 plan (liaison A osz (0.5) « pormale (V(5,/5)) = fw, V'I hl:b!l;'.\_c.;u plan
linéoire reculigne) | ;77 FL7R a ]. du plan angent au . 0 (0.y.5
A ~F contact .
=] ]
o Ll | 14
Liaison sphere- P — - .ﬂﬁ?‘ Point de contact w ¥
5 plan (liison ik Np SH<V | 0 pormae du Wi, /s ={w, ¥ Valable YAe axe
ponctuelle) B 1 o . ~—= | plantangentay - 0 (0.5)
0 é -G contact B as
Lo 2

6. Cas particulier de la modélisation plane

Intérét de la modélisation plane

Généralement, la résolution analytique spatiale d'un probléme de cinématique conduit a I

nécessaires. Il est donc préférable de traiter dés le départ le problme dans le plan.

L'écriture des torseurs s'en trouve simplifiée ainsi que la résolution.

Modélisation plane des liaisons normalisées

Dans I'écriture du torseur cinématique plan d'une liaison, seules subsistent, par rapport au torseur cinémaltique

spatial :

- la composante du vecteur rotation qui est perpendiculaire au plan ;

- les deux composanies du vecteur vilesse qui sont contenues dans le plan.

Exemple : liaison ponctuelle de normale (O, Z’) modélisée dans le plan (O, j’, Z)

Schéma cinématique | Torseur cinématique dans | Torseur cinématique dans
plan I'espace le plan (0,7, %)
Nouvelle
norme
. v Wy —
Liaison sphére- Wy ¥y x
plan (liaison _ VS /SD) =4y ¥ (VS /s ={- W
pOanUEHEJ < 1 Ancionne Wy 0 0B - 0 o3
o norme
2y

écriture de 6 équations
scalaires. Mais dans le cas des problémes plans (ou ramenés dans le plan), scules 3 équations scalaires sont



Cas particulier de Ja modélisation plane
Conditions permettant de ramener un probléme spatial & un probléme plan

Conditions liées A la structure du mécanisme

le mécanisme admet un plan de symétric ;

le mécanisme n'est animé que de mouvements plans paralléles ;

i comprises dans le plan
le mécanisme ne comprend que des liaisons dont les composantes des vitesses sont comp
i i iculai an;
(ou dans des plans paralldles) et des rotations d'axes pcrpcndlculmrcs au pl

-

i irecti iculai ans lequel on s¢ raméne.
il n'existe aucune translation de direction perpendiculaire au plan dans leq
ATTENTION i i iours suffisantes.
JON. ces conditions sont nécessaires mais pas loujours suffisant

I' ‘Il h S S dc ]:l
isi d cn C("“p ¢ quc a transia on dc
' ‘ t élé, Il rotation \IC Iu‘ \i\- n'C\l d(]nc pns \ISINC cton nc pmn

' i a vis).
Jécrou (mais cette demidre reste dépendante de la rotation del )

- 3
. . E - -



Anneyes

Annexes

1. Rappels et compléments de cinématique du point : vecteurs vitesse

On cherche 2 écrire une relation entre la vitesse du point M par rapport au référenticl Ry, et la vitesse du point
M par rapport zu réf érenticl R i toutes deux définies de la f agon suivante ;

dOM oM
V(M/k)=(——"—- ;V(M/i):[M]
dt 5 dt
k i
La relation de Chasles  permet  d'ecrire - a—’=0,-0k+m d'od
doM| _(doo, . [0
dt | | di dt

La formule du changement de base de dérivation permet alors d'obtenir :

—_— [ — —
dt dt dt
B,' L )-'Bi BI:
(dom) d0;0 N
En observant que d d‘:‘ = V(M/k)et que j—’i = V(O./1), on obtient :
\ /B, B

V(M/i) = V(MIk) + V(O /i) + B(k/i) A O

-5 . .
Pour simplifier la suite des démonstrations, on réécrit le produit vectoriel et on pose V(M, k/l) la vilesse
d’entrainement du point M dans le mouvement du repére Ry par rapport au repére R; :

VM, k[i) = V(OL/i) + (ki) A OxM = V(OL/i) + MO, A Tk/i)
soit: V(M/i) = V(M/K) + V(M, k/i)
Propriéié du vecteur vitesse d'entrainement : Tt_}(JM, k / j)= —V'(M ,if k)

Démonstration : on prouve la propriété cherchée en additionnant membre & membre les deux expressions
suivantes :

VM/i) = V(MIK) + (M, ki)
V(M/k) = TV(MJi) + VM, ifk)

J
m



Composition des vecleurs-vilesse au point A, el des vecteurs-vitesse de rotation

2. Rappels et compléments de cinématique du point : vecteurs accélération

Par définition : f(M [i) = (m] \
dt 3

wee V(MJi) = V(MR) + V(O i) + Sk /i) A O

SOiul"(M/,-)=[d‘7(M/k)] +[df}(0k/i)] . d(Q(k/f)f\OkM)
di g\ dt T
)

La formule du changement de base de dérivation permet alors d'obtenir :

[dV(M/k)] _(dmm-)
di )\ dt

] LD A P/ = T + Qi) A VMIR)
B,

donc F(Myiy = T + [‘mf:" '7] AOIM + Qk/D) A [di"rM ] + (MR + SAR ) A POMTK)
5, 3,
dOyM dOM —
. k = ”
Et comme : : = + Qk/i) A OxM, alors:
dt dt
B,‘ 31;

F(M/i = f(oum[“' Q;f’ ”] NGB AV R+ Bk A (80D A o)+
B

T(M/K) + QkTD) A V(M/R)

On obtient finalement :

fmyi = f(ot/m[dng’ D] AO['M+2?)(k/i)/\?(M]k)+-5(k/:’)f\(ﬁ(kjl’} A E;],Ta’}»
5,

T(M/K)
- f(M /1), vecteur accélération du point M par rapport au repere Rj;

- f(M k), vecteur accélération du point M par rapport au repére Ry
Qi)

g 5 — — . — .
FM, k/i) =T(Ok /D +[ ] A OpM + QKD A (Q(k/ A OkM), accélération d'entrainement du
B;

point M dans le mouvement du repere Ry, par rapport au repere R;,

— -
= 2Qk/H) A VM, /k), vecteur accélération de CORIOLIS.

3, Composition des vecteurs-vitesse au point A, et des vecteurs-vitesse de
rotation

—_ = = .
Soit un solide S, lié & un repére Ri(Opy Xks Yis Zk)- en mouvement par rapport 2 deux référentiels
- = = - — = o .
Ri(0j, x},Yj, Zj)et Ri(0i, X, Yi, Zi ). On souhaile établir le lien entre le champ des vecteurs-vitesses du
solide S  par rapport au repére R j et cclui du solide S ; par rapport au repére R,

—_— — —_—
{8 4588 {F o
1 B B, B

dr di dt d!
8, 3,
0

gEEEE -



Composition des vecteurs-vitesse au point A, el des veeteurs-vitesse de rolation
On peut écrire que :

* /i) A 04 = 40, A B0

0,0’ d0;A
(;r "J = V(0;/i) = V(0;, j/f)cl[ ! ] = V(A, k/ ).
B, 8,

Done V(A, ki) = V(0}, j/i) + VA, k1 j) + A0; A (/i)

En observant que : V(Oj, JI)+A0; A Qi) = V(A, J/1), on obtient la relation de composition des
vitesses ;

V(A ki) = V(A k[ ) + VA, i)
Composition des vecteurs-vitesse de rotation :
La relation obtenue précédemment peut étre éerite en tous points A ct B de § i
VA k1) = VA, k1) + VA, ji)
V(B.k/i) = V(B, k[ j) + V(B, ji)

En appliquant la relation de changement de point, la seconde équation devient
V(A/i) + BA N Q) = VA, k) + BA NS/ )+ VA, jsi + BA A B0

En utilisant la premiére équation, les vitesses se simplifient et 'on obtient :

BA A (St - Bk -Gin) =0

— - -
Cetle relation étant vraie quels que soient les points A et B, elle impose : Q(k/i) — Q(k/ D=3/, et
on peut en déduire la relation de composition des vitesses de rotation :

B/i) = DK/ j) + B0




Sciences Industrielles pour I'lngénieur

Cycle 5 — Modélisation de la cinématique d’un systeme
complexe

¥ , z :
U Rappels et compléments mathematiques

=,

1. Les vecteurs

1.1 Grandeurs physiques et vecteurs

Les théories de la mécanique utilisent des grandeurs mécaniques qui peuvent étre mathématiquement
représentées par des vecteurs (vitesse, position, accélération, force...). Ces vecteurs sont généralement
des éléments d'espaces vectoriels euclidiens sur R de dimension 3 noté €, par conséquent munis d'une
forme bilinéaire symétrique définie positive appelée produit scalaire et d'une application bilinéaire
appelée produit vectoriel notés :

o Produit scalaire :
ExE-R
- =+ -+
u,v) - uv
Remarque : on définit alors la norme d'un vecteur % : ||| = V..

¢ Produit vectoriel :

EXE—E
— — -
@,v) - UuAv
Remarque : si 4 et ¥ sont normés et orthogonaux (soit .7 = 0),alors (%, 7,4 A ¥) forme une base

orthonormée directe.

L'association de trois vecteurs non liés forme une base B de €. On utilisera
en Sl uniquement des bases orthonormées directes (%,9,2) telles que :

%.3 = .7 = §.Z = 0 (orthogonalité)
= ||7ll = lIZIl = 1 (vecteurs normés)
% Ay = Z (orientation directe)

Ces bases proposent un grand nombre de bonnes propriétés mathématiques.
Tout vecteur V de £ est alors une combinaison linéaire des vecteurs de base :
V=V.i+V.7+V.Z

V. Vy et V; sont les composantes de V dans la base (%,7,2). On remarque pour une base orthonormale :

1S

Nq '-:t: :-F:
1

T S

Ny

—
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i ; ; hémati : les vecteurs et les torseype
Scwnceslndustnellespourl'lngénleur Outils mathématiques : | (3

-3
. eprésenlation plane d'une base orthonormeée :

Deux des vecteurs sont représentés dans le plan. Le troisiéme vecteur est orthogonal au plan, il

apparait pas dans une représentation plane, mais il est essentiel de faire apparaitre son sens. En
considérant la fleche suivante -

* Lorsque I'on regarde cette flache de face, on voit : O

* Lorsqu'on la regarde de derriére, on voit : ®
On représente les vecteurs hors plans avec I'une de ces deux représentations.

Voici les différentes représentations planes possibles de la base (%,,2) orthonormée directe :

5! y i j Z z
7 LE CL‘Z l——‘f i—f i—‘f
2 Z ¥ F 7 j

Remarque : on privilégiera toujours les re

présentations dans lesquelles le vecteur normal au plan est
orienté « vers nous ».

¢ QOrientation d'un angle par rapport a un axe :

On peut définir, pour tous vecteurs

(i, 7) de EXE unangle § = (4, ¥) orienté par un vecteur 7 normal au
plan (U, %) et tel que (3, %, 7) soit une base directe (pas nécessairement orthogonale). L'angle @ est
compté comme positif ou négatif en fonction du sens de I'axe 7 :

Sens positif autour de Z : Sens négatif autour de 7 :

2 4
<

Vue plane: Vue plane ;

1.

Moyen mnémotechnique :

Sens positif

» autour de Z
En alignant le pouce de la main droite repliée selon le vecteur

orientantI'angle (ici Z), le sens positif de I'angle associé est indiqué
par la courbure des doigts autour de I'axe (cf. schéma ci-contre).

1.1 Produit scalaire

Le produit scalaire est défini a partir de I'angle 8 = (i, ¥) par la relation :

i = [Z. I8]]. cos(d, B)




Sci ;
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On note de plus:
{Si T3 alorsi. v = e | 1z 1#1
Siti L dalorsi.?=0

(e = 1siles vecteurs sont de méme sens et e = —1 séils sont de sens opposé)

D’autre part, le produit scalaire est défini par la relation entre les composantes (si elles sont toutes

exprimées dans la méme base) :

X1 X2
Soit: = |y1,p= |y2 alors u¥=x.x2tY1)2 +2,.2;
B 2 B Zy

Remarque : cette derniére relation sera trés peu utilisée en SI.

1.2 Produit vectoriel

Le produit vectoriel est défini & partir de I'angle @ = (i, ¥) par la relation:

@A = [l 15l sin(E, 9) .7

Oil 7 est un vecteur unitaire normal a 7 et ¥ et tel que la base (i, 7, 1) soit directe.

Le produit vectoriel admet les propriétés suivantes:
{ UAD =—VAU
IA(a.7+p.W)= RUAT +LUAW
D’autre part, le produit vectoriel est défini par la relation entre les composantes (si elles sont toutes
exprimées dans la méme base) :

X1 X7 Y122 = Y221
Soit: 1= |v1.0= |2 alors YAV = |Z1-X2—Z2:%1
plZ1 glZ2 plX1:Y2 — X2. )1

Remargque : cette derniére relation sera trés peu utilisée en Sl car elle est particuliérement

contraignante du fait de la nécessité d'exprimer les deux vecteurs dans la méme base.

Dans une base orthonormée directe, J'utilisation des relations suivantes pourra étre judicieuse pour
) p

gagner du temps :

iNY=2 JAEI=-Z
JAZ=3% IANY=-X
ini=j Eni=-j
1.3 Produit mixte
Le produit mixte est une forme tri-linéaire alternée::
ExXEXE-R

@, 3,W) » L. AW) = @ AD).W = det(il, D, W)
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Propriétés intéressantes du produit mixte :

— =

le produit mixte est invariant par permutation circulaire des vecteurs (&, #,w) = (W, %, %) =
(@,w,1)

le produit mixte change de signe par inversion de deux vecteurs (%, 7, W) = — (¥, 4, W)

le produit mixte est invariant par inversion des opérateurs % (# A W) = (Z A 9).W

1.4 Changement de base

Soient deux bases B, et B, de £ mobiles I'une par rapport 4 l'autre et ¥ un vecteur de €.

*1
Soit les composantes de V dans B,: V= |n
8,121
- . - -+ x2
Changer V' de base consiste & déterminer les composantes de V dansB,:  jf - Y2
B,1%2

Le mouvement de B, par rapporta B, est caractérisé par trois rotations élémenta
décompose toujours les rotations en rotations élémentaires autour d'un vecteur d
projette dans ces bases successives.

ires. En SI, on
e la base et on

Exemple :B, en rotation d'angle 6,; autour deZ; par rapport aB,. Cette définition est toujours
traduite par une figure de projection telle que celles ci-dessous, ol on commence par placer les repéres
comme sur la figure, puis I'axe de rotation, I'angle et enfin on compléte les bases dans le sens direct.

Remarque importante : deux points essentiels sont 4 respecter lors de la réalisation des figures de
projection, pour limiter les risques d’erreur :

* Lesangles doivent étre représentés dans le sens positif (cf. page 2, « Orientation d’

un angle par
rapport a un axe »),

* Lesangles doivent étre représentés avec une valeur appartenant i l'intervalle [0;%]

Représentation conseillée : Représentations déconseillées :
—_—
Y2 »h _
— Yy 2
X
Oy
021
—
X .
— et X1
Zi - 22 — —_— 6
=4 fz,l
Représentation possible s
quelle que soitla

T . .
. ' e . i i i i > =, les projections
configuration du mécanisme | 821 <0,ilyaunrisque d'inversion de signe | 61> les proj

dans le probléme traité sur son sinus sont moins lisibles

En utilisant la représentation conseillée, on obtient rapidement :

—_— . — —_— = ol —_—
X; = c0s By, .%; +5inby, .y, X1 = €0S8;,.%; —5inby; .y,
Y2 = —sinfyy . %, +cos8y;.y; Y1 = sinfy; . X; +€0565,.;
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1.5 Dérivation d'un vecteur par rapport au temps

La dé‘rwation des vecteurs en fonction du temps nécessite une base de dérivation. Si Zi(t) est un vecteur
fonction du temps, sa dérivée par rapport & une base By s'écrit :

di(t)
dt

Bo

En exprimant les composantes de #(t) dans B, (chacune étant une fonction du temps), on calcule la
dérivée de 1(t) dans B, en dérivant chacune des composantes par rapport au temps :

. - — — — d_' t . —_— . —_— . —
Si: U(t) = x(t). Xg + ¥o(t).- Yo + 2o(t). 25,  alors: L:i(t ) = %o(t). X + Yo(t)-Yo + zp(t)-Zg

By

nt de dériver. Cette opération

Ce type de calcul nécessite cependant de projeter #(t) dans la base By ava
on n'utilisera jamais en SI

peut étre lourde en calculs lorsqu'il y a plusieurs bases. Pour cette raison,
cette méthode pour dériver.

Lorsqu'un systéme présente plusieurs bases mobiles les unes par rapport aux autres, il est souvent trés

intéressant de changer la base de dérivation (par exemple pour se déplacer dans une base ol le vecteur
est fixe). On peut montrer la relation de changement de base de dérivation:

Soit deux bases By et B;. Pour tout 7(t) vecteur de l'espace :

dt
BD B]_
oll ﬁ(Bl/Bo) est le vecteur vitesse de rotation de By par rapport d By Y: Vi

(vecteur parallele & 'axe de rotation et ayant pour norme la vitesse de

rotation en [rad/s]). X,
[rad/s]) ; 0,
. i 21
Exemple : B, en rotation d'angle 6, autour de z; par rapporta B,, alors X
=7

0(B,/B,) = 621.7]
L'angle 8,, représente la rotation de la base B, par rapportala base B, il est donc orienté de 1 vers 2

(de %; vers X; et de ¥; vers ¥z).

Propriétés de dérivation des vecteurs:

Somme : [% (mﬁ- W)L = [%m]‘q + [%Fz_(t_)‘]lq

Produit par une fonction scalaire f(t) : [diit-(f(t).l/_(t-)')] = f(t). [%Wt)'] +m%
R R

o, . 1 . d e e}’ d D —— —t — d —_—
Dérivée du produit scalaire : E(Vl(t).lfz(t)) = [E Vi (t)]R Vo () + Vi (1). [E Vz(t)]R

e : . d f—= — d . —
Dérivée d'un produit vectoriel : [— (Vl(t) AV, (t))] = [— Vl(t)] AV,(E) + V() A [i Vs, (t)]
dt . lae Mg dt 2
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2. Les torseurs
2.1 Définition

On appelle Torseur {7} 'ensemble d'un champ de vecteurs antisymétrique M et d'un vecteur R associe.

R est appelée la résultante etﬁ: le moment en A.

Pour définir complétement un torseur, il suffit de préciser sa résultante et son moment en un point
quelconque A de I'espace. Ces deux vecteurs sont alors appelés les éléments de réduction du torseur en
A. On note le torseur {T'} comme suit :

R Ry.X+Ry.y+RpZ ol
4l 4 Ax: ay Y TMaz2), (R, My, A7)

Le torseur nul est un torseur dont la résultante et le moment sont nuls en au moins un point M.

2.2 Propriétés - Relation de changement de point

2.21 Champ antisymétrique

Un champ de vecteurs M est antisymétrique si, et seulement si, pour deux points A et B quelconques de
I'espace,ona:

Mg =M, +BAAR

C'est cette propriété des champs antisymeétriques qui nous permettra de calculer les coordonnées du
torseur en différents points. Cette relation est a connaitre absolument.

2.2.2 Champ équiprojectif
Un champ de vecteurs M est équiprojectif si et seulement si pour tous points AetB,ona:

Mg.BA = M,.BA
Le théoréme de Delassus nous dit alors que::

Tout champ antisymétrique est équiprojectif et réciproquement.

2.3 Somme de deux torseurs
- Ry R,
Soient deux torseurs {73} et {75} tels que : n}={— et {B}={_2
M1l Mp2) ,

Soit {75} la somme des deux torseurs. Alors la résultante R est égale 3 la somme des résultantes E et

—_— —_— —_— —_— . .
R, etle moment M, ¢ exprimé en A est égal a la somme des moments M4 4 et M, ,, exprimés en A.

T}={n}+{"} = {M—a =
A1 T Ma2

Attention : Sommer deux torseurs dont les éléments de réduction sont exprimés en des points
différents n'a aucun sens !

R +R; ]
A
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2.4 Multiplication d'un torseur par un scalaire

Soit {71} le méme torseur que précédemment et @ un réel. Alors:

B} =) = { @Ry }

a. MA,‘_I. A
2.5 Comoment de deux torseurs

On appelle comoment de deux torseurs {7} et {73} la quantité scalaire telle que :
{n}® %= Ry.Maz + R May

Comme pour la somme, les moments des torseurs doivent impérativement étre exprimés au méme
point. Mais le résultat ne dépend pas du point A choisi.

2.6 Automoment d'un torseur
On appelle automoment 4 d'un torseur {7;} la moitié du comoment de ce torseur par [ui méme:

1 — —
= '2'-{71] ® {71} = R1-Maa
2.7 Axe central d'un torseur

On appelle axe central d'un torseur {7} I'ensemble des points [ pour lesquels le champ M est colinéaire

a ﬁ.Soit:E =a.Ra€ER.
On remarque que 1'axe central est toujours une droite paralléle R.

2.8 Torseurs particuliers

2.8.1 Torseur glisseur
Un glisseur est un torseur dont I'automoment est nul avec R # 0.

Le moment est donc toujours perpendiculaire 3 la résultante et il est nul sur l'axe central pour ce type

de torseur.
2.8.2 Torseur couple
Un couple est un torseur dont la résultante est nulle : R=0.

Le moment est donc constant en tout point de I'espace et il n'y a pas d'axe central pour ce torseur.




