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Cycle 7 - Modélisation des actions mécaniques
intervenant dans un systéme complexe
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1. Introduction

Jusqu'a présent nous nous sommes intéressés A lamodélisation des performances cinématiques des systemes
de solides indéformables. C'est-a-dire que nous avons étudié les mouvements de ces systémes de solides,
considérés comme non déformables, sans nous intéresser aux phénomenes les ayant causés.

On associe en général le terme de « force » a ces phénomenes ayant comme conséquence physique une
modification de F'accélération et donc de la vitesse d’'un corps (variation de norme ou de direction). Dans le
cadre plus général dela mécanique, un effort peut aussi étre responsable de la déformation du corps auquel il
est appliqué, mais I'étude de ce phénomene sort du cadre de I'enseignement de la mécanique en CPGE (seule
la mécanique des solides indéformables est au programme de SII).

Nous allons ici nous attacher 3 la mise en équation du lien entre les forces appliquées A un solide et le
déplacement qui en résulte. | va donc étre préalablement nécessaire de chercher & associer un modéle
mafhématique a ce concept de force. Dans e cadre du cours de mécanique, nous préférerons d'ailleurs
l'utilisation du terme « action mécanique » & celui de «force ». Les actions mécaniques appliquées a un
ensemble matériel (E) peuvent étre de deux types:

° Actions mécaniques de contact (actions de pression, contact entre deux solides). Ces derniéres
peuvent étre ponctuelles, linéiques ou surfaciques, en fonction de la géométrie de la zone de contact ;

° Actions mécaniques 3 distance (actions magnétiques, de pesanteur). On parle alors d'actions
mécaniques volumiques, c'est-a-dire qu'elles s’exercent sur chaque élément de volume du systéme
matériel, sous forme d’une action mécanique élémentaire.

Z. Action mécanique ponctuelle agissant sur un systéme matériel

En pratique, le contact entre deux corps n'est jamais parfaitement ponctuel : il existe toujours une surface de
contact entre les deux. Cependant, cette surface peut étre petite devant les dimensions des deux corps, si bien
qu'il est commode de considérer "action mécanique globalement transmise, en un point moyen au contact, ce
qui revient & considérer I'action comme “ponctuelle”.

2.1 Notion de force ponctuelle

La  représentation mathématique
d’une force est un vecteur, défini par;

e Unedirection, =5 T~
o Un sens, 1 T “
2 Fip -2 i -
o Unenorme,
u int d'applicati Contact ponctuel entre les Modélisation de I’action
“ vhapontdappication solides 1 et 2 mécanique exercée par le solide 1

surle solide 2
2.2 Notion de moment

L’expérience montre que la notion de force, si elle est suffisante d'un point de vue local sur un petit élément
de volume, ne permet pas toujours d’expliciter le comportement d'un solide ou d'un ensemble de solides
soumis globalement a une ou plusieurs forces.

D'otr 'introduction de la notion de moment (ou de couple). L'outil mathématique utilisé pour calculer le
moment est le produit vectoriel. II permet de représenter correctement les phénoménes observés
empiriquement (cf. exemple de I'équilibre d'un mobile).
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Soit I'effort exercé au point P par unsolide 1 sur un solide 2 et représenté par le vecteur F(1 - 2).0nexprime
le moment exercé au point G par le solide 1 sur le solide 2 de la fagon suivante:

M(G1-2)=GPAF(1-2)

2.3 Torseur associé a une action mécanique ponctuelle

A partir de I'écriture du moment de I'effort F(1 - 2) au point G, on cherche a exprimer le moment exercé par
le méme solide 1 sur le méme solide 2 au point A.

Selon la définition vue précédemment: M(G,1 - 2) = GP A F(1 > 2)

D'od, M(4,1~2) = AP AF(1 5 2) = (AC +GP)AF(t » 2) = ACAF(1 5 ) + GPAF(1 - 2)

On retrouve I'expression du moment au pointG: ﬁ(ﬂ,i +2)=GPAF(1- 2)eton obtient donc la relation
suivante : M(4,1 - 2) = M(G,1 - 2) +AGAF(1-2)
Le moment exercé par le solide 1 sur le solide 2 est donc un champ antisymétrique et vérifie la formule de

changement de point du moment d'un torseur. L'action mécanique de 1 sur 2 peut donc étre représentée par
un torseur, que 'on appellera « torseur statique associé a une action mécanique» et que l'on note :

) Fa-2) }
M(4,1-2)=MG 12D +ACAF(1>2),

ra-2-{

La notation ci-dessus devra étre respectée car dans le cadre d'un ensemble de solides, elle permet de définir
précisément quelle est I'action mécanique (quel solide sur quel autre solide) décrite par le torseur. Ce torseur
sera alors appelé « torseur statique de I'action mécanique du solide 1 sur le solide 2 ».

Résultante du torse rd’action mécanique ; u - wrxenr dact
r » H -
ésultante du torseu mécan .

1_2'(1-+2) M(0,1-2)

Indépendant du point O choisi pour exprimer le Dépendant du point O choisi pour exprimer le
torseur d'action mécanique torseur d'action mécanique

Moment (ou couple) exercé par le solide §; sur le

. — lid
Effort exercé par le solide S; sur le solide S solide S, au point 0

Unité: N Unité:N.m

Cas particulier 1: action mécanique représentée par une force en un point P

Lorsque le torseur statique d’une action mécanique est exprimé au point d’application P de la résultante, il

prend la forme suivante :
T(1-2) = {F (> 2)}
0

P

Cette écriture est de plus valable en tout point de la droite d'action de la force F.
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lustification

* Calcul dumomentau point P : M(P,1- 2) = PPAF(1-2) =0 T A
* Calcul du moment en un point N situé sur la droite d'action de la force F: M(N, 1~ 2) =

F(1 - 2),avec NP et F(1 - 2) colinéaires, d'ott M(N,1 - 2) =

On utilisera la désignation de couple pour une action mécanique dont le torseur statique est de la forme

{T(1—¢2)]={H(A 2_’2)} VA
, p

3. Action mécanique répartie agissant sur un systéme matériel

Nous venons de mettre en place un modéle mathématique, le torseur statique, permettant de modéliser
I'action mécanique d'un ensemble matériel (1) sur un autre ensemble matériel (2), en considérant une force
ponctuelle appliquée en un point M. Cependant, cette action mécanique est en fait le résultat des effets
produits par une infinité d’actions élémentaires volumiques ou surfaciques.

31 Cas d'une répartition surfacique de force
3.1.1 Densité surfacique de forces

L'action mécanique de contact exercée parle
corps (1) sur un corps (2) peut étre modélisée par
une action élémentaire d_j"(Ml-) appliquée en tout
point M, dela surface du solide (2) en contactavec
le solide (1). Son intensité est proportionnelle 2
I'élément de surface dS associé au point M,.

On peut alors définir une densité surfacique
d’effort p(M;), définie en tout point M; :

dfiz (M) = —p(M;).7(M;).dS + dfy (M,)

Cette densité surfacique d'effort est homogéne a une pression [N/m?].
Contactavec frottement ; (par exemple action d’un fluide visqueux sur une paroi) = dfy (M;) # 0
Contact sans frottement : (par exemple action d'un fluide non visqueux sur une paroi) = df;(M,) = 0
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3.1.2 Torseur associé A une densité surfacique de forces

Dans le cadre de I'étude du comportement des solides déformables, cette modélisation locale de l'action
mécanique d'un corps (1) sur un corps (2) serait indispensable. Cependant, I'objet de ce cours étant I'étude
des systémes de solides indéformables, il est suffisant de modéliser globalement I'action mécanique exercée
par le corps (1) sur le corps (2). Nous allons donc associer A cette action mécanique un torseur statique défini
en un point A choisi.

Ba-2=| dfzM)

T-2)= He
fia1-2)=| AMAdfz (M)
\ ME(S) A
Exemples:

— action de I'eau sur un barrage;;
_  action du vent sur une parabole (cf. TD) ;
~ pression de contact dans une liaison pivot (cf. TD).
3.2 Cas d’'une répartition linéique de force

321 Densité linéique de forces

Dans certains cas plus particuliers, 'action mécanique
exercée par le corps (1) sur un corps (2) peut étre
modélisée par une action élémentaire df (M;) appliquée
en tout point M; d'une ligne du solide (2).

L'intensité de cette action élémentaire est alors proportionnelle  I'élément de surface dl associé au point M;.
On peut alors définir une densité linéique d'effort A(M;), définie en tout point M;:
T (M) = =AM AM). AL+ dfr (M)

Cette densité surfacique d’effort est homogéne 3 une force par unité de longueur [N/m].

Contact avec frottement : = EE(M,-) #0
Contact sans frottement: = dfr (M) =0

3.2.2 Torseur associé  une densité linéique de forces

Dans le cas d’une répartition linéique de force, comme dans le cas d’'une répartition surfacique, nous pouvons
associer 4 'action mécanique de (1) sur (2) un torseur statique défini en un point A choisi.

R(1-2) =[ T ()
Ta-2)}= s

M(1-2)=| AMAdfi (M)
Me(L) A
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= action de I'eau sur un barrage dans une modélisation plane;
— actionde la pesanteur sur une poutre.

3.3 Cas d'une répartition volumique de force
3.3.1 Densité volumique de forces

Dans le cas d'une action mécanique a distance (par exemple l'action de la pesanteur ou d’un champ
électromagnétique sur un corps), chaque élément de volume de ce corps est soumis & une action méecanique
élémentaire df (M) appliquée au point M;. '

Cette action mécanique €lémentaire est liée 3 la densité volumiql;ie de force u(M,) en tout point M; par la
relation:

iz (M) = i(M)).dv ‘
Cette densité volumique d'effort est homogene & une force par unité de ivolumé [N/m3].. . |
3.3.2 Torseurassocié & une densité volumique de forces
Comme précédemment, nous pouvons associer 4 I'action lﬁémniqﬁe de (1) sur (2) un torseur statique défini

en un point A choisi.

Fas2=| aLon
{T1-2)= Hew

Mi(1-2=|  AMAdf,; M)

Me(v) A

Exemples; .
— action de la pesanteur sur une parabole (cf. TD).
333 Définition de Ia masse et du centre de gravité d'un solide

Soit un solide soumis 4 l'action de la pesanteur. On a alors :

Ripes>S) = | Thue(M), avec dfrpe(M)=dm.j= p.g.dv -
MEWV)

Sion pose 'hypothése que la masse volumique du solide est constant:

R(pes - 8) = p.g-dv=p.g.| dv .
MEW) | Me(v)

Soit: R(pes — $)=p. 4.V = mgige. § avec Mojige = p- av = f dm
' ME(V) Me(V)

On cherche alors 3 définir le point d’application de cette force, 11 s'agit de trouver le point ol le moment
s'annule, soit en notant G ce point particulier:
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M(G.pes—)S) = GMl\df;,es(M) = (GMI\dm.g'): [I 'G—M.,dm]/\j (carﬁ = cste)
Me(V) Me(V) ME(V)

On cherche donca résoudre I'équation vectorielle : [ J‘ GM. dm] AG=0
M

€(v)
- [_f”e(v) M.dm] =0
3 solutions sont possibles : i= 0 et ME(V)G—M'. dm étant A priori quelconque,
[fuseqy, GM-dm] colinéaire 3
on retient : U Eﬁ.dm}:ﬁ PN (GO +0M).dm=0 < f 0G.dm = OM.dm
ME(Y) Me(¥) ME(V) ME(V)

Comme le vecteur OG est constant, on en déduit finalement la définition du centre de gravité du solide :

—_— 1 - 1 -3
G =—m—. OM.dm = f OM.dm
_['ME(V) dm Jue) Msolide Jme(v)

4. Prise en compte du frottement dans les contacts
41 Contact ponctuel entre solides indéformables

Comme énoncé en introduction, le contact entre deux
solides n'est jamais parfaitement ponctuel (solides
localement déformés = surface de contact).
Cependant, cette surface peut étre suffisamment
petite devant les dimensions des solides, ce qui
permet de considérer 'action mécanique globalement
transmise comme « ponctuelle», appliquée en un
point moyen au contact. '

11 faut néanmoins gardera l'esprit qu'il existe toujours
une petite répartition de pression au voisinage du
point moyen.

Figure 1.: paramétrage du contact entre deux
solides

La pression maximale dans cette zone permet de conclure sur la dégradation des surfaces. Les forces
surfaciques autour du point moyen peuvent étre responsables de résistances au roulement ou au pivotement
que nous chercherons & modeéliser globalement par la suite.

Soient 1 et 2 deux solides en contact ponctuel en 1. On définit
ce contact par les entités géométriques suivantes:

e (m),plan tangent au contact |
¢ i, normale orientée de 1vers2enl

On peut définir I'action de 2 sur 1: {T(1 - 2)} F1=2)
_[Fa-2) Figure 2. : définition de I'action mécanique
- I} ] exercée parle solide 1 sur le solide 2
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Avec: F(142)=(152)+F(1-2)

* R(1+2=((F1~2).7).% = couposante normale
* Fr1>2) =#((F(1 + ) A) = composante tangenticlle. F; € ()

4.2 Cas du contact sans frottement

Le contact sans frottement impose :

» F(1-2)colinéaire At (non frottement),

* F(1- 2)de méme sens que i (condition de contact unilatéral : possibilité de décollement, mais pas
de pénétration des solides),

* V(I €1/2).7 = 0 (condition de contact persistant) ou V(I € 1/2).7 > 0 (condition de’ contact non
persistant).

4.3 Cas du contact avec frottement : modéle de Coulomb
4.3.1 Contact avec frottement, cas du glissement : V(I € 1/2) + 0

e Premiére loi de Coulomb : FT'(I S 2DAV(Ie1/2) =10
* Deuxiéme loi de Coulomb: Fy (2 —» 2).V(l € 2/1) < 0
* Troisiéme loi de Coulomb : ||F7(1 - 2| = £ IFv - 2)|

Avec f,, coefficient de frottement (grandeur sans unité).

Ce coefficient dépend des matériaux en contact, de la qualité des surfaces, des lubrifiants présents. Ce
coefficient de frottement est en général déterminé expérimentalement. Dans le modéle de Coulomb, il est
considéré comme constant pour un couple de matériaux donné. -

Ce modéle est le plus simple permettant de tenir compte du phénomeéne de frottement. Ii est bien évident que
la réalité est plus complexe : souvent, ce coefficient dépend de beaucoup d’autres paramétres comme
température, la rugosité des surfaces, la vitesse de glissement, etc...

432 Contact avec frottement, cas de I'adhérence : V(I € 1/2) = §
e Latroisiémeloi de Coulomb est alors : [|[F7(1 - 2)|| < f,. |Fu(1 = 2|

Avec f,, coefficient de frottement d’adhérence (grandeur sans unité). Ce coefficient est légérement supérieur
au coefficient de frottement f;. On rencontre souvent I'approximation f, =~ fo .
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4.3.3 Représentation graphique, cone de frottement

Les conditions de frottement peuvent se représenter graphiquement, sous la forme d’une action tangentielle
maximale proportionnelle & 'action normale, c’est 2 dire sous la forme d’'une inclinaison maximale de la force
transmise au contact par rapport 4 la normale. Si on considére ¢, tel que f; = tan ¢, cet angle représente
l'inclinaison maximale (de méme pour ¢, tel que fy =tan ©g)-

| ]

iis i I /

a. Enphased’adhérence, f, =tan¢, b. Enphase de glissement, fy=1an¢,

Figure 3.: interprétation graphique des lois de Coulomb

En phase d’adhérence (figure 3.), la condition de Coulomb impose que F(1 - 2) soit « dans le cdne de
frottement » ou, 2 la limite du glissement, « sur le cdne ».

En phase de glissement (figure 3.b), la condition de Coulomb impose que F(1 - 2) soit «sur le cdne » et
opposé 2 la vitesse de glissement. ' ‘

Le modéle de Coulomb interdit ala force F(1 - 2) d'étre hors du cone.

Ces représentations planes sonta interpréter en trois dimensions. Le secteur angulaire estalors effectivement
un cone, de demi-angle au sommet ¢ (figure 4.}

Figure 4.: interprétation graphique en 3D des lois de Coulomb

4.4 Contact ponctuel avec résistance au roulement ou au pivotement
L'hypothése d’un contact ponctuel entre deux solides estune vue de1'esprit. Dans les faits, le contact réel entre

ces derniers a lieu sur un petit élément de surface dS contenant le point I.

Le torseur modélisant I'action mécanique de contact du solide 1 sur le solide 2 s'écrit sous la forme suivante :

O ﬁ(1->2)]
Sk {ﬁ(l,l—aZ),

Nous avons étudié précédemment les composantes de la résultante de ce torseur. De la méme fagon, on peut
décomposer le moment du torseur : M(,1-2)= My, 1-2)+ 'ﬁ;(l, 1-2)

e My(,1-2)= (ﬁ (1,1 - 2).7i).7 est la composante normale, appelée moment de pivotement

o M;(l,1- 2),avec M; € (m) est la composante tangentielle appelée moment de roulement

9
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De plus, nous avions défini lors de I'étude cinématique du contact ponctuel entre deux solides 1 et 2:

®  15(2/1), composante normale de la vitesse de rotation 1i(2/1), appelée vecteur-pivotement du solide
2 par rapport au solide 1

* Dr(2/1), composante tangentielle de la vitesse de rotation {i(2/1), appelée vecteur-roulement du
solide 2 par rapport au solide 1,0 € ()

Des relations analogues 2 celles des lois de Coulomb peuvent étre mises en évidences entre les composantes
normales et tangentielles du moment résultant de Vaction du solide 1 sur le solide 2 au point I et de la vitesse
de rotation du solide 2 par rapport au solide 1.

441 Résistance au pivotement

SiQy(2/1) 20: ' o Si0y(2/1) =0

My(,1-2).0,(2/1) <0 ' .
My 1,1 2)]| = 6.||Fu 1 - 2)] ' My, 1 2)]| < 6.||Fw(1 = 2)]|

& est le paramétre de résistance au pivotement (homogene 4 une longueur).

4472 Résistance au roulement

Siﬁ(i/l);ﬁ: 7 N . -Siﬁ;(izn);'h'_:

My (1,L1-2) AD;(2/1) =1 ' ' ' .
Mr(1,1-2).0,(2/1) <0 -
70,1 2)]| =n.[[Fy > 2)| M7, 1 - 2| < . [[Fv 1 - 2]

7 est le parameétre de résistance au roulement (homogéne 3 une longueur).

4.5 Contact surfacique entre deux solides.

Lorsque la surface de contact n'est pas petite devant la géométrie des solides, il n'est plus possible de faire
I'hypothése de contact ponctuel. L'action mécanique entre les deux solides est surfacique et on définit alors en

tout point M une force elementalre dF (1 - 2) et une répartition surfacique de force p(M) (cf. paragraphe
3.1). Dans ce cas-13, les lois de Coulomb doivent étre écrites localement (de fagon similaire i celles du contact
ponctuel). On note 7i(M) la normale de 1 vers 2 en M.

4.5.1 Contact surfacique sans frottement
En I'absence de frottement, Eﬁ(l - 2) est colinéaire 47(M) et de méme sens.
4.5.2 Contact surfacique avec frottement : modéle de Coulomb
dF(1- 2) = dFy(1 > 2).7 + dF7(1 - 2)
Cas de I'adhérence:

° Non ghssement V(M € 1/2) 0
*  Limite sur Iaction tangentielle : [[dF(1 ~ 2)|| < fu[|aFn(1 - 2)]

10
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Cas du glissement ;

¢ Condition de contact et glissement : V(M e1/2) e (n)et ViMe1/2) # 0
* Actiontangentielle: [[dF; (1 - 2)|| = f,|[dFy (1 - 2)]|
e Sensdel'action tangentielle: dF7(1 - 2) est de méme direction et de sens opposéa V(M €2/1).

5. Modélisation des actions mécaniques de liaison

De la méme maniére que nous nous sommes intéressés aux mouvements autorisés par lesliaisons mécaniques
usuelles lors du cours de cinématique, nous allons maintenant nous intéresser aux efforts transmissibles par
ces liaisons. Le torseur modélisant une action mécanique de contact, appelé torseur statique, peut s’écrire,
dans le cas le plus général et lorsqu'il est écrit au point O et projeté dans une base (%, $,2):

Ble Xie Lix
{T(Si =S5} = ["R(SI = Si) } = lytk Mik}
0 0,(27.2)

M(OJ Si - Sk) sz NU;
Résultante du torseur statique : Moment au point O du torseur statique ;
R(S: = Si) M (0,5~ Si)
Composante sur I'axe £ Xix Composante au point 0 sur l'axe % Lix
Composante sur I'axe y Yix Composante au point 0 sur l'axe Mix
Composante sur l'axe Z Zi Composante au point 0 sur Paxe Nix

Lorsque les deux solides sont liés par une liaison normalisée (les mémes que celles vues en cinématique), ce

torseur d’action mécanique transmissible prend une forme particuliére, spécifique & chacune des liaisons, s'il
est écrit en un point et projeté dans une base tous deux judicieusement choisis.

En effet, comme dans les torseurs cinématiques, la géométrie des surfaces de contact entre les deux solides
impose la nullité de certaines composantes du torseur d’actions mécaniques transmissibles. Ce sont ces
composantes nulles que nous allons chercher A mettre en évidence pour chacune des liaisons dans la suite de
ce cours. Les composantes non nulles sont 4 priori inconnues et devront gtre déterminées par I'écriture des
théorémes généraux de la dynamique et/ou de la statique (cf. 3tme partie du cours). Nous n'allons pas chercher

4 les expliciter tout de suite.
Pour chacune des liaisons, deux cas seront envisagés: avec et sans frottement. Bien que tout contact entre

solides se fasse avec frottement, sa prise en compte complique le modéle. Il ne sera donc pris en compte que
dans les cas ol cela est nécessaire. Il revient au concepteur de déterminer sila prise en compte du frottement

est pertinente ou non dans son étude.

11
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51 Cas 1 - liaison ponctuelle de normale (0, Z)

5.1.1 En I'absence de frottement

En l'absence de frottement, 'action mécanique exercée par le solide S; sur
le solide Sy estnormale au plan tangent commun aux deux solides au point
de contact 0. La seule composante non nulle (pour le cas étudié ici) est
donc la composante selon I'axe Z :

D'oti: R(S; - $) = Zy..2

Le moment calculé au centre de la liaison (au point 0) est nul (point
d'application de la force). :

La forme du torseur statique associé A cette liaison, en I'absencé de frottement, est alors la suivante :

s =[x L }
ik 0y

La forme de ce torseur est valable pour tout point P € (0; Z) et dans toute base ayant le vecteur unitaire 7
comme troisiéme vecteur (mémes conditions qu’en cinématique).

(32)

5.1.2 En présence de frottement

En présence de frottement, I'action mécanique exercée par le solide S;
‘sur le solide Sy est de direction quelconque. Elle posséde une
composante normale selon Z et une composante tangentielle dans le
plan (%, 7). Cette composante pourrait par exemple &tre modélisée grice
aux lois de Coulomb. On a alors trois composantes possibles :

R'(S,_ -> Sk) =Xlk£ + Yik-j; +Z”¢.-Z‘

Le moment calculé au centre de la liaison reste nul (il s'agit toujours du
point d’application de la force).

La forme du torseur statique associé a cette liaison est alors la suivante ;

sy s Xpe 0y .
: Xik. Yie.¥ + 2y :
75,250y = [Tt H T+ 2 =’Y.-k 0] |
© ik 0pu5s
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Sciences Industrielles de I'Ingénieur

Mécanique des solides Indéformables - Statique

3.2 Cas 2 - liaison cylindre plan, direction 7 et normale (0,2)

ani issible

En I'absence de frottement, 'action mécanique exercée
par le solide S; sur le solide Sk est une répartition
linéique de force le long de la ligne de contact. Chaque
effort élémentaire est orienté selon la normale au plan
tangent commun aux deux solides, ici Z.

En présence de frottement, I'action mécanique
exercée par le solide Si surle solide Sk est encore une
répartition linéique de force, mais chaque effort
glémentaire est dans une direction quelconque
(composante normale selon Z + composante
tangentielle selon % et ¥).

D'od, I'effort élémentaire appliqué en un point M du contact dFy(S; = Si) etle moment élémentaire dit A cet
effort élémentaire exprimé au point O dM (0,5 - Si):

37'"74’(51 - 5,) = dZy.Z

dM, (0,5, = S = OM AdEy (S = Si)
= Eﬁ A dZ,-k.é"

ﬁﬂ(& g Sk) = dX(k.i + dylkj; + ngk.é'

dMy(0,5; = Si) = OM AdFy(S; = Si)
= _OH A (Xmk'i + ink'j" + dZ;k.é')

Or OM = y.7 (lintégration se fait Je long de la ligne de contact)

d'ol dMM(D, Si - SI() =Y. dZ,-k.f

Le moment élémentaire ne posséde qu'une
composante selon %, que I'on choisit de noter dLi

d’oll dMM (O, Sf - Sk) =Y. (—dX[k.Z."I' dZ[k.J'c')

Le moment élémentaire posséde alors deux
composantes : une selon %, notée dL et une selon Z,
notée dNj

Fn 'absence de toute symétrie de répartition de la charge et en intégrant sur toute la longueur du contact, on
obtientalors:

R.(S, - Sk) = f dZik.é': Z”c-f
L

M 0.5~ S =J. dLy. % = Ly %
L

Remarque: comme précisé en introduction, les
composantes de la force et du moment résultants sont
inconnues - elles sont notées Zi, Lk, etc. selon la
notation présentée page 10.

R(S; - 5i) =f (dXyy- % + dYiy.§ + dZi.Z)
L

= X,'k.f +Yl'k'j; +Zik.2’

J\Tf(O,Si - Sk) = f (dLik.f + dNik.i')
L

= Lik.f + Nik.i
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La forme du torseur statique associé A cette liaison est la suivante :

Z”(.z'.r' 0 L”‘ v, ‘XU( LU(
{7 (Si_'sk)}'—_[M ;7] =10 0 (TS =5))={Yu 0
0 Zye 0)5455 Zie Nudoz5

La forme de ce torseur est conservée en tout point du plan (0, 7,7) (sans frottement) et en tout point de la
droite (0,5) (avec frottement)

Cette jnvarr'ance se démontre en écrivant la relation de changement de point avec un point M quelconque OM = x,;.% +
Yu-Y +2y.Z et en cherchant quelles sont les conditions d imposer sur x,, yy et zy pour que le torseur reste inchangé.

5;3 Cas 3 - liaison appui plan de normale (0,7)

)
En I'absence de frottement Iaction mécanique En_présence de frottement, I'action mécanique
exercée par le solide S; sur le solide Sy est une | exercée par le solide S; sur le solide S, est une
répartition surfacique de force, chaque effort | répartition surfacique de force, mais chaque effort
élémentaire étant orienté selon la normale au plan élémentaire est dans une direction quelconque
tangent commun aux deux solides, ici Z. (composante normale + composante tangentielle).

D’ot, I'effort élémentaire appliqué en un point M du contact ﬁ(si = 5;) et le moment élémentaire dii 3 cet
effort élémentaire exprimé au point 0, M (0,5; - S;) :

—dT‘.:;(Sl - Sk) = dZik.f E;;(S[ =P Sk) = d.Xik..‘E + d}ik-j} + le-k.E
dMy(0,5; = §;) = OM A dFy (S; = Si) dMy(0,S; > Si) = OM A dFyy (S; ~ S;)
=_0M/\dZik.2' =5HA(Xmkf+lekj"+dZ{kf)

Or OM = x.% +y.§ (lintégration se fait sur la surface de contact)

— - - - d'oudMy(0,S; - S) = x.dYy.Z - x.dZy.5 -
d’ol dMy(0,5; = Si) = —2.dZy.5 + y. dZy.3 Tk e .
U dMy (0, 5; i) kY T Y Chiy y.dXp.7 +y.dZy. 3
Le moment élémentaire posséde alors deux
composantes : une selon ¥, notée dL et une selon ¥,

notée dM”(

Le moment élémentaire posséde alors trois
composantes : une selon ¥, notée dL, une selon y,
notée dM;; et une selon Z, notée dN;;

En I'absence de toute symétrie de répartition de la charge et en intégrant sur toute la surface du contact, on
obtient :

3 : R = | (X7 + d¥.5 + dZy
R(Si"’sk}:f dZy.7 = Zy.7 R(Si - Si) L (dXiy. % + dYyy. § + dZy.7)
s

= Xlki + Ylkj". + Z,-k..'"z'

14




Sciences Industrielles de I'lngénieur

Mécanique des solides indéformables - Statique

M(O,S( =» Sk) = f dly.X + f dM“‘.jJ"
5 s

= Lig.X + My.y

ﬂ(o'st - Sk) = j (dLu‘.f + dM[k.]? + dNu;-i")
L
= L[k-f + My v+ Ng.Z

La forme du torseur statique associé 3 cette liaison estla suivante :

{T(.S}-—»SQ}:{ Zu.-Z }

Lig.X + M. ¥)

0 Ly
PRIV )

Xix Lk

(T(5; = S} = [Yu: Mm]
Ze Nudyzys

La forme de ce torseur est conservée en tout point A de 'espace et dans toute base ayant le vecteur unitaire Z
comme troisiéme vecteur.

5.4 Cas 4 - liaison sphére cylindre d’axe (0,%)
ons mécaniques lo issible i cani e i
ence emen présence de frottement
1 e
4
\/‘" o~
En_l'absence de frottement l'action mécanique

exercée par le solide S sur le solide Sk est une
répartition linéique de force, chaque effort élémentaire
&tant orienté selon la normale alaligne de contact entre
les deux solides. Ici, il est plus simple d’utiliser les
coordonnés polaires, et la normale 2 Ia ligne de contact
est alors selon 'axe e;.

L’effort élémentaire en tout point M exercé par le solide
S; sur le solide Sy est donc orienté selon le vecteur MO
porté par —&,. Par projection, ces efforts présenteront
des composantes sur les axes J et Z.

En_présence de frottement l'action mécanique
exercée par le solide S sur le solide Sy est une
répartition linéique de force, mais chaque effort
élémentaire est dans une direction quelconque (cf.
schéma ci-dessus). Par projection, ces efforts
présenteront donc des composantes sur les axes%, ¥
etZ.D'ol:

D’ody, I'effort élémentaire appliqué en un point M du contact dFy (5; = S;) et le moment élémentaire dil a cet
effort élémentaire exprimé au point 0, dMy (0,5; = 5 :

dFy (5, = Si) = dFy. 8 = dYy.  +dZy. 2

dMy(0,S; = S) = OM AdFy(S; = Si)

m(si i Sk) = dX"k.f +'dY|'k.j; + dZik.fz'

dMy(0,5; - Si) = OM A dFy (S; = Si)

Or OM = R.%; (lintégration se fait surla ligne de contact entre la sphere et le cylindre)

d'oit dMy (0,5; - S¢) = R.&; A (dFy.&) =0

€, est colinéaire avec aucun des vecteurs dela base
(%,7,2), donc par calcul du produit vectoriel les
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moments élémentaires présenteront des
composantes sur les trois axes :

dMM(O, S‘ ""Sk) = dL“(-f + dM[k,y“i' dN“c.fZ

En intégrant sur toute la longueur du contact, on obtient :

= . R(S, - 5,) =f (dXy. % + dYyy. ¥ + dZi.2)
R(Sl =g Sk) =j '_dFM'Fr. =J’ [d}’”‘.}-"'{' dek.E] ¢ : ) . L l
L L

; 7 =Xu¢.f+ Yg,.j'l+2m.2'

. Yu,.y-l-Z;k.z

ﬁ(o:sl —’Sk) = j (dleJ-.’.'.'f' dM,‘k.j’.“l' dN[k.E)
L

(0,5 - 5) =10 = Ly % + Mg 3 + N Z

La forme du torseur statique associé A cette liaison est la suivante : -

. ., 5 . 0 0 . L ' = Xl'k Lii F;
7G5 sy ={ 1Y ;z‘*'z] =Lm o] [r(si—»sk)}=[nk' 'M.-k}
[2)

it 0o a5 Zie Ny 353

La forme de ce torseur n’est valable qu'au point O, dans toute base ayant le vecteur unitaire ¥ comme premier
vecteur.

5.5 Cas 5 - liaison pivot glissant d’axe (0, %) et liaison sphérique au point
0

La méme démarche peut étre appliquée au cas de la liaison pivot glissant (en coordon

nées polaire) ou pour la
liaison rotule (en coordonnées sphérique). Les torseurs obtenus sont les suivants® LEEES :

Liaison pivot glissant - en I’absence de frottement Liaison rotule / sphérique
A
N
T
0 0 ‘ X 0
{TS-S)=1Y M I (TS - 5)) = 1;“‘ 0]
ik Nido iz e 0) .o

0,173

La forme de ce torseur est valable en tout point de
I'axe (0, %) et dans toute base ayant le vecteur
unitaire ¥ comme premier vecteur.

La forme de ce torseur n’est valable qu’au point 0.
Elle est par contre valable dans toute base.
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5.6 . Généralisation - remarque concernantla puissance développée dans
une liaison parfaite

Les exemples de liaisons traitées ci-dessus nous ont permis de mettre en évidence laméthode g
pour modéliser globalement les actions mécaniques de liaison entre deux solides.

que nous venons de déterminer) et les torseurs
en |'absence de frottement:

énérale utilisée

L.e tableau ci-dessous regroupe les torseurs statiques (
cinématiques (vus dans le chapitre précédent) pour quelques liaisons,

Torseurs cinématique Torseur d’actions mécaniques
Ponctuelle au o Y% 0 O
point O de [V(Sk/S,)} =Wy Vy [T(S‘ 250} = {ZD 0}
normale Z o 0)oiz50 i Voizyn
Cylindre - plan de 0 Y 0 Li
direction ¥ et VES/SN =19 W TSi»5} =) 0 g
normale (0,2) wz 0)p50 . 0.252)
_ 0 W 0 L
Appuiplan de WG /SH=10 % TS =5N=10 M
normale z w; 0), 55 ik A(ET)
— o L 0 0
Sphére - cylindre | y(s,/s)} =@y O rés = 5} =t"‘ 0
d'axe (0, %) w; 0),:50 w Yoy

En I'absence de frottement, on peut noter qu'a chaque composante nulle du torseur cinématique correspond
une composante non nulle du torseur statique, et réciproquement. Cecl se traduit mathématiquement en
calculant le comoment des deux torseurs (cf. rappels et compléments mathématiques sur les vecteurs et les

torseurs au début du cours de cinématique) :

R(S; = Si) ] ®{ Q(5¢/5) }
0 0

T - 5@V (Si/50} = {ﬁ(o, S > 5 V(0,5¢/5)

= R(S; = $1)-V(0,5:/5) + M(0,5; ~ Se)-0(5:/5)

Pour tous les cas étudiés ci-dessus, & 'absence de frottement, on remarque que €€ comoment est nul. Or
nous verrons I'an prochain que ce comoment correspond al'expression dela puissance dissipée dansla liaison.
Ceci nous permet de caractériser une liaison parfaite (sans frottement) comme étant une liaison dans laquelle

il n'y a pas de dissipation de puissance :

,f =76, = SOIBV(K/S)) = 0 l

s en cinématique, il est possible d’en déduire

En étendant cette définition a toutes les liaisons normalisées vue
bles associé A chacune d’elle.

rapidement la forme du torseur d’actions mécaniques transmissi

rseurs cinématiques) sont regroupés dans le tableau suivant... 3 connaitre (2

Ces torseurs (ainsi que les to
t1 Les conditlons de validités (point et base) sont essentielles & connaitre pour

savoir retrouver) parfaitemen
simplifier les calculs qui seront menés ultérieurement.
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Torseur statique associé,

glissant
b |
|

0

(0.%)

Nb. Désigqation Caractéristiqu Schématisation Torseur cinématique Validité du
ddl (norme es 2D associé, exprimé dans la torseur exprimé dans la base
AFNOR) géométriques e base B(X,Y,Z) cinématique B(X,Y,Z)
| - oz - -
| e 22 |
[ . 2 Nourall ) ’ we 0 Valable en tout X 0
1 | Liaison pivot | ... d'axe (0,%) _f@_gd__ i 7 WSe/s0} = [ 0 o} pointdel'axe | {T(Sk S} = {y M}
: 21y = A N 0 0gp “(0,%) Z Nls
\ Td)l ‘
} A, 0
Li‘aison ... de direction ‘{i—'- Valable en tout A 3 0 L
1 & 5 - WV (se/503 = 0 0 i ’ TGS »S)3={y M
glissiére X Z 0 0)up point de I'espace Z Nlus
| TS ’—
Nouvello
! g 2] oo
! F Ao V(si/50} = 0 0 Valableentout | Tk 2SO} =iy M
1 Liaison d'axe (0,X) Ancler 0 0lan point de I'axe Z Nlaz
hélicoidale - ' o =
o S 3 (0, X ) )
J i =g L=zxXo
|
|
|
Valable en tout
Lial ivot W Vi 0 0
2 A1Sonpivet |- jiaxe (0.%) V(se/s)} = { 0 0} pointdelaxe | {T(S; - S)} = iY M
0 AB VA AB

N




. Uniquement
Liaison . w, O X 0
... de centre O, avec rainure dans le plan o It i
2 | sphériquea (0,7,2) o dolgt da divect z)’ WiS/S)) = { 0 0} v able au ;"’i"t TG-S =1y M
doigt ,¥,Z) et doigt de direction w; 0)yp ,cen:: ela Z 0)om
sphére
Liaison z 2 z w, 0 liln;;;uemen.t -
3 | sphérique | ..decentre0 2 @l«r 0 1 V(Se/sD}={wy 0 "3 ie:t::::;:t TSk —»s,)}={)z' o}
tul ~ Yy w, 0 ’ 0Jo,
(rotule) 0] Y o] y “ oB sphére o
= z
z 0 W 0 L
Li " A Al =
3 |Lasonappul | o3 1 . .| s/sor=40 ¥ Valableentout | vy, 553 4o M
plan oint de 'espace
5 Yy w, 0 AB p p Z 0/a
Liaison = Uniquement
sphére- AN @x W valall)?u:u oint 0 0
4 cylindre ..d'axe (0,%) 0 . Ws/s)y=4wy 0 eanp TG-5)=4{r o
" . 1 0 O, centredela 0
(linéaire Y @z 0B 0.3
annulaire) T sphére
Liaison ... de direction = = 0V Valable e n tout
lindre-plan = - “ln 7 oL
4 cy(unéaire (0.¥) etde AN E;ﬁ—' Ws/spy =10y % pointdu plan {T(S~»>s)r=40 o
rectiligne) normale Z %72 204y @z 0)4z (0.7.2) 0am
= =T
M;ZO Nt 7
Nouvelle
Liaison T norm 1+ - W Vy Valable en tout 0 0
5 sphére-plan ...dde centre; OZ— :,2 4 Do =757 | Wse/soy = {“’y v point de I'axe TGS ->s)3=4{0 o
(ponctuelle] etde normale 6 1 "“f.‘:;‘;:g - 17_ normo w, 0 . (O,Z) sz
€
2§




