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1 Introduction sur la topologie algébrique

La notion de topologie algébrique est attribuée au Francais Henri Poincaré. Cette branche de la
topologie cherche a associer des objets algébriques aux objets manipulés en topologie, afin de classifier
ceux-ci de maniere plus simple et rigoureuse. Le coeur de mon étude en topologie algébrique est
I’homotopie. Une homotopie traduit une déformation continue d’un chemin en un autre. L’homotopie
amene ensuite la notion de groupe fondamental.

2 Topologie algébrique
2.1 Contexte
e X est une partie connexe par arcs d’un espace métrique (R, n > 1)
e x( est un point de X
e ~ désigne un chemin sur X, c’est-a-dire une application continue de [0, 1] dans X

e Un cycle, un lacet ou une boucle basée en zg est un chemin 7 tel que y(0) = (1) = zo



2.2 Homotopie

Définition. Soient deux chemins g et v tels que vo(0) = v1(0) et Yo(1) = y1(1).

On dit que o est homotope & 71 ssi il existe une application H : [0,1]> — X telle que
o Vs € [0,1), H(s,0) = H(s, 1) = 70(0) = 71(0)
o Vt €[0,1], H(0,t) = 7o(t)
o Vt€[0,1], H(1,t) = (t)

H formalise la transformation continue de 7y en ~;. La variable s est le pas de transformation et ¢ est
I’avancement sur le chemin intermédiaire. La fonction H est appelée homotopie et on dit alors que ~yg
est homotope a ;.

2

Propriété. La relation ” 7y est homotope & 7; 7 est une relation d’équivalence :

e Réflexivité : (s,t) — ~(t) montre que 7 est homotope & lui-méme.

e Symétrie : Si H est une homotopie de v & 71, alors (s,t) — H(1 — s, t) est une homotopie de v,
a Yo-

e Transitivité : Si Hy est une homotopie de g & 1 et H; une homotopie de 1 a s,

Hoy(2s,t) sise€ [O, %]

H: (s,1) r—>{
Hi(2s —1,t) sise [3,1]

N

est une homotopie de vy a 2.

On dira maintenant que -y, et 73 sont homotopes, et on notera cela vy ~ ;. De plus, on notera [v] la
classe d’équivalence de ~y pour cette relation.

t
Iz~ I~
70 ga!
Figure 2: Un exemple de lacets non homotopes
s
0 1

Figure 1: Représentation de I’homotopie par un
carré



2.3 Groupe Fondamental
2.3.1 La loi de groupe

On travaille désormais avec des lacets seulement, tous basés en z.

On note 71 (X, zp) Pensemble des classes d’équivalences des lacets basés en g pour la relation d’homotopie.
On T'appelle le groupe fondamental de X relativement a zg.

On le munit de la loi de composition interne - (concaténation) définie par :

(o)1) = {%(%) ieelos
M2t —1) site [1,1]

Yo - 71 est le lacet qui parcourt d’abord g puis ;.
Propriété. La concaténation est compatible avec la relation d’homotopie :
Yo=Yt =Y = Yo N NN
Preuve. Soient Hy homotopie de vy & 7, et Hy homotopie de 71 & 7.
Hy(s,2t) sitelo,
H: (s,t) — [0.]
Hi(s,2t—1) site [1,1]
est une homotopie de vo - 71 & 7 - v{. On notera ensuite [yo] - [v1] = [70 - 71]-
Propriété. (m(X,zp),-) est un groupe.
e Elément neutre : [C, ] ot Cy, : t — 0.
e Symétrique : la classe de 7 : t — (1 — t) est le symétrique de [v].
e Associativité : (70 -71) <72 ~ 70 - (71 - 72), donc ([vo] - [11]) - [e] = [yl - (Ina] - [r2))-
Preuve.

o (s.) 7(1?5) sitG[O,%(s—f—l)]

To sinon
est une homotopie de v - Cy, a 7.
xo site[0,5(1—2s)]
H':(s,t)*—> 2t — (1 — ) .
Y 174—3 simon
est une homotopie de Cy, - v a 7.
Ainsi [7] - [Cso] = [7] = [Ca } v]; [Cxo] est bien I'élément neutre.
~v(2t) site [0,152]
H(s,t) — ¢ v(1—35) =7(s) sit e [152, 1]

F(2t — 1) =~y(2 —2t) sinon

est une homotopie de C;, & v - 7.
En inversant les roles de v et 7, on obtient 7 - v ~ C,,, Aol [7] - [7] = [Cxo] = [7] - [7] : tout élément
est symétrisable.



4t . —s
70(2—3) 81te[0,24]
H: (s,t) = ndt—(2-53)) si t € [37%, 27
(4t(35)) .
vo| ———= ] sinon

1+s

est une homotopie de (o -71) - y2 & Yo - (71 - 72), d’out 'associativité.
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2.3.2 Propriétés du groupe fondamental

Propriété. Le groupe fondamental de X est indépendant du point base. C’est-a-dire que pour
Yo € X, m (X, z0) = 71 (X, v0)-

On pourra alors noter 71(X) le groupe fondamental de X, sans privilégier de point base. On aura
systématiquement besoin, en pratique, d’un point base ; cette notation est la pour alléger la précédente.

Propriété. Le groupe fondamental est un invariant topologique : si X est homéomorphe & Y, alors
71(X) est isomorphe a 7 (V).
2.3.3 Théoreme de relevement

Soit v un lacet sur U = {z € C | |z| = 1} basé en 1. Le théoreme de relevement donne 'existence et
I'unicité de 7 : [0,1] — R tel que 7(0) = 0 et V¢ € [0,1], v(t) = ¢7®). Ce théoréme permet de calculer
le groupe fondamental du cercle, mais aussi de formaliser la notion de ” tours ” effectués par un lacet.

Propriété. Le nombre de tours effectués par un lacet y sur U est donné par %ﬁl(l), et o =7 —
Yo(1) = H1(1).
2.3.4 Quelques groupes fondamentaux

e Si X est convexe, m(X) ~ {0}.

e Si X est étoilée par rapport & un de ses points, 7 (X) ~ {0}.

e Les espaces ayant un groupe fondamental trivial sont dits contractiles.

71 (SY) =~ Z, ot St = U est un cercle.

o 7 (T) ~ Z?, T étant un tore.



3 Analyse Complexe

3.1 Les bases de ’analyse complexe

On travaille avec © un ouvert de C.

f désigne une fonction de ) dans C.

f est holomorphe si f'(zp) = lim [(z0) = f(2)

z—20 zZ0 — 2

est bien définie pour tout zg et f’ est continue.

On dit que f est analytique si f est développable en série entiere au voisinage de tout zg € €.

1
L’intégrale sur v, un chemin C! sur €, de f holomorphe est définie par : /f = / (fovy) x+.
o 0

3.2 Homotopie et Analyse Complexe
3.2.1 Théoréme d’invariance

Nous allons maintenant mettre en évidence la puissance des outils vus en topologie algébrique, en les
appliquant a I’analyse complexe.

Théoréme. L’intégrale sur un chemin est invariante & homotopie pres. C’est-a-dire que pour deux
chemins g et 1 sur €,

Yo =71 = / f= g
Yo Y1

Une preuve dans un cas particulier est donnée en annexe.

3.2.2 Application a la détection pratique de zéros de polynémes

Voici maintenant ce autour de quoi va tourner mon travail en analyse complexe. Du théoreme
précédent, on déduit un algorithme qui permet de rechercher des zéros de polyndémes et de les ap-
procher.
Soit P un polynéme de C[X] :
e Majorer en module tous les zéros, ce qui est possible car | |lim |P(z)] = +o0 ; soit M un
z|——+o00
majorant.

e Paver le carré de centre 0 et de coté 2M en 100 carrés de méme taille.
e En intégrant 2 sur chacun des carrés (en pratique on intégrera sur les cercles circonscrits aux

1
carrés), déduire ceux contenant des zéros, / 2 #0 = Il y a un zéro de P enlacé par ~.
¥

e Répéter le processus sur ces mémes carrés, et continuer jusqu’a avoir une approximation conven-
able des zéros de P.

3.3 Les grands théoréemes de ’analyse complexe

Théoreme fondamental. Il est beaucoup plus aisé de montrer qu'une fonction est holomorphe que
de démontrer qu’elle est analytique. A priori, 'analyticité est une propriété beaucoup plus forte que
I’holomorphie. Cependant, pour des fonctions de C dans C, on a équivalence entre ces deux propriétés.
C’est cette propriété étonnante que je vais maintenant démontrer.



Preuve. Soit zg € Q. Je vais démontrer que f est développable en série entiere sur B(zg, R), ou
R =d(20,C\ Q) >0 (avec R =400 si Q2 =C).

Soit z € Q, soit rg € ]0, R — |29 — 2|[, de sorte que B(z,709) C B(20, R), et posons 7, : t > z + re'?mt,
Soit 7 € 10, R — |20 — #|[,

1 27t ) 1 )
’I“) — 7/ (w f zZ+re ) 2% - Tezzwt dt = / f(Z + TelQ‘n’t) dt.
2im w 0

— z = %r C pei2nt

La continuité de f en z donne I(r) — f(2), et comme les 7y, ., 7 € |0, R — |29 — z|[, sont homotopes
r—

par une homotopie de classe C2, I est constante égale & f(2).

Ainsi,

2 w—z

z,70

Montrons maintenant que pour tout r € |0, R[, 7s,,» est homotope & 7, ., par une homotopie C?. Les
deux chemins sont de classe C2, et

I: (S,t) — S’YZO’T(IJJ) + (1 - 3) Yz,ro (t)

est une homotopie convenable de classe C2.
Par conséquent,

1 i2mt _ 1 2t
f(Z):if f( ) dw—i %2”‘..7@12#2&6&_:/ Lji)dt
2 o W2 2 Jo rei?m 4 2 — 2 0 1— 222

1
En utilisant le développement en série entiere de z +—> 11— et par changement de variable ¢t — 27t
—z

1 2 1o e—int oo 1 2m ) .
flz)= o /. f(zo +re') ngo (z— zp)"dt = ngo ¥ < ; f(zo +ret)ye ™ dt) (z — z0)™.

On intervertit série et intégrale car la convergence de la série est normale sur B(zg, 7).
f est développable en série entiere ; les coefficients sont ceux donnés par les formules de Cauchy :

1 27 . .
flzo+ 7'6“9) e~ qg.

a, =
2mrm

De plus, cette preuve montre que le rayon de convergence est égal & d(zg, C\ Q) (Panalyticité seule ne
donnait pas cette information).
On a démontré au passage la formule de Cauchy intégrale :

f<z>=?/% ) g,

um

qui amene naturellement la notion d’indice de lacet.

Soit a € C. L’indice d’un lacet  sur C\ {a} par rapport & a est le nombre de tours qu’effectue le lacet
1

autour de a. On formalise cette notion avec le théoreme de relevement : Ind,(y) = 2—(’)/(1) —4(0)).
im

Propriété. Soient a € C et v un lacet sur C\ {a}.

1 dz
Inda(y) = 20w / z—a
¥




Preuve. On ramene 7 & un lacet sur le cercle de rayon 1 et de centre a : par le théoréeme d’invariance,
v~ (t — ggg:zl + a) (cette relation est admise, sa démonstration étant technique). Ce lacet est la
projection de « sur le cercle ; son relevement coincide avec celui de ~.

Par le théoreme d’invariance,

dz L3(t) e v,
e Ay T =3(1) — 7(0).
A & / Dt / 5(t) dt = 3(1) — 5(0)

Dot Tndy (7) = — / dz
v

2 |, z—a’

Théoréme des résidus.

/ f(z)dz =2mi Zlndak (7) - Res(f, a),

k=1

ol les ay, sont les poles de f, et Res(f,a) est le résidu du péle a pour f, défini comme le coefficient en
+oo

du développement en série de Laurent Z cx(z —a)¥ (dont on admet l'existence et 1'unicité).

zZ—a
k=—0o0

/
Preuve dans un cas particulier. Soit P € C[X] ; démontrons le théoréme pour f = Zh
T T
m
P étant scindé, on écrit P = H(X — ag)™, ce qui donne f(z) = Z ¥ On voit ici que
k=1 =1 © Ok

Res(f,ar) = my, et
P'(2) -
dz = mp /
| p =X
Retour sur la détection de zéros de polynémes. Fort de ce théoreme, j’ai affiné mon algorithme.

Il permet désormais non seulement de détecter la présence de zéros dans un cercle, mais de donner
exactement le nombre de zéros comptés avec multiplicité, donné par

1 [ P(2)
P(z)

dz
zZ — ag

2im Z Indg, () - Res(f, ax).
k=1

— dz,
2w J,

en prenant des lacets « d’indice 1.

En avancant dans l'itération de l'algorithme, les cercles sur lesquels on integre sont de plus en plus
petits. Or, les zéros d’une fonction analytique — et donc en particulier d’un polynéme — sont isolés. A
partir d’'un certain rang, chaque cercle restant contiendra au plus un zéro ; ceux donnant une intégrale
non nulle fournissent alors une valeur approchée et la multiplicité du zéro.

Exemples : comparaison des deux versions de 1’algorithme.

e Premier exemple : P = X2, on integre sur « : t — €27,

dz L 9imei2mt v
/ ) = / T ouont dt = 217('/ 677]27# dt = 0.
v ® o € 0

La premiere version ne détecte pas 0 comme zéro de X?2.

P 22 d 1 2 27t . pi2mt
5 P(2) Y 2 o €Tt et

La deuxieme version détecte deux zéros comptés avec multiplicités, ce qui correspond a 0 de
multiplicité 2.




e Deuxieéme exemple : P = X? — 1, on integre sur v : t s 2e%27,

[Y Pd(i) - L ,121 - zlJ/rQl dz

Le théoreme des résidus donne m =0 ; les deux zéros sont comptés mais se compensent.
z
y

/
/P<z)dz:/ dz +/ oo,
5 P(2) 21 42+ 1

Premieére méthode :

Deuxiéme méthode :

> Re(z)

4 Annexe

4.1 Invariance de l’intégrale sur un chemin, & homotopie pres

On suppose disposer d'une homotopie H de 7o & 71, de classe C? (les chemins ~y et 1 doivent donc
étre de classe C?).

On pose [ : s +— f- On va montrer que I est constante en prouvant que sa dérivée est nulle.
H(Sa )

Vs €[0,1], I(s) :/0 f(H(s,t)) x aa—lj(s,t) dt.

L’intégrande est de classe C* sur le compact [0, 1]?, donc on peut appliquer le théoréme de dérivation
sous le signe intégrale :

%I(s) - /01 % ((f o H)(s,t) x %‘Zl(s,to dt

LoH oH , O*°H
=, 5 (s,t) - Bs (s,t) - f'(H(s,t)) + f(H(s,t)) - 95 5t (s,t)dt.
. N *H _ °H :
Le théoréme de Schwarz appliqué & H donne 9501 — 9105’ donc :
d Y oH OH , 0*H
%I(S) =/ E(svt) : E(Svt) - f'(H(s, 1) + m(&t) - f(H(s, 1)) dt.



a—ls{(s,t) (f o H)(s,1), d'o :

On reconnait dans l'intégrande la dérivée par rapport a ¢ de

210 = [ 2 (G0 romen ) a =Gl 1) - 5 6,00 (01(6,0) <o

Cette derniere égalité vient du fait que H(s,0) = 70(0) = y1(0) et H(s,1) = v(1) = 11(1) pour tout
. . OH 0H
s, ce qui entraine —(s,0) = 0= —(s,1).

0s Os

I est constante, donc I(0) = I(1), c’est-a-dire / f= / f
Yo 71
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