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Résultat établi par Banach et Tarski en 1924,
Il est possible de découper la boule unité de R? et un nombre fini de
morceaux et de les recoller pour former deux autres boules identiques.
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Image : Benjamin D. Escham

Particularités de ce théoréme :
m Caractére extrémement contre-intuitif.
m Les morceaux sont en nombres fini.

m La démonstration repose sur |'utilisation de I’axiome du choix.
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m Démontrer le théoréme.

m En étudier les conséquences notamment sur les mesures des parties
bornées de R3.
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Al B.

Un déplacement est une translation, une rotation ou une

composition des deux.
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Défintion /Propriété : G-équidissécabilité

m Soit G un groupe quelquonque de déplacement de R3.
m Soit A et B deux ensembles de R3.

m A est dit G-équidissécable a B s'il existe une partition de A,
A =], A et une partition de B, B = |!_, B; tel que
Vi e [I]., n|] Jpi € GB; = (p,'(A,')

m On notera A g B.

m La relation d'équidissécabilité selon G est une relation
d’équivalence (cf. annexe).
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Théoréme de Banach-Tarski(version faible)

m Soit ¥ une boule fermée de R® de rayon r > 0. Il existe G
un groupe de rotations tel que :
m Y est G-équidissécable a deux boules fermées, disjointes, de

rayon r.

Théoréme de Banach-Tarski (version forte)

m Soit A, B deux parties bornées de R3, d'intérieur non vide.

m Alors, il existe D un groupe de déplacements de R3 tel que

A2 B
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Objectif : le théoréeme d'Hausdorff

Théoreme d'Hausdorff

Soit S la sphére unité de R3, alors il existe G un groupe de rotation

et une partition de S, S =AU BU CUD tel que :
m D est dénombrable
s AZBEC
A

BLIC

o e
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La construction de G

On définit G comme étant le sous groupe de O engendré par les
rotations ¢ et ¢ :

def

G = (p,9)
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Propriété

La forme réduite d'un élément de G différent de l'identité est
unique.
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m p(A) C(AUB'), donc p(A LUB)C @A) (car p=p1)
mY(A)C B, ¢(B')cC T, y(C)CA

m On proceéde par réccurence sur la longueur des éléments.
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L Le théoréme d’Hausdorff

Partionnement du groupe

Construction des ensembles

Initialisation
m On choisit id € A’
Hérédité
Soit p € N* et v un élément de longueur p. On suppose les éléments de
longueur p — 1 placés.
m v s'écrit sous forme réduite, on en note J le premier élément (o, ¢
ou 9 )

m On a donc v = ju avec u de longueur p — 1.
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Partionnement du groupe

Construction des ensembles

1]
/\\ Siv=1u

mSiveA,vebB..

Si v =1%u
mSiveA, vel..
Y Yy

On construit ainsi A, B’ et C'.

G=AUuU BuCC
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m Soit S la sphere unité de R3

On considére D |'ensemble des points de percées des axes des
rotations des éléments G (sans I'identité).

D est I'ensemble des points fixes des rotations de G.
m D est dénombrable car G I'est.
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m Pour x € S’ = S\D on note I(x) = {g(x)/g € G} I'orbite de x.

m Les orbites forment une partition de S car (g, x) — g(x) est une
action de groupe.

m Donc §' = | .5 /(x)
Le nombre d’orbites est non dénombrable (cf. annexe).
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On applique I'axiome a I'ensemble des orbites.

m |l existe une partie X € S’ qui contient un unique élément de
chaque orbite.

Donc §' = G(X) = |_|g6Gg(X)
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Le théoreme d'Hausdorff

mS=SUD=AuBUC UD

. . G G .G ,
m On verifie facilement que : A= BU C et que A= B = C (découle
des propriétés sur A’, B’ et (')
D'ou le résultat :

Théoreme d'Hausdorff

Soit S la sphére unité de R3, alors il existe G un groupe de rotation
et une partition de S, S =AU BU CUD tel que :

m D est dénombrable
G .G

m A=B=C

s ASB||C
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Un second lemme

Lemme de Banach-Tarski

G
=5 U5, avec 51 et S,

Soit S une sphére de rayon r > 0, alors S
deux sphéres de rayon r.

Démonstration

m D'aprés Hausdorff, S=AUBLCUD
On va partionner A, B et C
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Un second lemme

ES=AUBUGUAU BUGUD

m On pose 51 AU Bll_ICl et S, =AU BUuGUD
A= B Adonc Al = A

m De meme:Ang, BlzB, B,
Donc i 2 S\Det S =S

Avec le premier lemme : 51 s S car D est dénombrable.
m Donc §=5US5; avec 1 = Set S, = S [ |

B, =Ne
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m Soit ¥ une boule fermée de R3 de rayon r > 0.

m Alors ¥ est G-équidissécable a deux boules fermées,
disjointes, de rayon r.

Démonstration en annexe
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Théoréme de Banach-Tarski (version forte)

m Soit A, B deux parties bornées de R3, d'intérieur non vide.

m Alors, il existe D un groupe de déplacements de R3 tel que
A=B

O
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Démonstration
On raisonne par |'absurde.

Soit X une partie bornée de R3 de mesure non nulle (existe car p
n'est pas identiquement nulle).

m |l existe alors une boule B tel que X C B. Donc u(B) #0

G
Or B = B; U B, avec By, B, des boules de méme rayon que B.

Donc p(B) = p(B1) + p(B2) = 2p(B) donc u(B) =0, c'est
absurde. W
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l7Une conséquence du théoréme

Conclusion

Résultat extrémement contre-intuitif.
Sort de I'ordinaire.

L'axiome du choix est nécessaire pour la démonstration.

Le théoréme et ses corollaires ne sont pas démontrables sans ce
dernier.

Merci de votre attention!
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L Annexes
Démonstration : La G-équidissécabilité est une relation d’équivalence

Soit G un groupe de déplacement de R3
m Symétrie Soit A € R3

Onaid e G et A= id(A) donc A=

A.

G
m Reflexivité On suppose A= B
Les rotations sont bijectives, donc pour A;, B € R3, u; € G si

A; = u;i(B;) alors B; = u*(A;), puis par union, B =
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LDémonstration : La G-équidissécabilité est une relation d'équivalence

Démonstration formelle

Avec les notations de la définition :

On suppose A £ Bet B £ C
B=l_,BietB=_]_, 5

On pose Kj; = B;N B} Donc B = L, |_|j'.’:1 K
On pose A;j = ¢; (K ) et G = ¢} (Ki)
Ainsi : 1[11-_1 o wi(Aij) =G

= DoncAZC. m
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L Annexes

Démonstration : L'ensemble des orbites n'est pas dénombrable

5" = S\D et D est dénombrable.
S n’étant pas dénombrable, S’ ne I'est pas.
Une orbite est dénombrable.

S’ étant partionnée en orbites, si I'ensemble des orbites était
dénombrable, S le serait.

L'ensemble des orbites est donc non-dénombrable.
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3. Démonstration du premier lemme
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L Annexes

Démonstration du premier lemme

Soit A un axe ne passant par aucun point de T.

Il existe o € G tel que les ensembles (¢"(T))nen soient disjoints
deux a deux. En effet, I'ensemble des angles ne vérifiant pas cela est
dénombrable, [0,27] ne I'est pas.

On note P& | | _(o"(T))

On pose R = S\P Donc :
S=RUP
S\T=R U (P\T)
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m Soit A un axe ne passant par aucun point de T.

m |l existe 0 € G tel que les ensembles (o"(T))nen soient disjoints
deux a deux. En effet, I'ensemble des angles ne vérifiant pas cela est
dénombrable, [0,27] ne I'est pas.

def
m Onnote P = | |,.x(c"(T))

m On pose R = S\P Donc :
S=RUP
S\T=R U (P\T)
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L Annexes

Démonstration du premier lemme

m Soit A un axe ne passant par aucun point de T.

m |l existe 0 € G tel que les ensembles (o"(T))nen soient disjoints
deux a deux. En effet, I'ensemble des angles ne vérifiant pas cela est
dénombrable, [0,27] ne I'est pas.

® On note P %/ Llpen(a™(T))

m On pose R = S\P Donc :
S=RUP
S\T=R U (P\T)

8 Or 0(P) = ||yene (0"(T))nery = P\T Donc P £ P\ T
mllvient SZS\T. W
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4. Démonstration de Banach-Tarski (version faible)
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L Annexes
Démonstration de Banach-Tarski (version faible)

m Soit G le groupe des déplacements de R3.

m On pose ¥/ = X \{0} et S la spheére frontiére de X.

m On décompose Y’ de maniére similaire a la sphére.

“
X

19

mllvient: X' =%, UX, U {0}
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L Annexes

Démonstration de Banach-Tarski (version faible)

m Soit G le groupe des déplacements de R3.
m On pose ¥/ = X \{0} et S la spheére frontiére de X.

m On décompose Y’ de maniére similaire a la sphére.

“
X

m 1l vient - ¥/ 2 ¥, LT, LU {0}
m |l faut montrer que ¥’ Sy
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L Annexes

Démonstration de la version forte

m Soit X, Y deux parties bornées d’intérieurs non vides.
m || existe deux boules de rayon r >0, X, C XetX, C Y.
m En recouvrant X de boules fermées (on a X compact), on montre

D D
que X, = X puis que >, = Y avec D le groupes des déplacements

de R3.

D
m Comme ¥, =

2

Y, onobtient X=Y. R
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