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Introduction

Définition
Un Tuned Mass Damper (TMD) ou Pendule à Masse
Accordée est un dispositif mécanique passif modélisable par une
boucle de rétroaction. En réagissant aux oscillations d’une
structure, sa masse secondaire génère une force d’inertie opposée
qui atténue les vibrations de la structure.

Applications : Gratte-ciels, ponts, tours, structures sensibles
aux séismes
Exemple emblématique : La tour Taipei 101 (TMD de 660
tonnes)
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Introduction

Figure 1 : Tuned mass
damper

Figure 2 : La tour de Taïpeï 101
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Problématique

Problème central
Comment le TMD permet-il de réduire les vibrations des
structures soumises à des sollicitations dynamiques, et
quelles sont les limites du TMD linéaire face aux excitations
réelles, justifiant l’introduction du TMD non linéaire ?
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4 Conclusion
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Modèle simplifié

Tour TMDh

k

h1

k1

u
0 x x + u
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Bilan des forces

Forces sur la tour (masse m) :

Extérieure : f⃗0(t) = f0(t )⃗ex

Rappel élastique : f⃗elas = −kx⃗

Frottement : φ⃗ = −h ˙⃗x

Forces sur le TMD (masse m1) :

Rappel élastique : f⃗1 = −k1u⃗

Frottement : φ⃗1 = −h1 ˙⃗u
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Systèmes d’équations
Système original [A] (h = 0) :{

mẍ + m1(ẍ + ü) = −kx + f0(t) [A1]
m1(ẍ + ü) = −k1u − h1u̇ [A2]

Système transformé [B] :{
(1 + α)ẍ + αü + ω2

0x = a0(t) [B1]
ẍ + ü + 2η1ω1u̇ + ω2

1u = 0 [B2]

α = m1

m ω2
0 = k

m β = ω1

ω0

ω2
1 = k1

m1
η1 = h1

2
√

k1m1
a0(t) = f0(t)

m

Tuned Mass Damper Page 9 / 45



Modélisation théorique
Optimisation du TMD

TMD face à la non linéarité
Conclusion

Comparaison des équations de mouvement

ẍ + ω2
0x = a0(t)

sans TMD

{
(1 + α)ẍ + αü + ω2

0x = a0(t)
ẍ + ü + 2η1ω1u̇ + ω2

1u = 0

avec TMD

α = m1

m ω2
0 = k

m β = ω1

ω0

ω2
1 = k1

m1
η1 = h1

2
√

k1m1
a0(t) = f0(t)

m
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Figure – Influence du TMD
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Fonctions de transfert

Expressions des fonctions de transfert :

H1(z) = U
X = z2

−z2 + 2iη1βz + β2

H2(z) = B
A0

= z2

(1 + α + αH1)z2 − 1

X Déplacement complexe de la tour
U Déplacement relatif du TMD
A0 Amplitude complexe de l’excitation
B = −ω2X Accélération complexe de la tour
z = ω/ω0 Fréquence réduite
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Gain normalisé

Expression du gain normalisé G2

G2 = |H2| = z2√
[(1 + α)z2 − 1]2 + 4α2z2

η2
1β2

Paramètres :
α = m1

m β = ω1
ω0

η1 = h1
2
√

k1m1
z = ω

ω0
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Visualisation 2D

Figure – Perspective 2D de G2(z)

Valeurs utilisées : α = 0.1 ; β ≈ 0.95
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Critères d’optimisation : Principe du minmax

Objectif de l’optimisation
Dans le meilleur cas possible, il faut que :

Les deux pics soient les plus bas possibles.

Leur amplitude soit égalisée pour éviter qu’un pic domine l’autre (ce
qui créerait un point faible dans la plage fréquentielle critique).
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Réponse fréquentielle

0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3
0

1

2

3

↓ Pics
minimisés

↓ Amplitude
excessive

↑ Déséquilibre
critique

zR1 zR2

Pulsation réduite z = ω/ω0

Ga
in

G 2
(z

)

Exemple d’une réponse fréquentielle pour différents réglages

Optimale : pics bas et égaux
Sous-optimale : pics hauts mais égaux
Non optimale : pics inégaux
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1 Points fixes : Les courbes |H2(z)| passent par deux points
fixes indépendants de η1, solutions de :

dG2
dz = 0

Ces points vérifient
(

1 + 1
β2

)
z4 − 4z2 + 2β2 = 0.

2 Égalisation des pics : En choisissant β = 1√
1+α

(pour
accorder le TMD), et en égalisant les amplitudes aux points
fixes, on obtient l’équation :

η2
1 = 3α

8(1 + α)
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Résultat optimal

La valeur optimale de l’amortissement
(Relation d’HARTOG) est donc :

ηopt =
√

3α

8(1 + α)
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Verfication experimentale de l’influence du TMD

Figure – Réalisation de l’expérience
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Materiels utilisés
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influence du TMD

Sans TMD Avec TMD quelconque
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verification de l’optimalité du choix de ηopt

Figure – ressorts utilisés
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Figure – Tour sans TMD-avec TMD quelconque-avec TMD optimisé
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Introduction de la non linéarité

A grande échelle les ressorts sont caractérisés par une non-linéaire
(type Duffing) :

kx −→ kx + αx3

On obtient alors un système non linéaire couplé :{
mẍ + hẋ + kx + αx3 + h1(ẋ + u̇) + k1(x + u) = F0 cos(ωt)
m1ü + h1(u̇ + ẋ) + k1(u + x) = 0

avec :
x(t) : déplacement de la tour,
u(t) : déplacement du TMD relatif à la structure,
αx3 : non-linéarité de type Duffing.

Tuned Mass Damper Page 27 / 45



Modélisation théorique
Optimisation du TMD

TMD face à la non linéarité
Conclusion

Portrait de phase du TMD
linéaire

Portrait de phase du TMD
non-linéaire
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TMD dans l’air
Dans l’air, le frottement est modélisé comme visqueux et linéaire :

Flin = h1u̇

L’énergie dissipée sur un cycle d’oscillation T s’obtient par
l’intégrale du travail de cette force :

Ediss,sec =
∫ T

0
Flinu̇dt = h1

∫ T

0
u̇2dt

En injectant l’expression de la vitesse pour un mouvement
harmonique u̇ = U0ω cos(ωt), l’intégration donne le résultat exact :

Ediss,sec = πh1ωU2
0
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TMD immergé
Dans un liquide, l’amortissement est régi par la traînée
hydrodynamique de Navier-Stokes. La force est proportionnelle au
carré de la vitesse :

Ffluide = 1
2ρf CdAu̇|u̇|

L’intégrale du travail mécanique devient alors :

Ediss,immerge =
∫ T

0
Ffluide u̇dt = 1

2ρf CdA
∫ T

0
|u̇|3dt

Après intégration de la valeur absolue au cube sur une période T ,
on obtient :

Ediss,immerge = 4
3ρf CdAω2U3

0
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Comparaison des lois de dissipation
Dans l’air (Amortissement linéaire) :

Ediss,sec = πh1ω U2
0

Dans l’eau (Amortissement quadratique) :

Ediss,immerge = 4
3ρf CdAω2 U3

0

Conclusion sur l’efficacité dynamique
L’énergie dissipée croît de manière quadratique dans l’air, mais de
manière cubique dans le liquide.
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Figure – TMD immérgé
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TMD optimal dans l’air TMD optimal immérgé
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Conclusion

Figure – Les 4 résultats obtenus
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Annexe : valeurs utilisé et conditions de l’expérience

Paramètre Valeur Interprétation
m 5Kg Masse de la structure principale
m1 0.5Kg Masse du TMD (très légère)
h 0.00N.s/m Amortissement sur la tour
h1 0.05N.s/m Amortissement du TMD
k 14N/m Raideur de la tour
k1 1.16N/m - 2N/m Raideur du ressort du TMD

Conditions initiales :

x(0) = 0.1, ẋ(0) = u(0) = u̇(0) = 0



Annexe :Détermination de la valeur de koptimal

koptimal = k · α

(1 + α)2 (1)

Application numérique avec m = 5 kg, m1 = 0, 5 kg et
k = 14 N/m :

Rapport des masses :

α = m1
m = 0, 5

5 = 0, 1 (2)

Raideur optimale :

koptimal = 14 · 0, 1
(1 + 0, 1)2 = 1, 4

1, 21 ≈ 1, 16 N/m (3)



Annexe :conception d’une tour avec un TMD immérgé

Figure – Conception d’une tour avec un TMD immérgé
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Code arduino de la MPU6050
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