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1 Introduction
Le concept d’homotopie a vu le jour au début du XXe siècle, grâce à des mathématiciens tels

que Henri Poincaré, considéré comme le fondateur de la topologie algébrique, et Luitzen Egbertus
Jan Brouwer. Une homotopie correspond à une déformation continue d’un chemin d’un espace
topologique à un autre. Ici, nous nous intéressons notamment au cas des chemins dont les deux
extrémités sont identiques, appelés lacets. Malgré une définition liée aux chemins continus, nous
utilisons l’homotopie essentiellement pour les outils qu’elle permet de définir, à savoir la relation
d’équivalence et le groupe fondamental, ou groupe de Poincaré.
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Notations utilisées :

• Pour n ∈ N∗, Bn = {x ∈ Rn, ∥x∥ ≤ 1}, où ∥ · ∥ est la norme euclidienne canonique de Rn,
est la boule unité fermée de Rn.

• Pour n ∈ N∗, Sn = {x ∈ Rn+1, ∥x∥ = 1} est la sphère unité de Rn+1, appelée n-sphère.

2 Homotopies, généralités
2.1 Définitions

Soit X une partie de Rn, avec n ≥ 1.

Définition 1. Un chemin continu de X est une application γ : [0, 1] → X continue, on dit alors
que γ(0) et γ(1) sont les extrémités de ce chemin.

Définition 2. Un chemin continu γ de X est appelé lacet si ses extrémités sont confondues, i.e.
si γ(0) = γ(1).

On peut voir visuellement une telle application γ : [0, 1] → X comme un chemin qui se
promène, en allant de γ(0) à γ(1), dans l’espace X, d’où le nom.

Définition 3. On dit que 2 chemins continus γ0 et γ1 de X sont homotopes s’il existe une
application H : [0, 1]2 → X telle que :

• ∀t ∈ [0, 1], H(t, 0) = γ0(t)

• ∀t ∈ [0, 1], H(t, 1) = γ1(t)

On dit alors que H est une homotopie de γ0 vers γ1.
Si γ0 et γ1 ont mêmes extrémités, i.e. si γ0(0) = γ1(0) et γ0(1) = γ1(1), on dit que les deux chemins
sont homotopes strictement si on a de plus
∀s ∈ [0, 1], H(0, s) = γ0(0) = γ1(0) et H(1, s) = γ0(1) = γ1(1).

L’homotopie est donc la déformation continue d’un chemin continu vers un autre, que l’on peut
facilement se représenter visuellement.

Figure 1 – Illustration d’une homotopie stricte
de γ0 vers γ1
(source : site du département de mathématiques
et applications de l’École Normale Supérieure
de Paris)

Figure 2 – Ici, les deux lacets g1 et g2 d’extré-
mité u, à valeurs dans un tore de R3, ne sont
pas homotopes
(source : Frédéric Elie sur researchgate. net )
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On peut généraliser cette définition :

Définition 4. Si X et Y sont respectivement une partie de Rn et une partie de Rm et f, g : X → Y
deux applications continues, on dit que f et g sont homotopes s’il existe une application continue
H : X × [0, 1] → Y telle que :

• ∀x ∈ X, H(x, 0) = f(x)

• ∀x ∈ X, H(x, 1) = g(x)

2.2 Premières propriétés
Proposition 1. Les relations "être homotopes" et "être homotopes strictement" sur les chemins
continus de X (respectivement sur les applications continues de X dans Y ) sont des relations
d’équivalence.

En considérant, pour un chemin continu γ, l’application H : (t, s) ∈ [0, 1]2 7→ γ(t), on a la
réflexion.
La symétrie se montre en considérant, si H est une homotopie de γ1 vers γ2,

∼
H : (t, s) 7→ H(t, 1−s).

Enfin, si H1 est une homotopie de γ1 vers γ2 et H2 une homotopie de γ2 vers γ3, alors en posant,
pour (t, s) ∈ [0, 1]2, H0(t, s) = H1(t, 2s) si s ∈ [0, 1

2 ] et H0(t, s) = H2(t, 2s − 1) sinon, H0 est une
homotopie de γ1 vers γ3, d’où la transitivité.

Proposition 2. Deux lacets homotopes strictement à valeurs dans S1, identifié à l’ensemble U des
complexes de module 1, effectuent le même nombre de tours autour du cercle unité.

Démonstration :

Si γ est un lacet parcourant U, on note γ(0) = eiθ, avec θ ∈ [0, 2π[.
Alors, d’après le théorème du relèvement 1, il existe une unique application continue
φ : [0, 1] → R telle que :
φ(0) = 0
∀t ∈ [0, 1], γ(t) = ei(θ+2πφ(t)).
On a alors φ(1) ∈ Z et φ(1) est le nombre de tours, comptés algébriquement, qu’effectue le
lacet γ dans le sens trigonométrique autour du cercle unité.

Si γ1 et γ2 sont deux lacets homotopes strictement d’homotopie H, alors pour s ∈ [0, 1],
t 7→ H(t, s) est un lacet, on a donc l’existence de Φ(s) continue et θ0 ∈ [0, 2π[ telles que
∀t ∈ [0, 1], H(t, s) = ei(θ0+2πΦ(s)(t)).

Alors Φ est continue pour la convergence simple.
Si (sn)n∈N ∈ [0, 1]N est telle que sn −→

n→+∞
s, alors pour t ∈ [0, 1], H(t, sn) = ei(θ0+2πΦ(sn)(t)) −→

n→+∞
ei(θ0+2πΦ(s)(t)), donc (Φ (sn))n∈N tend vers un relèvement de t 7→ H(t, s) valant θ0 en 0, i.e.
Φ(s), d’où la continuité de Φ.
s 7→ Φ(s)(1) est donc continue et à valeurs dans Z, donc constante.
Donc Φ(0)(1) = Φ(1)(1)
Or Φ(0)(1) (respectivement Φ(1)(1)) est le nombre de tours autour du cercle unité effectué
par le lacet γ1 (respectivement γ2).
Donc γ1 et γ2 effectuent le même nombre de tours autour du cercle unité.

1. Une preuve de ce théorème est donnée en Annexe A.
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2.3 Groupe fondamental (ou groupe de Poincaré)
2.3.1 Définition

Soit (X, p) une partie de Rn pointée, c’est-à-dire une partie X de Rn dont on a choisi un point
p ∈ X comme point de base
Avec la Proposition 1, on sait que l’homotopie stricte est une relation d’équivalence sur l’en-
semble des lacets d’extrémité p.
On va donc s’intéresser aux classes d’équivalence : si γ est un lacet d’extrémité p, on note [γ] sa
classe d’équivalence, et on note π1(X, p) l’ensemble des classes d’équivalence.

Si f et g sont deux lacets d’extrémité p, on note f ∗ g, ou plus simplement fg, le lacet par-
courant f puis g, en allant "2 fois plus vite".

Ainsi, f ∗ g : t ∈ [0, 1] 7→
{

f(2t) si t ∈ [0, 1
2 ]

g(2t − 1) si t ∈ [ 1
2 , 1] .

On notera alors [f ] ∗ [g] = [f ][g] = [f ∗ g].

Alors (π1(X, p), ∗) est un groupe 2, appelé groupe fondamental, ou groupe de Poincaré de X
basé en p.

Figure 3 – Exemple : on voit que tout lacet de B2 est strictement homotope à un point, donc
π1(B2) est le groupe trivial (ce qui sera démontré plus formellement en 3.3.2)

Proposition 3. Si X est connexe par arcs, alors pour p, q ∈ X avec p ̸= q, les groupes π1(X, p)
et π1(X, q) sont isomorphes.

En posant γ un chemin continu allant de p à q, alors

π1(X, p) → π1(X, q)
α 7→ [γ][α][γ]−1

2. Une preuve de la structure de groupe de π1(X, p) est donnée en Annexe B.
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est un isomorphisme de π1(X, p) sur π1(X, q).
Dans le cas où X est connexe par arcs, on pourra alors parler simplement de groupe fondamental
de X (à isomorphisme près), que l’on notera π1(X).

2.3.2 Invariance topologique

L’intérêt du groupe fondamental vient notamment de la propriété suivante :

Proposition 4. Si X et Y sont deux espaces topologiques connexes par arcs et homéomorphes,
alors leurs groupes fondamentaux sont isomorphes.
Autrement dit, le groupe fondamental est un invariant topologique.

Démonstration :

Soit f une application continue de X dans f(X)

X est connexe par arcs, donc f(X) l’est également.
f étant continue, si γ est un lacet de X, alors f ◦ γ est un lacet de f(X), que l’on note
f∗(γ).
On dispose alors d’une application f∗ de l’ensemble des lacets de X dans celui des lacets
de f(X).
Cette application est compatible avec l’homotopie stricte et avec la loi ∗ :
Si γ1 et γ2 sont deux lacets homotopes strictement d’homotopie H, alors f ◦ H est une
homotopie stricte entre f∗(γ1) et f∗(γ2).
Si γ1 et γ2 sont 2 lacets de X, on a bien (f∗(γ1)) ∗ (f(γ2)) = f∗(γ1 ∗ γ2).
On note ainsi f∗ le morphisme de π1(X, p) dans π1(f(X), f(p)) qui à [γ] ∈ π1(X, p)
associe [f∗(γ)] = [f ◦ γ].
On l’appelle morphisme induit par f .

On remarque que si f : X → f(X) est continue et g : f(X) → g(f(X)) est continue, alors
g∗ ◦ f∗ = (g ◦ f)∗.
Ainsi, en remarquant que (idX)∗ = idπ1(X,p), on obtient finalement que si f est un homéo-
morphisme de X dans Y , alors f∗ est un isomorphisme de π1(X, p) dans π1(Y, f(p)), car
(f−1)∗ ◦ f∗ = (f−1 ◦ f)∗ = (idX)∗ = idπ1(X,p) et ainsi f∗ est bijectif.

π1(X, p) et π1(Y, f(p)) sont donc isomorphes.

3 Utilisation des homotopies et du groupe fondamental
3.1 Théorème de d’Alembert-Gauss

Cette démonstration est un usage célèbre des homotopies.

Théorème 1 (de d’Alembert-Gauss). C est algébriquement clos, i.e. tout polynôme de C[X] de
degré supérieur ou égal à 1 admet une racine dans C.

Démonstration :

5



Il suffit de montrer que tout polynôme complexe de degré supérieur ou égal à 1 admet au
moins une racine, donc que tout polynôme qui s’annule nulle part sur C est de degré nul.
Soit donc P ∈ C[X] \ {0} tel que P n’admette aucune racine dans C, soit n = deg(P )
On veut donc montrer que n = 0.

Pour r ∈ R+, on définit le lacet αr : [0, 1] → U par :

∀t ∈ [0, 1], αr(t) = P (r exp(2iπt))/P (r)
|P (r exp(2iπt))/P (r)| .

P n’admet aucune racine, donc αr est bien défini et continu, pour r ∈ R+.

On remarque que (r, t) ∈ R+ × [0, 1] 7→ αr(t) est continue.
Donc pour r, q ∈ R+,

H : [0, 1]2 → U
(t, s) 7→ αsq+(1−s)r(t)

est continue ; c’est donc une homotopie, et αr et αq sont homotopes strictement.
Ainsi, les αr, pour r ∈ R+, sont 2 à 2 homotopes strictement.
En particulier, tous ces lacets sont homotopes strictement à α0, qui est un lacet constant
(égal à 1), donc tous ces lacets sont homotopes strictement à un point.

Quitte à diviser P par son coefficient dominant, on le suppose unitaire.
On note donc

P = Xn +
n−1∑
k=0

akXk

Soit ρ ∈ R tel que ρ > max(1,
∑n−1

k=0 |ak|)
Si z ∈ C est de module ρ, on a :

|a0 + a1z + ... + an−1zn−1| ≤ |a0| + |a1|ρ + ... + |an−1|ρn−1

≤ (|a0| + ... + |an−1|)ρn−1

≤ ρn

≤ |zn|

Pour s ∈ C, on pose Ps = s(a0 + a1X + ... + an−1Xn−1) + Xn.
L’inégalité précédente montre que si |s| ≤ 1, Ps n’admet pas de racine de module ρ et on
peut alors poser, pour t ∈ [0, 1] :

βs(t) = Ps(ρ exp(2iπt))/Ps(ρ)
|Ps(ρ exp(2iπt))/Ps(ρ)|

De manière analogue à précédemment, les βs pour s ∈ C avec |s| ≤ 1, sont 2 à 2 homotopes
strictement.
Donc β0 et β1 sont homotopes strictement.
Or ∀t ∈ [0, 1], β0(t) = ρn exp(2iπnt)

|ρn exp(2iπnt)| = exp(2iπnt), donc β0 fait n tours autour du cercle unité,
et donc β1 aussi, d’après la Proposition 2.
On remarque que β1 = αρ, donc αρ effectue n tours autour du cercle unité.
Or on a vu que αρ est homotope à un point, donc effectue 0 tour autour du cercle unité,
d’après la Proposition 2.
Il en vient donc que n = 0, donc que deg(P ) = 0.
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3.2 Théorème de Borsuk-Ulam
Le théorème de Borsuk-Ulam est un résultat célèbre de topologie algébrique, qui est lié aux

homotopies.

Théorème 2 (de Borsuk-Ulam). Pour n ∈ N∗, si f est une application continue de Sn dans un
espace euclidien de dimension n (par exemple Rn), alors f admet 2 points antipodaux ayant même
image, c’est-à-dire il existe x ∈ Sn tel que f(x) = f(−x).

Sans perte de généralité, il suffit de montrer ce résultat avec Rn comme espace euclidien de
dimension n, muni du produit scalaire canonique.

3.2.1 Cas n = 1

La preuve pour n = 1 est très rapide.

Soit f : S1 → R continue, avec S1 = {(a, b) ∈ R2, a2 + b2 = 1}.
On définit

g : S1 → R
x 7→ f(x) − f(−x)

Il s’agit de montrer que g s’annule sur le cercle.
S1 est connexe donc g(S1) l’est également, c’est donc un intervalle, qui est de plus centré en 0 car
g est impaire ; donc 0 ∈ g(S1).

3.2.2 Cas n = 2

Pour le cas n = 2, on raisonne par l’absurde en utilisant le groupe fondamental.

On suppose qu’il existe f : S2 → R2 continue telle que ∀x ∈ S2, f(x) ̸= f(−x).

Soit
g : S2 → S1

x 7→ f(x)−f(−x)
∥f(x)−f(−x)∥

g est bien définie par hypothèse.
On note g∗ le morphisme induit par g de π1(S2) dans π1(S1) (les notations sont acceptables car S2

et S1 sont connexes par arcs).

On remarque que si γ est un lacet de S2 d’extrémité x0 ∈ S2, alors avec

H : [0, 1]2 → S2

(t, s) 7→ γ(t)(1−s)+sx0
∥γ(t)(1−s)+sx0∥

,

on a H continue avec ∀t ∈ [0, 1], H(t, 0) = γ(t), ∀t ∈ [0, 1], H(t, 1) = x0 et ∀s ∈ [0, 1], H(0, s) =
H(1, s) = x0.
Ainsi γ est strictement homotope à un point.
Ainsi il n’y a qu’une seule classe d’équivalence et le groupe fondamental de S2 est le groupe
trivial, i.e. réduit à l’élément neutre.
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Donc g∗(π1(S2)) ne peut contenir que la classe d’équivalence des lacets de S1 homo-
topes à un point.

Posons
α : [0, 1] → S2

x 7→ (cos(2πt), sin(2πt), 0)

α est un lacet de S2.
Pour t ∈ [0, 1], on note g(α(t)) = (cos(2πp(t) + φ), sin(2πp(t) + φ)).
On a alors p : [0, 1] → R continue et on choisit φ tel que p(0) = 0, i.e. g(α(0)) = (cos(φ), sin(φ)).
g est impaire donc ∀t ∈ [0, 1], g(α(t + 1

2 )) = g(−α(t)) = −g(α(t)).

Donc ∀t ∈ [0, 1],
{

cos(2πp(t + 1
2 ) + φ) = − cos(2πp(t) + φ)

sin(2πp(t + 1
2 ) + φ) = − sin(2πp(t) + φ)

Donc, pour t ∈ [0, 1], 2(p(t + 1
2 ) − p(t)) est un entier impair.

Donc t 7→ p(t + 1
2 ) − p(t) est continue, à valeurs dans 1

2Z, qui est discret, donc est constante, de
valeur k

2 avec k ∈ Z impair.
Donc p(1) = p( 1

2 ) + k
2 = p(0) + k

2 + k
2 = k.

Donc le lacet g∗(α) de S1 effectue k tours autour du cercle unité, avec k impair, donc non nul, et
g∗(α) n’est donc clairement pas homotope à un point, d’après la Proposition 2.
On a donc une absurdité.

Donc une telle fonction f ne peut pas exister.

3.3 Théorème du Point Fixe de Brouwer
Il s’agit d’un autre résultat célèbre de topologie algébrique, qui peut être vu de manière homo-

topique, ou bien déduit du théorème de Borsuk-Ulam (Théorème 2).

Théorème 3 (du Point Fixe de Brouwer). Pour n ∈ N∗, si f est une fonction continue de Bn

dans Bn, alors f admet un point fixe, i.e. il existe x ∈ Bn tel que f(x) = x.

3.3.1 Cas n = 1

Dans le cas où n = 1, il s’agit simplement d’une application du théorème des valeurs intermé-
diaires appliquée à la fonction x 7→ f(x) − x, dont l’image de -1 (respectivement l’image de 1) est
positive (respectivement négative).

3.3.2 Cas n = 2

Pour le cas n = 2, on utilise les homotopies.

Soit f : B2 → B2 continue, on suppose que ∀x ∈ B2, f(x) ̸= x.

8



Soit g : B2 → S1 telle que, pour x ∈ B2, g(x) soit l’intersection de S1 avec la demi-droite al-
lant de f(x) à x.

Figure 4 – Illustration de la fonction g : ici, Y = f(X), Z = g(X)

Pour x ∈ B2, la demi-droite allant de f(x) à x est {f(x) + t(x − f(x)), t ∈ R+}.

Donc g(x) = f(x) + t0(x − f(x)), avec t0 ∈ R+ tel que ∥f(x) + t0(x − f(x))∥2 = 1.
Donc ∥x − f(x)∥2t2

0 + 2⟨f(x), x − f(x)⟩t0 + ∥f(x)∥2 − 1 = 0.

Le produit des racines du polynôme ∥x − f(x)∥2X2 + 2⟨f(x), x − f(x)⟩X + ∥f(x)∥2 − 1 vaut
∥f(x)∥2−1
∥x−f(x)∥2 , qui est négatif, il y a donc une racine positive et une racine négative.

Donc t0 = − ⟨f(x),x−f(x)⟩
∥x−f(x)∥2 +

√
⟨f(x),x−f(x)⟩2+∥x−f(x)∥2(1−f(x))

∥x−f(x)∥2 .

On a donc :

∀x ∈ B2, g(x) = f(x)+

(√
⟨f(x), x − f(x)⟩2 + ∥x − f(x)∥2(1 − f(x)) − ⟨f(x), x − f(x)⟩

)
∥x − f(x)∥2 (x−f(x)).

g est donc continue.
De plus, g S1 = idS1 .

Soit γ0 un lacet de S1 (c’est donc également un lacet de B2) d’extrémité x0 ∈ S1.
Avec :

H : [0, 1]2 → B2

(s, t) 7→ (1 − t)γ0(s) + tx0
,

H est une homotopie stricte de γ0 en tant que lacet de B2 à un lacet constant.
Alors g ◦ H est une homotopie stricte allant de g ◦ γ0 au point g(x0).
Or g S1 = idS1 , donc g(x0) = x0 et g ◦ γ0 = γ0.
g ◦ H est à valeurs dans S1, donc γ0 et le lacet constant valant x0 sont homotopes strictement en
tant que lacets de S1, d’homotopie stricte g ◦ H.
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Donc tout lacet de S1 est homotope strictement à un point, il n’y a donc qu’une seule
classe d’équivalence et π1(S1) est un groupe trivial.
Ceci est absurde car en réalité il y a une infinité de classes d’équivalences (si deux lacets ne font
pas le même nombre de tours autour du cercle unité, ils ne sont pas homotopes).
Une telle fonction f ne peut donc pas exister.

3.3.3 Cas général : du théorème de Borsuk-Ulam vers le théorème du Point Fixe de
Brouwer

Dans le cas général, on peut démontrer le théorème du Point Fixe de Brouwer à l’aide du
théorème de Borsuk-Ulam.

Lemme 1. Pour n ≥ 2, il n’existe pas de fonction continue f : Sn → Sn−1 telle que ∀x ∈
Sn, f(−x) = −f(x).

Démonstration :

Si on suppose qu’une telle fonction f existe, alors f est à valeurs dans Rn, puisque Sn−1 ⊂ Rn.
Donc d’après le théorème de Borsuk-Ulam, il existe x0 ∈ Sn tel que f(x0) = f(−x0).
Or f(−x0) = −f(x0) par hypothèse, donc f(x0) = −f(x0) et f(x0) = 0.
Ceci est impossible car f(x0) ∈ Sn−1.

On en déduit donc :

Lemme 2. Pour n ≥ 2, il n’existe pas de fonction continue f : Bn → Sn−1 telle que ∀x ∈
Sn−1, f(−x) = −f(x).

Démonstration :

Si on suppose qu’une telle fonction existe, soit g : Sn → Sn−1 définie par :

g : (x1, ..., xn+1) 7→
{

f(x1, ..., xn) si xn+1 ≥ 0
−f(−x1, ..., −xn) si xn+1 < 0

Alors g est continue sur {(x1, ..., xn+1) ∈ Sn, xn+1 ̸= 0}
Comme ∀x = (x1, ..., xn) ∈ Sn−1, f(x) = −f(−x), g est continue aux points (x1, ..., xn+1) de
Sn tels que xn+1 = 0
Finalement, g est continue sur Sn tout entier
On a alors que g est une application continue de Sn dans Sn−1 vérifiant : ∀x ∈ Sn, g(−x) =
−g(x), ce qui est impossible d’après le Lemme 1.

Ainsi, on peut démontrer le théorème du Point Fixe de Brouwer.
En effet, si f : Bn → Bn est continue mais n’admet pas de point fixe, soit g : Bn → Sn−1 telle que,
pour x ∈ Bn, g(x) soit l’intersection entre Sn−1 et la demi-droite allant de f(x) à x.
Alors g est continue (cela se montre de la même manière que dans le cas n = 2, traité en partie
3.3.2) et g Sn−1 = idSn−1 .
Donc ∀x ∈ Sn−1, f(−x) = −f(x), ce qui contredit le Lemme 2.
Donc f admet nécessairement un point fixe et ceci prouve le théorème du Point Fixe de
Brouwer.
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Annexes
A Théorème du relèvement
Théorème 4 (du relèvement). Soient I un intervalle de R, f : R → U une application continue,
t0 ∈ I et θ0 ∈ R tel que f(t0) = eiθ0 , alors il existe une unique application continue Θ : [0, 1] → R
telle que ∀t ∈ I, f(t) = eiΘ(t) (on dit que Θ est un relèvement de f) et Θ(t0) = θ0.

Démonstration :

Si t ∈ I, pour θ ∈ R tel que f(t) = eiθ, il existe un relèvement local de f défini et continu sur
un voisinage de t dans I prenant en t la valeur θ. Il suffit de prendre un voisinage de t sur
lequel f n’atteint pas la valeur −f(t) ; x 7→ eix est alors un homéomorphisme de ]θ −π, θ +π[
dans U \ {−f(t)}, d’où l’existence et l’unicité de ce relèvement local.
Par ailleurs, si deux relèvements locaux Θ1 et Θ2 définis sur deux sous-intervalles J1 et J2
de I coïncident en un point t ∈ J1 ∩ J2, alors Θ2 − Θ1 est nulle sur tout J1 ∪ J2, puisqu’elle
est continue et à valeurs dans 2πZ, qui est discret.

Ainsi, l’ensemble J des x ∈ I pour lesquels f admet un relèvement Θ sur [t0, x] vérifiant
Θ(t0) = θ0 est un sous-intervalle de I contenant t0, et f admet sur ce sous-intervalle J un
unique relèvement Θ vérifiant Θ(t0) = θ0.

Il reste à montrer que J = I.
Soit a = sup J .
Soit Θ′ un relèvement local de f sur un voisinage J ′ de a dans I.
En ajoutant un multiple idoine de 2π à Θ′, on obtient que Θ et Θ′ coïncident sur J ∩ J ′, qui
est non vide car a est adhérent à J .
On peut donc étendre Θ à un relèvement

∼
Θ défini sur J ∪ J ′.

Donc J ′ ⊂ J .
Donc J est un voisinage dans I de a = sup J , donc sup J = a = sup I.
De même, inf J = inf I.
Si inf I ∈ I (respectivement sup I ∈ I), on a par continuité que inf J ∈ J (respectivement
sup J ∈ J).

Finalement, J = I et on a bien un unique relèvement Θ défini sur I vérifiant Θ(t0) = θ0.

B Structure de groupe du groupe fondamental
Montrons que π1(X, p) muni de la loi ∗, où (X, p) est pointé, est un groupe.

Si f, g, h sont des lacets d’extrémités p, on a alors :

(fg)h : t ∈ [0, 1] 7→

 f(4t) si t ∈ [0, 1
4 ]

g(4t − 1) si t ∈ [ 1
4 , 1

2 ]
h(2t − 1) si t ∈ [ 1

2 , 1]

f(gh) : t ∈ [0, 1] 7→

 f(2t) si t ∈ [0, 1
2 ]

g(4t − 2) si t ∈ [ 1
2 , 3

4 ]
h(4t − 3) si t ∈ [ 3

4 , 1]
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Donc (fg)h et f(gh) sont homotopes, en considérant :

H : (t, s) ∈ [0, 1]2 7→


f((2 + 2s)t) si t ∈ [0, 1

2+2s ]
g(4t − 2

1+s ) si t ∈ [ 1
2+2s , 3+s

4+4s ]
h( 4+4s

1+3s (t − 1) + 1) si t ∈ [ 3+s
4+4s , 1]

Donc [(fg)h] = [f(gh)] et ([f ][g])[h] = [f ]([g][h]).
La loi ∗ est donc associative.

L’élément neutre pour cette loi est [∼p], où ∼
p : t ∈ [0, 1] 7→ p.

L’inverse d’un lacet f est g : t 7→ f(1 − t).
En effet, en considérant :

H : (t, s) 7→
{

f(2st) si t ∈ [0, 1
2 ]

f(2s − 2st) si t ∈ [ 1
2 , 1] ,

on a une homotopie de ∼
p vers fg, donc [f ][g] = [∼p].
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