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@ Concept d'homotopie imaginé et développé par Henri Poincaré &
Luitzen Egbertus Jan Brouwer

@ "Déformation, transformation continue” d'un chemin

o Utilisations multiples : relation d'équivalence, groupe fondamental...
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Notations utilisées

On se place dans (R”, (,)) euclidien, n € N*
e B"={xeR" |x]| <1}
o S"={x e R |x| =1}
e D={z€eC, |z| <1}
o X et Y désigneront des parties de R”.
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Chemins continus, lacets

Un chemin continu de X est une application continue v : [0,1] — X, on
dit alors que v(0) et (1) sont les extrémités de ce chemin.

Définition

Un chemin continu v de X est appelé lacet si ses extrémités sont
confondues, i.e. si v(0) = v(1).
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Chemins continus, lacets

-3 -2

A

Figure: Illustration d'un chemin continu

dans R? d'extrémités A et B . .
Figure: Lacet 3 valeurs dans R?

d'extrémité B
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Chemins continus 7; et 72 de X homotopes : H : [0,1]> — X continue
telle que :

e Vt € [0,1], H(t,0) = vo(t)
e Vt € [0,1], H(t,1) = 11(t)

Si si 70(0) = 71(0) et vo(1) = ~71(1), on dit que les deux chemins sont
homotopes strictement si les extrémités sont fixées.

.

Propriété
Relation "est homotope” : relation d'équivalence
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Homotopies

Figure: lllustration d'une homotopie Figure: Ici, les deux lacets g et g»
stricte de 7o vers 71 d’extrémité u, a valeurs dans un tore de
(source : site du département de . R3, ne sont pas homotopes
mathématiques et applications de I'Ecole (source : Frédéric Elie sur

Normale Supérieure de Paris) researchgate.net)
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Définition de I'ensemble

(X, p) est pointé.

Pour 7 lacet d'extrémité p, [y] est la classe d'équivalence pour
['"homotopie stricte.

Définition du groupe fondamental

m1(X, p) = {[7], 7 lacet d'extrémité p}

| f(2t) si t €0, 3]
f*g.tE[O,l]H{ g(2t —1) si te[%j]

[f]+ [g] = [fllg] = [f * &]
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Propriétés des groupes fondamentaux

Proposition

Si X est connexe par arcs, m1(X, p) et m1(X, g) sont isomorphes.

Proposition

Si f est une application continue de X dans f(X), alors
fi i [v] € m1(X, p) — [f o 7] est un morphisme de 71 (X, p) dans
m(f(X), f(p)).

Propriété : invariance topologique

Si X et Y sont connexes par arcs et homéomorphes, alors leurs groupes
fondamentaux sont isomorphes.
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Théoreme de Borsuk-Ulam

Théoréeme de Borsuk-Ulam

Si f : S” — E est continue, ou E est euclidien de dimension n, alors il
existe x € S" tel que f(x) = f(—x).
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Casoun=1

g: St — R
x = f(x)—f(—x)
g(S') connexe, donc un intervalle

g impaire, donc g(S!) centré en 0
0c g(Sh)
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Casoun=2

g: s?2 - st
f(x)—f(—x)
X TFGO=F(=IT

71(S?) est le groupe trivial

g+(m1(S?)) est le groupe trivial
Or, avec
a: [0,1] — S2
x +— (cos(2rt),sin(27t),0) ’

g«(a) n'est pas homotope a un point
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Voir le théoreme de Borsuk-Ulam algorithmiquement :

dimension 1

Fonction affichage Borsuk_Ulam diml(f,R), prenant en entrée une
fonction Python f et le rayon R de la sphére

Renvoie le cercle avec un code couleur

Plus c'est rouge, plus |f(x) — f(—x)| est petit

100 e ® 0 4
0.75 . .
L ] L ]
0504{ @ .
. .
025 ® .
L ] L ]
noo{ ® .
L] L ]
0251 ® )
L] L]
—0.50 4 . L
L] L]
-0.75 1 N N
—1.00 4 > 8 8 ®

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 025 050 075 100

Figure: Exemple avec f : (x,y) €S' s xet R=1
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Voir le théoreme de Borsuk-Ulam algorithmiquement :

dimension 1

100 Lo ‘., 100 A s ® "o s,
075 * 075 * .
[ ] [ ]
0.50 [ ] 050 .
L
0.25 . 025
L] L ]
000 ® Ld 0.00
L] L]
-0.25 L) —0.25 A
L]
-0.50 . —0.50 - .
.I ..
-0.75 L] —0.75 A .
L ] . * L ]
-100 ¢ ¢ ~1.00 M
—].:DD —0:?5 —0‘50 —0‘25 0.60 0.‘25 0.:50 0.11"5 ]_(I]D —].:DU —0:75 —0:50 —0:25 D.E]O D.IZS D.:Sﬂ 0.11'5 ]_(I]ﬂ
Figure: Figure obtenue avec Figure: Figure obtenue avec

f:(x,y) > 9sin(x)+5sin(y) et R=1 f:(x,y) > 9™ -8 et R=1
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Voir le théoreme de Borsuk-Ulam algorithmiquement :

dimension 2

matplotlib ne permet pas d'afficher de figures en 3 dimensions
Utilisons les coordonnées sphériques

Figure: Paramétrage en coordonnées sphériques d'un point P de R3 :
O(x,y.z) € [0,7] est la colatitude et ¢, ;) € [0,2n[ est la longitude

Ici, p(x,y,z) est fixé a p(xy.,) = R
Les directions x, y et z correspondent aux directions des vecteurs dans la base

canonique de R3

GINESTIERE Romain, 15803 Homotopies et applications en topologie



Voir le théoreme de Borsuk-Ulam algorithmiquement :

dimension 2

Fonction affichage Borsuk_Ulam dim2(f,R), prenant en entrée une
fonction Python £ et le rayon R de la spheére

Renvoie une figure représentant les valeurs de (0, ,), ¥(x,y,7)) @vec un
code couleur

Plus c'est rouge, plus ||f(x,y,z) — f(—(x,y,z))]|| est petit

6 4

01 eee

T T T T T T T
0.0 05 10 15 20 25 30

Figure: Exemple avec f : (x,y,z) € S?+— (y,z) et R=1

GINESTIERE Romain, 15803 Homotopies et applications en topologie



Voir le théoreme de Borsuk-Ulam algorithmiquement :

dimension 2

@

$33333283832282e
$333333888888888ss

,s;zsiiiiiiﬂllm

i ]
Hi
8
R L X
T T T T T
0.0 05 10 15 20

Figure: Figure obtenue avec

X .
€05(0(x.y.2)) +35in(0(x,y.2)) + 2c05(¢(xy ) ot
4cos(O(x,y,7)) +25iN(0(x,y.2)) + 15cos(0(x,y.z)) + 35in(P(xy,z))

$3338888888

wn

.

w

(¥

-

=

T T
25 30
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Voir le théoreme de Borsuk-Ulam algorithmiquement :

dimension 2

® sesese sesese
5 ssese senese
sesees 'TIIIY

41 sessee (TITXY
34 seene sesese
sssss sssese

24 seeee sesese
1] ssses seses
seese senes

04 LL A2 2 ] LL 22 2]

D.ICI D.IS ]_ICI ]_IS 2.‘0 2.‘5 3.‘0

Figure: Figure obtenue avec
£ (;) — ( 30 = 505(0(y, ) + 108in(252(s ) sin (O 2)) ) et R = 6378

> 101325(1 — 0.15%(6x,y,)))(1 + 0.05cos(30 1)) sin* (O . )))

T N . .
Donne le vecteur < > ot T est la température en °C et P la pression en Pa

P
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Théoreme du Point Fixe de Brouwer

Théoreme du Point Fixe de Brouwer

Si f : B" — B" est continue, alors il existe x € B" tel que f(x) = x.
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On suppose : Vx € B2, f(x) # x
g(x) :

intersection de S avec la demi-droite allant de f(x) 3 x

05 [f
C {< o5 o ]
\

N

>
=i

H homotopie stricte sur B? de v 3 un point

Figure: On voit que 71 (B?) est le groupe trivial,
d'ol I'existence de H

Figure: Illustration de la fonction
g :ic, Y =1(X), Z=g(X)

Alors g o H homotopie stricte sur S* de v a
un point

Donc m1(S!) est le groupe trivial, absurde
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Voir le théoreme du Point Fixe de Brouwer

algorithmiquement en dimension 2

Fonction affichage_point_fixe_de Brouwer(f), prenant en entrée une
fonction Python £

Renvoie le disque unité avec un code couleur

Plus c'est rouge, plus ||f(x) — x|| est petit

RS\ 17779

-0.25 1
-0.50 4 .

oL NS

-1.00

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 025 050 075 100

Figure: Exemple avec une rotation d'angle 7
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Voir le théoreme du Point Fixe de Brouwer

algorithmiquement en dimension 2 : fonction de Mobius

Fonction de Mobius : f:z€ D @ =, avecacR, acC\U
On identifie B? 3 D

100 100 A
0.75 075 A
050 050 4
0.25 025
0.00 0.00 A
-0.25 —0.25 1
-050 ol —0.50 4 . .-.’:.. .
075 075 ST ."-:' e
s - s .‘.'f;; ii .
-1.00 ~1.00
—].:DU —0:?5 —0‘50 —0‘25 0.60 0.‘25 0.:50 0.11"5 ]_(I]D —].:DD —0:75 —0:50 —0:25 D.E]O D.I25 D.:Sﬂ 0.11'5 ]_(I]ﬂ
Figure: Figure obtenue pour o =1 et Figure: Figure obtenue pour o =5 et
— 1 3i — 2, i
a=3+1 a=35+tsg
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Voir le théoreme du Point Fixe de Brouwer

algorithmiquement en dimension 2 : application continue
générée aléatoirement

application_aleatoire() permet de générer aléatoirement une
application continue.

100 100 100
$+44
% s
075 075 NOKALE T EET 075 SRR P
050 050 M } . 050 ....:.-.l @ siece
3 3
025 025 PR P Py 5 0 025 KOty 3 'E" ) ':
. PRI ASue e H P e
000 0.00 . (G0 M) 0.00 H Ca9)) 2328203
es . LA G2 L R
025 025 e 3 &y 025 "
e P IR ) CIA 00 o0gsiey oeoestoes
0.50 -0.50 2 ‘0%, -0.50 LS e e
. Lt i
075 015 B SR AN 075 Sifgin
IR N
100 100 21800 100 ot
100 075 050 025 000 025 050 075 100

-1.00 -0.75 -050 -025 000 025 050 075 100 -100 -0.75 -050 -0.25 000 025 050 75 100

Figure: Différentes figures obtenues avec :
affichage_point_fixe_de Brouwer (application_aleatoire())
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Conclusion

@ Homotopies : transformations continues permettent la construction
d’'objets mathématiques dont un invariant topologique

@ Outils puissants permettant plusieurs démonstrations

@ Théoremes fondamentaux de topologie algébrique
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La structure de groupe du groupe fondamental

f(2t) si t€0,3]

f*g:tE[O’l]'_}{ g(2t—1) site[i,1]

[f]+ [g] = [f]lg] = [f * &]
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La structure de groupe du groupe fondamental

f(2t) si t €[0,3]

f*g:te[O,l]H{ g(2t—1) site[i,1]

[f]+ [g] = [f]lg] = [f * &]

@ Associativité :
(fg)h et f(gh) sont homotopes, donc ([f][g])[h] = [f]([g][h])-
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La structure de groupe du groupe fondamental

| f(2t) si t €0, 3]
f*g.t€[0>1]'_>{g(2t—1) site[%j]
[f]+ [g] = [F1lg] = [f * &]

@ Associativité :

(fg)h et f(gh) sont homotopes, donc ([f][g])[h] = [f]([g][h])-
o Elément neutre :

On note p: t € [0,1] — p.

fp et f sont homotopes.

[p] est I'élément neutre.
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La structure de groupe du groupe fondamental

| f(2t) si t €0, 3]
f*g.t€[0>1]'_>{g(2t—1) site[%j]
[f]+ [g] = [F1lg] = [f * &]

@ Associativité :

(fg)h et f(gh) sont homotopes, donc ([f][g])[h] = [f]([g][h])-
o Elément neutre :

On note p: t € [0,1] — p.

fNE et f sont homotopes.

[p] est I'élément neutre.
o Inverse :

Avec g : t € [0,1] — f(1 —t), fg et p sont homotopes.

[g] = [f17*
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Cas de la connexité par arcs

Proposition
Si X est connexe par arcs, m1(X, p) et m1(X, g) sont isomorphes.

7 : [0, 1] chemin continu de p a ¢

m(X,p) — m(X,q)
[a] = Wb

C'est un isomorphisme.
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Invariance topologique

Propriété

Si X et Y sont connexes par arcs et homéomorphes, alors leurs groupes
fondamentaux sont isomorphes.

Si f: X — f(X) continue, pour ~ lacet d'extrémité p, f.(7) = f o est un
lacet d'extrémité f(p).

f. compatible avec I'homotopie stricte et avec .

f. définit un morphisme de 71(X, p) dans 71 (f(X), f(p))-

Si f est un homéomorphisme,

(fDeofi=(FLof), = (idx)« = idy, (x,p), donc f, est une
isomorphisme.
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B W

Importations effectuées

import
import
import
import

matplotlib.pyplot as plt
numpy as np

math

random
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Implémentation de fonctions continues de S' dans R

1| def premiere_coordonnee (X):

2 return X[0]

3

4| def deuxieme_coordonnee (X):

5 return X[1]

6

7| def produit_des_coordonnees (X):

8 return X[0]1*X[1]

9

10| def polynome_second_degre(al,bl,a2,b2,c):

11 def fonction(X):

12 x = X[0]

13 y = X[1]

14 return al*(x**2)+bl*xx+a2*(y*x*2)+b2*y+c
15 return fonction

16

17| def fonction_trigonometrique(a,b):

18 def fonction(X):

19 x = X[0]

20 y = X[1]

21 return a*math.sin(x) + b*math.sin(y)
22 return fonction

23

24| def fonction_exponentielle(a,b,alpha,beta):
25 def fonction(X):

26 x = X[0]

27 y = X[1]

28 return a*math.exp(alpha*x) + b*math.exp(betaxy)
29 return fonction
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Borsuk-Ulam en dimension 1

def affichage_Borsuk_Ulam_dimi(f,R):

x = []

y = [

d_values=[]

for j in range(50):
x.append (R¥math.cos ((j*math.pi)/25))
y.append (R¥math.sin((j*math.pi)/25))

for k in range(len(x)):
X = (x[x],ylk])
Y = (-x[k],-y[k])
d = abs(£(X)-£(Y))
d_values.append (d)

plt.scatter(x, y, c=d_values, cmap=’rainbow_r’)
plt.show ()

GINESTIERE Romain, 15803 Homotopies et applications en topologie




Implémentation de fonctions continues de S? dans IR?

1| def enleve_premiere_coordonnee (X):

2 return (X[1],X[2])

3

4| def enleve_deuxieme_coordonnee (X):

5 return (X[0],X[2])

6

7| def enleve_troisieme_coordonnee (X):

8 return (X[0],X[1])

9

10| def temperature_pression(X):

11 x = X[o0]

12 y = X(1]

13 z = X[2]

14 theta = math.acos(z/math.sqrt (x*x*2+y**2+z%x2))

15 phi = math.atan2(y, x)

16 T = 30 - 50*math.cos(theta)**2 + 10*math.sin(25%phi)*math.sin(theta)**2

17 P = 101325%(1-0.1*math.cos(theta)**2)*(1+0.05%math.cos (30%phi)*math.sin(theta)**2)
18 return (T,P)

19

20| def fonction_trigonometrique_2(a,b,c,d,e,f,g,h):

21 def fonction(X):

22 x = X[0]

23 y = X[1]

24 z = X[2]

25 theta = math.acos(z/math.sqrt (x**x2+y*x*x2+z**2))

26 phi = math.atan2(y, x)

27

28 x_image = a*math.cos(theta)+b*math.sin(theta)+c*math.cos(phi)+d*math.sin(phi)
29 y_image = e*math.cos(theta)+f*math.sin(theta)+g*math.cos(phi)+h*math.sin(phi)
30 return (x_image,y_image)
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Borsuk-Ulam en dimension 2

1| def affichage_Borsuk_Ulam_dim2(f,R):

2 theta = []

3 phi = []

4 d_values=[]

5 for i in range(30):

6 for j in range(30):

7 theta.append ((i * math.pi)/30)

8 phi.append((j * math.pi)/15)

9

10 for k in range(len(theta)):

11 x = R*math.sin(thetal[k])*math.cos(phil[k])

12 y = R*math.sin(thetal[k])*math.sin(phi[k])

13 z = R*math.cos(thetal[k])

14 X = (x,y,2)

15 Y = (-x,-y,-2)

16 d = math.sqrt ((£(X) [0]-£(Y)[0])**x2+(£(X) [11-£(Y) [1])**2)
17 d_values.append (d)

18

19 plt.scatter (theta, phi, c=d_values, cmap=’rainbow_r’)
20 plt.show ()
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Implémentation de fonctions continues de B? dans B2

1| def rotation(theta):

2 def rot(X):

3 x = X[0]

4 y = X[11]

5 return (x*math.cos(theta)-y*math.sin(theta), y*math.cos(theta)+x*math.sin(theta))
6 return rot

7

8| def identite(X):

9 return X

10

11| def conjugue (X):

12 x = X[o0]

13 y = X[1]

14 return (x,-y)

15

16| def ecrasement_a_droite (X):

17 x = X[0]

18 y = X[1]

19 return (x+(np.sqrt(l-y*x2)-x)/2,y)
20

21| def compose(f,g):

22 def fonction(X):

23 Y = (g(X)[0l, g(X)[1])
24 return f(Y)

25 return fonction
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Implémentation des transformations de Mobius

- =

HOWOWWNOUHWNH

def Mobius(alpha,a):
a_compl = complex(al0],al1])
assert (abs(a_compl)<1)

def fonction(X):
z = complex (X[0],X[1]1)

A = (math.cos(alpha) + math.sin(alpha)*1j)*(z-a_compl)/(l-a_compl.conjugate ()*z)
return (A.real, A.imag)

return fonction

GINESTIERE Romain, 15803 Homotopies et applications en topologie




19
20

22
23
24
25

Génération aléatoire d'une application continue de B? dans

B? (1/3))

def application_aleatoire():
Liste_r =
Liste_theta = []
for i in range(16):
Liste_r.append(i/15)
for j in range(50):
Liste_theta.append ((j*math.pi)/25)
d = {}
for r in Liste_r:
if r==0:
rO=random.random ()
thetaO=2*math.pi*random.random ()
d[(0,0)] = (rO*math.cos(theta0),rO*math.sin(theta0))
else:
for theta in Liste_theta:
rO=random.random ()
thetaO=2*math.pi*random.random()

d[(r*math.cos(theta) ,r*math.sin(theta))] = (rO*math.cos(thetal),rO*math.

sin(theta0))

def fonction(X):
x = X[0]
y = X[1]
r = math.sqrt (x*x*2+y**2)
if r==0:
return d[(0,0)]
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Génération aléatoire d'une application continue de B? dans

B? (2/3)

1 else:

2 def th(a,b):

3 if a==

4 if b>=0:

5 return math.pi/2

6 else:

7 return -math.pi/2

8 else:

9 return math.atan(b/a)

10 theta = th(x,y)

11 i=0

12 while Liste_r[il<r:

13 i=i+1

14 j=0

15 while Liste_theta[jl<theta and j<len(Liste_theta)-1
16 j=j+1

17 rO=Liste_r[i]

18 thetaO=Liste_thetalj]

19 if i==len(Liste_r)-1:

20 ttheta=(theta-theta0)/(Liste_theta[j+1]-thetal)
21 fO=d[(rO*math.cos (theta0),rO*math.sin(theta0))]
22 f1=d[(rO*math.cos(Liste_thetal[j+1]),rO*math.sin(Liste_thetal[j+11))]
23 return (ttheta*fi[0]+(l-ttheta)*f0[0],ttheta*fi[1]+(1-ttheta)*f0[1])
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Génération aléatoire d'une application continue de B? dans

B? (3/3)

else:
ttheta=(theta-theta0)/(Liste_theta[j+1]-thetal)
tr = (r-r0)/(Liste_r[i+1]-r0)
f0=d[(rO*math.cos(theta0) ,rO*math.sin(theta0))]
fi=d[(Liste_r[i+1]l*math.cos(Liste_thetal[j+1]),Liste_r[i+1]l*math.sin(
Liste_thetal[j+11))]

GAWN -

r_im=tr*math.sqrt (£1 [0]**2+£f1[1]**2)+(1-tr)*math.sqrt (f£0[0]**2+f0[1]*x2)
theta_im = tthetaxth(f1[0],f1[1]1)+(i-ttheta)*th(£f0[0],£f0[1])
return (r_im*math.cos(theta_im),r_im*math.sin(theta_im))

return fonction

O © W~ o

-
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Point Fixe de Brouwer en dimension 2

def affichage_point_fixe_de_Brouwer (f):
x = []
y = [

d_values=[]
for i in range(16):
for j in range(50):
x.append ((i/15) *math.cos ((j*math.pi)/25))
y.append ((i/15)*math.sin((j*math.pi)/25))

for k in range(len(x)):
X = (x[kx]1,ylk])
d = math.sqrt ((£(X) [0]-x[k])**2+(£(X) [1]-y[k])**2)
d_values.append (d)

plt.scatter(x, y, c=d_values, cmap=’rainbow_r’)
plt.show ()
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