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Modele informatique Descendants

Variables essentielles

Acheteurs potentiels : P
Génération : g
Acheteurs a la génération g : P(g)
Nombre d'exemplaires de la lettre a la génération g : Z g

tot

P(g)
P[.‘DI?

P>1(9) = P5»1(0)

P.,(9) = P:;(9)°

Po(g) =1-P,(9)

P,(g9) = Px2(9)

P1(g9) =1-=P,(g) —Py(9)
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Explication de code Vente

import random

def sold(pl, p2):
pO = 1-pl-p2
return(random.choices((0,1,2), (p0,pl,p2))[0])

On note pl et p2 les probabilités de vendre 1 ou 2 lettres, ce
programme renvoie soit 0, soit 1 soit 2 avec les probabilités
correspondantes



Explication de code

def update letter(pop, 1i):

letter = pop[i][2]

first = letter[0]

if first is not None:
pop[first][1l] +=

return(letter[1l::]+[1

M

)

]

Mise a jour

La liste letter de 12 indices correspondant aux précédents acheteurs

de la lettre

Les 12 noms qui étaient a 'origine sur la liste sont remplacés par

None



Explication de code

Population fermée

def pop gen2(pl, p2, population):

g=20
pop = [[g,
indice = 0
while len(pop)-indice > 0:
g +=1
1 = len(pop)
pop dispo =

-100,

[None]*12]]

population-1

pl g = pl*(pop _dispo)/population

p2_g =

p2*(pop_dispo)/population

for i in range(indice,l1):

= i—
pop[i][1l] += 50%*s
for j in range(s):
pop.extend([[g,
indice = 1
return(pop)

sold(pl g, p2 g)

-100, update letter(pop, 1i)11)

On note pl g et p2 g les probabilités a la génération g de vendre

respectivement 1 et 2 lettres.

7



Problématique

Chaine de
Lettres

Exploitation de la
Simulation



ajorité

4000

B Nb personnes B Gain moyen




Ceobmonehsmian  Afichage

>>> t = pop_gen2(.5, .4, 3000)

>>> avg_display(t)

0 1 -50
11 -100
Gen Pop $
=== t = pop_gen2(.5, .4, 3000) 15 67 -27 Sur deux simulations
16 83 -32 .
=>> avg_display(t) 17 104 -38 (DD.afﬁFﬁKBIa,nloyeFule
e 1 1750 ig ig‘li -gg des gains en fonction
1 1 2350 = N
2 1 3350 20 118 -59 de la génération
3 2 2050 21 98 -60
22 79 -56
4 3 1683 £2 180
5 3 2016 s S
6 3 2166 e
7 5 1150 e i
8. 498 27 15 -50
9 11 318 e
10 13 250 50 9.3

11 20 102 30 5 -70
12 25 48 31 3 -17
13 36 1 32 5 -90
14 48 -15 33 1 -100
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>>> coord = coord _gen2(56, .5, .4, 3000)

>>> coord _plot(coord, 1)

>>> plot_display(l)

120 A
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Graphique des participants par génération
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>>> coord_plot(coord, 2)

>>> plot_display(2)

Graphigue des gains par génération

Génération




Exploitation de la simulation

Distribution

>>> h = histo data(.5, .4, 3000)
>>> histo bar(h, 17)

>>> histo display()

Probabilité de gains

=100 =75 =50 —-25 0 25 50 75 100
Gain

Les données de la génération 17
pour une simulation de
parametres

pl = .5, p2 = .4, pop = 3000

vl



Exploitation de la simulation Probabilités théoriques

=>> prob _bar(500, .5, .4, 3000, 17
=>> histo display()

Probabilité de gains

8000 ~
On moyenne les données de la

génération 17 sur 500
simulations pour les parametres
5000 - pl — .5, p2 — .4, POp = 3000

4000 -

7000 A

6000

Mombre

3000 -

2000 A

1000 ~

0- == T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Gain
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Exploitation de la simulation

Seuil/lmpertient

=>> dat = prob gain(500, 0, .5,

=>> bar _display(dat)

Probabilité de gains

0.7 1

0.6

0.5 A

0.4 1

Proba

0.3 A

0.2 1

0.1 4

0.0 -
0 10 20 30 40 50

Génération

60

La probabilité de
gagner plus que
0% en fonction de
la, génération,
moyennée sur
500 simulations

ﬂ



Exploitation de la simulation

Changement

Probabilité de gains

Génération

Pour un gain strictement supérieur
a 100$

Proba

Probabilité de gains

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2 1

0.1 4

0.0 - = T T T T T
0 10 20 30 40 350 60 70

Génération

Pour un gain strictement supérieur

a 5009%
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Exploitation de la simulation

Moyenne

>>> dat = expect val(560, .5,

=>> val display(dat)

Espérance de gains

4,

3000)

1000 -

800 -
600 -
400
200 | ||‘
- |IIII|-

Gains

0 10 20 30 40
Géneération

50

60

L’espérance de
gains moyennée sur
500 simulations
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Gains

Exploitation de la simulation Ecart type

. . Espérance de gains
Espérance de gains P g

2500
1500 -
2000 -
1250 A
1000 1500
750 - |
€ 1000 A
=
500 - " o
|| 500 -
250 1 II h
i IIII'IIlllllllllllﬂlllllﬂllllllllIllll'mﬂl"llﬂ 9 I"IllllnmnmummmmllmIlnlllmp-'-'ll
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 4 50 60 70
Génération Génération
1000 personnes 5000 personnes
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Population

Exploitation de la simulation

Proportion

1.0

0.8 1

0.6

0.4

0.2 |

0.0

On fait apparaitre I’écart type sur les courbes de population

Espérance de population

0 10 20

1000 personnes

30 40 50 60
Génération

70

Population

Espérance de population

1.0 1

0.8 -~

0.6

0.4 4

0.2 1

0.0

n ; )
T

k

|
Mlmuunlﬂl
o 10 20

30 40 50
Génération

60 70

5000 personnes

On obtient un SeuﬂE de 0.36
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Exploitation de la simulation Complexifier

1. L’évolution de la simulation pourrait se faire en fonction
du temps plutot que de la génération.

2. Il y aun « effet de mode » initial et on peut simuler un
taux de confiance de la population en fonction des gains
et des pertes des premiers participants.

3. On peut permettre aux participants d’acheter des lettres
plusieurs fois, ou d’acheter plusieurs lettres a la fois.

4. Les probabilités de ventes sont inhomogenes car certains
habitants connaissent plus de monde.

5. Tenir compte de I'augmentation du nombre de
participants potentiels en modélisant la facon dont la
lettre peut atteindre de nouvelles villes.
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Processus de branchement Constantes

Approximation a 1'origine :

P(g) ~ Pyt
P,(g) =P (0) =p,
E = E(Z,) + E(Z,,) — 100 = 50(m + m'? — 2)

m=P(g) +2xP,y(g) =Py(g) + Py(g) =p1(1 +py)

Condition de gain :

~ 0.61
2

E>0 & m>1 & p >

21



Processus de branchement

E=f(p1)

Croissance

Espérance a 'origine
en fonction de la
] probabilité de
vendre une lettre

0:1 02 03 04 05

06 07 (
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Processus de branchement Calculable

Fonction génératrice des probabilités :

EL)=E({") = ) BP(X=kit"

Lemme

Si (Z,,) est un processus de branchement alors on a pour n € N

Fr, (£) = F;” (©)

23



Processus de branchement Algorithme

Calcul de l'itéré de F; = pot?+pit+ (L —py—py)

Calcul explicite de Fgf (0) pour p1=0.4, p2=0.5

>> Fn(.4,.5,3,0)

24



m

Calcul de l'itéré de F; = pt2 +pit+ (1 —p; —py)

Calcul des coefficients de zuf pour p1=0.4, p2=0.5

>»>> P = [0.1,0.4,0.5]

>»> [round(e,10) for e in Iteres(P,3)[-1]]
[0.1685125, ©0.109, 0.19985, 0.175, 0.162575, 0.091, 0.06125, 0.025,
0.0078125]




m

Calcul de l'itéré de Fy = pyt? + pit + (1 —py — p2)

Calcul formel des coefficients de F. Ef

>»> F = [1-pl-p2,pl,p2]

>>> [simplify(e) for e in Iteres(F,2)[-1]1
[-p1¥*2 - pl*p2 + p2¥(pl + p2 --1)**2 - p2 + 1, pI*(pl - 2¥p2*{pl +
p2 = T)) . pZ%(pl**2 a-pl = 2%p2%¥(pl +p2 = I)); 2%pl*p2**2, p2¥*3]




| |!!!!!H! !! ll!”!' |!|||!||! B!!’Expressuon exp‘ncn!e \

Calcul des probabilités :
400

F,, (X) = Z Pz, = kX"
k=0

P(Z,, = k) vaut
>>> simplify(Iteres(F,"n")[-1]1["k"])

Probabilité d'extinction :
F, (0) =P(Z, = 0) qui vaut pour n = 3

>>> simplify(Iteres(F,3)[-1]1[0])

-2¥pl1¥p2**2*(pl + 'p2 - 1)**3 - pl*{pl - 2*%p2*(pl + p2 - 1))*{pl + P2
- 1) - p1*(pl + p2 - 1) - pl + p2**3*(pl + p2 - 1)**4 + p2*(pl + p2
Sl e (0 b B 0 5 1)) = p2¥ipl * p2'~= L)*"2 = p2

- 2*p2*(pl + p2 -
+ 1




Processus de branchement

F; (0

Suite d’itération

Probabilité d'extinction :

) —— minjx,

n—+oo [0,1]

Fz (x) = x}

28
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Processus de branchement

Espérance :

E(Z,) =m"

Variance :

V(Z,) = [m”_l‘fz (=)

1
1

I+

m
m

Rang n
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Processus de branchement Critique

Lemme :

1) Si 1 >1 glors P(Z,; > 0) . 1~
o0

2) Sim< 1 alors P(Z, > 0) ~Cm"

3) Sim =1 alors P(Z, > 0) ~ —

oin

31



Processus de branchement Sommable

Temps d'arrét :
K = min{k, Zy. =10}

Espérance dans le cas sous-critique :

E(K)zZP(Zk>O)=1_]E(Z)
k=1 :

32
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Vente pyramidale avec quota Positive

Variables essentielles

Cout d'entrée : ¢
Quota : N
Nombre de personnes recrutées : R
. _ 2 _ . ’
rain par recrutement : d

Rang d'entrée : k

Condition :
E(R)d > c

C
E(R) > —
d

34



Vente pyramidale avec quota Rang d’entrée

N-1
R=) X,
i=k
N
IE(R) N—:-oo In (E)

, . N
Ne dépend que du quotient =

Condition :

g > exp (5)
35



Vente pyramidale avec quota Valeur proche

Seuil :

~ < exp(—2) Al

Espérance a l'origine :

E = dE(R) — ¢
E ~ dIn(N)
N—>+oo

36



Vente pyramidale avec quota

Probabilité de perte totale :

=3 |
Pkm)—]_[(l—l/)—((]v_l))

Noml")re de participants qui perdent tout :

N

ZPR(O)——(1+ +N-D ==

Profit

37



Vente pyramidale avec quota

Asymptotique

Lemme :

La proportion de
participants qui recrutent
exactement r personnes tend

vers 270+ quand N - 400

Proportion de participants
en fonction du nombre
de recrues

5 6 7+

\
€

3
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Chaine de lettres avec plusieurs participations u,v,w

Variables essentielles

Quota : N
Nombre de participants : k
Participants de chaque type : (Ug, Vi, W)

Temps d'arrét de la chaine : K

(Uo, Vo, Wy) = (u,0,0)

40



Chaine de lettres avec plusieurs participations Uniguement/Sans mémoire

Répartition selon le nombre de lettres vendues :

(Up, Vi, W) = (Up,, k + 2uy — 2Uy, Uy, — )

Regle de fonctionnement de la
chaine de Markov :

PUpsqg =u|lUp=uw)=1—-PUpys =u + 1|Up = 1)

Vie o u
U, +V, k+2u;—u

41



Chaine de lettres avec plusieurs participations Avant

Effondrement :

k < 2N — 2u,

Temps d’arrét :

K = min{k, U, +V, =N}

42



Chaine de lettres avec plusieurs participations Valeur proche

Equilibre :
Vi

Bl = 1F, 1) = @
(k+1 k ) Vk+Ukk_)+oo
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Chaine de lettres avec plusieurs participations Proportion/Temps d’arrét

Contraintes :
UK =K(Z
UK+VK+WK :K
ZWK+VK=K—1zK

Proportions :
(0.382,0.236,0.382)
N

Ue+V,=N>K = = 1.62N
Kok (0.382 + 0.236)

Vérification :

Wy = 0.62N = 0.62(Uy + Vi) car 0.62 = (0.382 + 0.236) = 0.382
44



Chaine de lettres avec plusieurs participations Nustration

Proportions en fonction du nhombre
de lettres vendues

Proportions :

(0.382,0.236,0.382)

45
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Systemes de Ponzi Retrait constant

Variables essentielles

Dépot initial : Sy
Flux entrant : s(t)
Taux nominal promis : 1,
Taux nominal d'intéret : r,

Taux nominal de retrait : r,,

47



Systéemes de Ponzi Résoudre

Argent promis :

ds;

= ) = (1, — 1)SF (©) + s(t)

t

Sr(t) = e(rp=Tw)t So + f e"(rP"TW)us(u)du
0

Argent réel :

as
() =5, 800 +.5(0) —'F,S: (L)
dt
t
S(t) =e™t| S, + f e'rn“(s(u) — rWSf(u))du

0
48



Systemes de Ponzi Exponentiel

Investissement :

sit) = Sye™it —1)

Argent promis :

_ __u 1 rit r . : (rp=1w)t
Sf(t) S0 ( Tw—Tp) 30 (ri+‘rw—rp) # o (1 ® Tw=Tp Ti+TW-Tp) o

Argent réel :

S(t) = a.+ be'™*t +-¢eit 4 de(rp-rw)t

49



Systéemes de Ponzi Calcul

Calcul des constantes :

i
=l ™ rn(rw_rp)

b=3S;l1 = 1+ L W
-0 f—T % Flf,— ) (i +7 — 1)1 — 1)

L 1 i
+ it —
B T — 1y Ly~ B BAER, =0,
1 %,
i —h (i — rn)(r,; + 1, — rp)

%, | 1
d=35;|— j -
By — Hip— Ty Tw—Tp Tith —7

50



Systémes de Ponzi Client

Madoff :
r, = 10%, r, = 2.5%, So =4

Date de I'effondrement (années) :

T/ Ti 0% 2% 4% 6% 8%
1% 31,3 55,6 63,6 73,9 95,8
3% 20,3 40,6 47,4 54,6 67,6
5% 16,2 34,6 41,1 47,3 57,8
7% 13,8 31,0 37,4 43,1 52,6
9% 12,2 28,6 35,0 40,4 49,2

Son escroquerie a duré¢ 40 ans

51



Systemes de Ponzi

1

i

Gains :

t
W(t) = —S, + f (S () — sw)) du
0

W) =a+Be"it + ye(TP'TW)

Un participant

N < T - 1
ri(ri+rw—rp) T — Ky I ¢

p
1 s
0 o1 (r,; il — rp)

T‘i+7’w—

Y 1L 1
}/:SO 1+ -
e f—T AR —5

Tp

)
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Systemes de Ponzi

Valeurs de taux

Gain total a 1l'effondrement :

r. /T | 0% 2% 4% 6% 8%
1% | —34,0 | —48,9 | —17,7 | 142,0 | 2213,7
3% | —28,7 | =54,7 | =55,4 | —38,0 | 90,5
50 | —32,2 | =675 | —76,0 | —=76,5 | —49,5
7% | —45,8 [—102,3|—-120,9|-133,3|-139,4
9% |—121,8|-185,3|—-347,3|—-396,9 | —469,7
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Tableau des constantes Comportement/Empiriques

Modele Seuil Temps Proportions Espérance a
d'arrét a l'arrivée I'origine

\-’Yente 1/8 N 500/0 O d ln N
pyramidale = 0.368 2%?/;%)21_'_
Markov (3 — \/E) 1.62N 38.2% 0
> 23.6% 1
~ (.382 38.2% 2

Branchement ¢ 50(m + m'? — 2)
1 - E(Zy)

Ponzi r; > 6% ~40 ans 12% >0 —1205,

Tw < 3% 88% <0
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