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La caisse de canettes de soda : réseau carré
La « densité d’empilement » de l’arrangement :

la densité d’empilement : πr2

(2r)2 = π
4 ≈ 0.7854
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Exemples

La caisse de canettes de soda : réseau hexagonal
La « densité d’empilement » de l’arrangement :

la densité d’empilement :
la surface totale des cercles est 3πr2

la surface de l’hexagone de côté 2r est 6× (2r)2
√
3

4
= 6r2

√
3

la densité est 3πr2

6r2
√
3
= π

2
√
3
≈ 0.9069
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Problématique

Comment répartir les gens le plus efficacement possible,
autrement dit, comment les répartir de manière à avoir le
plus grand nombre de personnes possible dans une certaine
pièce de dimension donnée - tout en respectant cette règle
de distanciation ?
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Empilement de cercle (Circle packing)
Définitions

Empilement de cercle

Un empilement de cercles E de la sphère de Riemann Ĉ est une
collection de disques fermés d’intérieurs deux à deux disjoints
telle que les composantes connexes du complémentaire de la
réunion de ces disques soient bordées par exactement trois arcs
de cercle.
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Empilement de cercle (Circle packing)
Définitions

Densité d’empilement
La densité d d’un empilement est la proportion de l’espace qui
est occupé par les boules : d = volume des boules

volume de l′espace .
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Empilement de cercle (Circle packing)
Théorème

Densité maximale d’un empillement régulier (Lagrange 1773)
La densité maximale d’un empilement régulier est
d = π

2
√
3
≈ 0.9069, c’est le cas du réseau hexagonal.

Mais est-ce vraiment l’empilement le plus dense dans le cas
général ?
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Empilement de cercle (Circle packing)
Théorème

Densité maximale d’un empillement (Thue 1890)
La densité maximale d’un empilement est d = π

2
√
3
≈ 0.9069,

c’est le cas du réseau hexagonal (arrangement hexagonal
regulier).
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Empilement de cercle (Circle packing)
Définition

Graphe d’incidence
A un empilement E , on associe son graphe d’incidence G(E)
dont les sommets sont les disques et les arêtes sont les paires de
disques dont les fermetures s’intersectent. Lorsque E est fini, il
s’agit d’une triangulation que l’on peut voir plongée dans la
surface.
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Empilement de cercle (Circle packing)
Théorème

Théorème d’empilement de cercle (Koebe–Andreev–Thurston)

Soit T une triangulation de la sphère S2. Il existe un unique
empilement de cercles E de Ĉ de graphe d’incidence isomorphe à
T , à transformation homographique près.
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Cercle d’Apollonius
Définition

On agrandit l’image avec un facteur de 252.
On pose a(c) = courbure du cercle c = 1

rayon(c)

Il est à noter que la courbure extérieure est par convention
de signe négatif.Yasser ALGHOUASS TIPE 20 / 63
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Cercle d’Apollonius
Théorème

Théorème d’Apollonius
Etant donné trois cercles c1, c2, c3 mutuellement tangents, il
existe exactement deux cercles c et c′ tangents à ces trois cercles.
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Cercle d’Apollonius
Définition

En appliquant le théorème d’Apollonius, on place sur la
figure les cercles tangents.
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Cercle d’Apollonius
Définition

Le miracle diophantien est que les courbures sont des
entiers !
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Cercle d’Apollonius
Questions qui sautent aux yeux :

Quels entiers apparaissent comme des courbures ?
Y a-t-il une infinité de courbures premières, des nombres
premiers jumeaux, c’est-à-dire des paires de cercles tangents
avec courbure première ?
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Cercle d’Apollonius
Théorème

Théorème de Descartes
Etant donné quatre cercles tangents entre eux, de courbures
ai, i ∈ {1, 2, 3, 4} (avec la convention de signe), alors

F (a1, a2, a3, a4) = 0
avec F est la forme quadratique
F (a1, a2, a3, a4) = 2(a21 + a22 + a23 + a24)− (a1 + a2 + a3 + a4)

2
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Cercle d’Apollonius
Propriété

Propriété
Etant donné quatre cercles c1, c2, c3, c4 tangents entre eux, de
courbures ai, i ∈ {1, 2, 3, 4}. Si c4 et c′4 sont tangents à c1, c2, c3,
alors

F (a1, a2, a3, a4) = 0
F (a1, a2, a3, a

′
4) = 0

Donc a4 et a′4 sont racines de la même équation quadratique

=⇒ (1)


a4 + a′4 = 2(a1 + a2 + a3)

a4, a′4 = a1 + a2 + a3 ± 2
√
∆

∆ = a1a2 + a1a3 + a2a3

Yasser ALGHOUASS TIPE 26 / 63



Introduction
Empilement de cercle (Circle packing)

Cercle d’Apollonius (Apollonian circle packings)
Application pratique

Conclusion
Références bibliographiques

Annexe

Cercle d’Apollonius
Exemple

Exemple
Dans notre exemple P0 :
(a1, a2, a3) = (21, 24, 28) et ∆ = 1764 = 422

Si c1, c2, c3, c4 ont des courbures entières, alors c′4 a aussi une
courbure entière (ceci à partir de (1))
De la sorte, toute courbure construite est entière !
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Groupe d’Apollonius
Définition

(1) en haut implique que lors de la formation d’une nouvelle
courbure lors de l’insertion d’un nouveau cercle

a′4 = −a4 + 2a1 + 2a2 + 2a3
On pose :

S4 =


1 0 0 2
0 1 0 2
0 0 1 2
0 0 0 −1

 S3 =


1 0 2 0
0 1 2 0
0 0 −1 0
0 0 2 1



S2 =


1 2 0 0
0 −1 0 0
0 2 1 0
0 2 0 1

 S1 =


−1 0 0 0
2 1 0 0
2 0 1 0
2 0 0 1


a′ = aS4, a′ = (a1, a2, a3, a

′
4) ∈ Z4

Yasser ALGHOUASS TIPE 28 / 63



Introduction
Empilement de cercle (Circle packing)

Cercle d’Apollonius (Apollonian circle packings)
Application pratique

Conclusion
Références bibliographiques

Annexe

Groupe d’Apollonius
Définition

De même en engendrant c1, c2, c3, . . .
a′ = aSj , j = 1, 2, 3,

On a
S2
j = I4, Sj ∈ GL4(Z), j = 1, 2, 3, 4.

Définition
Le groupe d’Appolonius A est le sous groupe de GL4(Z)
engendré par S1, S2, S3, S4 .

C’est le groupe de symétrie du Cercle d’Apollonius.
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Cercle d’Apollonius et nombres entiers
Théorèmes

On pose :
NP (x) = |{C ∈ P : a(C) ≤ x}|

Théorèmes

(D.Boyd) : lim
x→+∞

ln(NP (x))
ln(x) = δ ≈ 1.30568

(A.Kontorovich-H.OH) : Il existe b = b(P ) > 0 tel que :
NP (x) ∼

x→+∞
bxδ

(J.Bourgain-E.Fuchs) : Il existe C > 0 tel que le nombre
d’entiers inférieur à x qui sont des courbures vaut au moins Cx.
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Cercle d’Apollonius et nombres premiers
Théorème

Théorème
Dans tout Cercle d’Apollonius, il y’a une infinité de nombres
premiers jumeaux, en particulier il y’a une infinité de courbures
premières.

On pose :

ΨP (x) =
∑
c∈P

a(c) premier
a(c)≤x

ln(a(c))
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Cercle d’Apollonius et nombres premiers
On conjecture que :

ΨP (x)
NP (x) −→

x→+∞
L(2, χ4) ≈ 0.9159
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Application pratique
Optimisation de la distanciation sociale dans une salle de classe
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Conclusion

Après l’étude des possibilité d’empilement de cercles identiques
de même dimension, il s’avère que la configuration hexagonale
est celle qui permet d’optimiser au maximum l’utilisation d’un
espace contraint à une distanciation sociale.
L’empilement de cercles de dimensions différentes, qui est le cas
du cercle d’Apollonius, bien qu’il paraît comme problème
purement géométrique, il se trouve lié à de nombreux domaines
mathématiques, notamment la théorie des nombres...
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MERCI POUR VOTRE
ATTENTION !
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Nombres de contact connus (kissing number) :
En deux dimensions, le nombre de contact est 6. Les boules sont
des disques unitaires ; on peut imaginer qu’elles représentent des
pièces de monnaie que l’on arrange pour qu’elles touchent toutes
une pièce commune.
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Calcul de densité
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Sur un plan, on peut disposer au maximum six cercles de rayon
r autour d’un cercle de même rayon. Les centres de trois cercles
en contact définissent un triangle équilatéral puisqu’ils sont
distants de 2r les uns des autres. Chaque angle valant 60°(π3 ),
on peut mettre ainsi 6 triangles avec un sommet en commun
pour former un hexagone régulier.
On peut constater aisément que c’est l’organisation la plus
compacte qui soit en rangeant des billes de même volume dans
une enceinte de taille appropriée.
La densité surfacique de cet arrangement est :

d = π
2
√
3
≈ 0.9069
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Calcul de densité
Densité maximale d’un empillement régulier (Lagrange)

Considérons quatre cercles en contact deux à deux. Les centres
de ces cercles forment un losange de côté 2r. On peut ainsi
découper le plan en un pavage de losanges définissant un réseau.
Chaque losange comprend deux portions de disque d’angle au
centre 2π

3 et deux portions de disque d’angle au centre π
3 . La

somme de ces quatre angles au centre est ainsi égale à 2π, donc
la somme des aires des quatre portions de disque est égale à la
surface d’un disque complet, soit πr2.
Le losange lui-même a pour aire 2

√
3 r2. Les disques occupent

donc une proportion de surface égale à d = π r2

2
√
3 r2

.
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Calcul de densité
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On divise le plan en régions, et on montre que, dans chaque
région, la densité est inférieure ou égale à d = π

2
√
3
.
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