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Réseaux complexes de contact
Exemple de réseau complexe

Figure: Réseau complexe mondial
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Modèle stochastique et variables aléatoires
Probabilité de transmission

Etant donné une population Ω = {1, ..., n},
Soit une paire (i , j) ∈ Ω2, j étant infecté, i étant sain et soit tijδt la
probabilité que j infecte i pendant une durée δt.

j i
tij

Soit Tij(t) la probabilité que i soit infecté par j à l’instant t.

1− Tij(t) = lim
δt→0

(1− tijδt)
t/δt = e−tij t

=⇒ Tij(t) = 1− e−tij t
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Modèle stochastique et variables aléatoires
Matrice de transmission

On définit alors :

T (t) =


T11(t) T12(t) · · · T1n(t)
T21(t) T22(t) · · · T2n(t)

...
...

. . .
...

Tn1(t) Tn2(t) · · · Tnn(t)


Que l’on nomme la matrice de transmission à l’instant t.
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Modèle stochastique et variables aléatoires
Hypothèses du modèle

On définit 4 états pour les individus de la population :

S I R M

Infectés à un instant donné de la propagation, on note leur ensemble I

Sains, on note leur ensemble S

Rétablis, on note leur ensemble R

Décédés, on note leur ensemble M
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Modèle stochastique et variables aléatoires
Variables aléatoires

Soit Ik(t),Mk(t),Rk(t) les variables aléatoires respectives qui
reçoivent 1 si l’individu k est infecté à un instant donné de la
propagation, décédé ou rétabli à l’instant t et 0 sinon.

Soit I (t),M(t),R(t) les variables aléatoires respectives qui reçoivent
le nombre total d’individus infectés à un instant donné de la
propagation, décédés et rétablis sur l’ensemble de la population à
l’instant t.

Et on note, pour simplifier :

pk(t) = P(Ik(t) = 1), qk(t) = P(Mk(t) = 1), rk(t) = P(Rk(t) = 1)
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Modèle stochastique et variables aléatoires
Probabilité d’infection

Figure: Un réseau complexe de contact contenant des sains et des infectés
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Modèle stochastique et variables aléatoires
Probabilité d’infection

En notant voisins(k) = {i ∈ Ω, ∃t ≥ 0,Tki (t) > 0} = {vi , 1 ≤ i ≤ p} les
voisins de k.

.. k ..

vi+1

v1
..vp

vi..

Alors ∀k ∈ Ω,

pk(t + dt) =
∑

i∈voisins(k)

pi (t)Tki (t)
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Modèle stochastique et variables aléatoires
Probabilité d’infection

D’où : 
p1(t + dt)
p2(t + dt)

...
pn(t + dt)

 =


T11(t) T12(t) · · · T1n(t)
T21(t) T22(t) · · · T2n(t)

...
...

. . .
...

Tn1(t) Tn2(t) · · · Tnn(t)



p1(t)
p2(t)
...

pn(t)


=⇒ P(t + dt) = T (t)P(t)
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Modèle stochastique et variables aléatoires
Evolution de l’infection dans la population

On discrétise le temps : t = n ∈ N
∀n ∈ N,

Pn+1 = TnPn

Et on a alors ∀n ∈ N∗,

Pn = (
n−1∏
k=0

Tk)P0

Où les individus initialement infectés fournissent P0.
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Modèle stochastique et variables aléatoires
Probabilité de décès et de guérison

Soient :

τk La durée caractéristique d’infection de l’individu k.

mk La probabilité de décès de l’individu k à un instant donné de
l’infection, durant τk .

k

M R

1−mk

mk

Soit Mk la probabilité que k soit décédé durant τk de la maladie.

1−Mk = lim
δt→0

(1−mkδt)
τk/δt = e−mkτk

=⇒ Mk = 1− emkτk
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Modèle stochastique et variables aléatoires
Lois de probabilité

∀k ∈ Ω,

qk(t) =

{
pk(t − τk)Mk si t > τk
0 sinon

rk(t) =

{
pk(t − τk)(1−Mk) si t > τk
0 sinon

D’où,

Ik(t) ∼ B(pk(t)),Mk(t) ∼ B(qk(t)),Rk(t) ∼ B(rk(t))
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Modèle stochastique et variables aléatoires
Espérance du nombre d’infectés

Soit k ∈ {1, ..n},
On note (C k

n (p))1≤p≤C k
n
la suite des combinaisons de k éléments parmi n.

P(I (t) = k) =

C k
n∑

p=1

∏
i∈C k

n (p)

pi (t)
∏

i∈Ω/C k
n (p)

(1− pi (t))

E(I (t)) =
n∑

k=1

kP(I (t) = k)
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Modèle stochastique et variables aléatoires
Espérances des nombres d’infectés, de décédés et de guéris

E(I (t)) =
n∑

k=1

C k
n∑

p=1

k
∏

i∈C k
n (p)

pi (t)
∏

i∈Ω/C k
n (p)

(1− pi (t))

E(M(t)) =
n∑

k=1

C k
n∑

p=1

k
∏

i∈C k
n (p)

qi (t)
∏

i∈Ω/C k
n (p)

(1− qi (t))

E(R(t)) =
n∑

k=1

C k
n∑

p=1

k
∏

i∈C k
n (p)

ri (t)
∏

i∈Ω/C k
n (p)

(1− ri (t))
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Modèle stochastique et variables aléatoires
Espérance du nombre de porteurs dans la population

En considérant P(t) la variable aléatoire du nombre des porteurs, on a :

E(P(t)) = E(I (t))− E(R(t))− E(M(t))
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Simulation numérique des résultats
Graphe de la population considérée
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Simulation numérique des résultats
Evolution des probabilités d’infection
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Simulation numérique des résultats
Evolution du nombre de porteurs, d’infectés, de décédés et de rétablis
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Modèle théorique de contrôle d’épidémie
Définition du nombre de reproduction de base R0

Définition : Nombre de reproduction de base R0

En épidémiologie, le nombre de reproduction de base d’une maladie est
défini comme le nombre moyen de cas attendus directement générés par
un cas dans une population sensible à l’infection.
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Modèle théorique de contrôle d’épidémie
Intérêt du contrôle de R0

Théorème de Stabilité d’un système épidémiologique

Si R0 < 1, alors la maladie disparâıt de la population au bout d’un certain
temps.
Si R0 ≥ 1, alors la maladie reste endémique dans la population.
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Modèle théorique de contrôle d’épidémie
Détermination de R0 : Approche de la matrice de prochaine génération

Soit n ∈ N∗, on définit n compartiments distincts pour les individus de la
population,

x = ( x1, ..., xp︸ ︷︷ ︸
non infectés

, xp+1, ..., xn︸ ︷︷ ︸
infectés

) ∈ Rn

Avec xi ≥ 0 correspond au nombre d’individus dans chaque compartiment.
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Modèle théorique de contrôle d’épidémie
Dynamique de la population

On décrit la propagation de la maladie par f : Ω ⊂ Rn → Rn.

ẋ(t) = f (x(t))

En décomposant les flux :

xi
ϕ+
i ϕ−

i

ϕi

On pourra alors décomposer f de la forme suivante :

f = ϕ+ ϕ+ + ϕ−
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Modèle théorique de contrôle d’épidémie
Equilibre de la population

Théorème de La matrice de prochaine génération (Fondamental)

Soit un point d’équilibre sans maladie, x∗ = (x∗1 , ..., x
∗
p , 0, ..., 0),

Soient les matrices,

F =

(
∂ϕi

∂xj
(x∗)

)
p+1≤i ,j≤n

,V =

(
∂ϕ+

i − ϕ−
i

∂xj
(x∗)

)
p+1≤i ,j≤n

Le nombre de reproduction de base lié au point d’équilibre x∗ est :

R0 = ρ(−FV−1)

Avec : ρ désigne le rayon spectral.
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Application à notre modélisation
Modélisation choisi (Modèle SRMI)

On dispose de 4 compatiments x = (S ,R,M, I ) pour la population:

S I R

M

βSI γI

µI

Avec :

µ le taux de mortalité de la maladie.

β le taux d’infection par contact.

γ le taux de guérison de la maladie.
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Application à notre modélisation
Paramètres de contrôle

Soient u1, u2, u3 les paramètres de contrôle de la propagation définis dans
[0,1] comme suit :

u1 : Degré de confinement et mesures de sécurité (Réduction des
contacts).

u2 : Rétablissement (Prise en charge des infectés et traitement).

u3 : Prévention des Décès (Intervention dans les cas critiques).

En intégrant ces paramètres, on obtient le système d’ED suivant :


Ṡ = −(1− u1)βSI

İ = (1− u1)βSI − (1− u3)µI − (1 + u2)γI

Ṙ = (1 + u2)γI

Ṁ = (1− u3)µI
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Application à notre modélisation
Calcul de R0

En appliquant le théorème de la matrice de prochaine génération :

Pour un état d’équilibre sans malades x∗ = (S∗,R∗,M∗, 0), on retrouve
pour le modèle considéré :

R0 =
(1−u1)β

(1+u2)γ+(1−u3)µ
S∗

Notre but dorénavant est d’ajuster les paramètres de contrôle de sorte à
avoir R0 < 1 pour un équilibre où l’on a S∗ sains.
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Simulation numérique des résultats
Population considérée

Hypothèses :

On se donne une population de 110.000 individus dont 10.000 sont
infectés.

Dans un premier temps, nous simulons la maladie avec des
paramètres de contrôle nuls, puis nous simulons leur effet sur la
propagation de la maladie.
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Simulation numérique des résultats
Evolution de la maladie au sein de la population

Cas 1 : R0 = 10
u1 = u2 = u3 = 0 et β = 7.10−8, γ = 5.10−4, µ = 2.10−4
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Simulation numérique des résultats
Evolution de la maladie au sein de la population

Cas 2 : R0 = 0.91
u1 = 0.88 , u2 = 0.7 , u3 = 0.65 et β = 7.10−8, γ = 5.10−4, µ = 2.10−4
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Conclusion
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Annexe
Développement du calcul de R0 (Application)
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Annexe
Théorèmes admis : Théorème 1
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Annexe
Théorèmes admis : Théorème 2
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Annexe
Théorèmes admis : Théorème 3
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Annexe
Théorèmes admis : Théorème 4
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Annexe
Démonstration du théorème de stabilité des systèmes épidémiologiques
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Annexe
Démonstration du Théorème de la Matrice de la prochaine génération
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Annexe
Démonstration du Théorème de la Matrice de la prochaine génération
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Annexe
Code Python : 1ère Simulation
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Annexe
Code Python : 1ère Simulation
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Annexe
Code Python : 1ère Simulation
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Annexe
Graphe de la population considérée : 1ère Simulation
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Annexe
Matrice aléatoire de la population considérée : 1ère Simulation
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Annexe
Code python des Courbes : 1ère Simulation
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Annexe
Code Python et Courbes : 2ème Simulation
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