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|-La Theorie de Markov 2- Construction des Matrices 3-Comparaison des Résultai;4-Limites d’étude et Conclusion

1.1. Définition. Une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires
(X, )n & valeurs dans ’espace d’états E telle que, pour tout n € N, et tous

Y,Y0,---,Yn € B,
. ]P(Xn-l-l = y|XO = Yo,--- aXn — y'n.) = IIJ’()('n,-l-l = yIX'n == yn)

Elle est homogéne si cette quantité ne dépend pas de n. Elle est finie si
I’ensemble F est fini.

2.1. Définition. La matrice de transition d’une chaine de Markov homo-
géne finie (X, ), d’espace d’états E = {e1,...,en} est la matrice d’ordre

N dont le coefficient en position (i, 7) est

P(Xl = ele() = ei).
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e Théerie de Merey

|-La Theorie de Markov ,2- Construction des Matrices 3-Comparaison des Résultar;4-Limites d’étude et Conclusion

2.8. Proposition. Soit (X, ), une chaine de Markov homogéne finie d’es-
pace d’états E = {ey,...,en}, de matrice de transition P. Notons, pour
tout n € N, la loi de X,, avec la matrice ligne

vp=(P(Xn=e1) PX,=e€) ... PXp=en) ).

Alors, pour tout n € N, vy = vy P e

/~

2.9. Corollaire. Avec les mémes notatz’ons,ivn = 1 P”’!
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2, Consiirucifion ees Meiries (Mefriee de bncer ce dés Cesdeue)

II-La Théorie de Markoy, /3-Comparaison des Résultai,4-Limites d’étude et Conclusion

Résultat Fréquence Probabilité

2 I 1 /36~ 3%

3 2 2/36~ 6%

4 3 3/36~ 8%

5 4 4/36~11%

‘ 6 5 5/36~14%

Dés du jeu Ménopoly (https://www.IaI;oiteauxpieces‘.fr/) / 6 6/36~17%

8 5 5/36~14%

9 4 4/36~11%

Dés (classique) |10 3 3/36~8%

Représentation graphique des probabilités sur un histogramme Excel N 2 2/36~6%

o 12 | 1/36~ 3%
1a% Total

8

+

6%
4%

220

0% 15/52
2 3 4 5 6 7/ 8 9 10 11 12
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2 Consiiuetion @es Meifes (MeEdes e Encer de @és Replas)

> P 2

—— Les additionner

Choix libre

{ Dés du jeu (https://www.ebay.com/)
Prédéfini Les DEUX

Jouer puis visiter la prochaine Propriété

non achetée
Indépendance du Prochaine
joueur propriété

Faces du dé rapide 17 /52
(https://richunclepennybags.co.uk//)




2., Consiiruction s Meriee (Mairies as breer ce dés Replide)

II-La Théorie de Markoy, /3-Comparaison des Résultai,4-Limites d’étude et Conclusion -

Resultat| Freq | Proba | ;
2 1 1%
3 2%

!

3 |

4 6 4% |

+O + I + 5 10 % I

Faces du dé rapide (https.//rlchunclepennybags.co.uk//) 6 14 10% |

o . o . 7 18 | 13% |[p,

Représentation graphique des probabilités sur un histogramme Excel 3 20 14% 4/6

9

20 | 14% ||~6T%
10 18 | 13% |
11 14 | 10% | |
12 10 7% |
13 6 4% |
14 3 2% l
15 1 1% |1
. Total 144
"ol io
2 345 67 89

10 1112 1314 15 18/ 52




2 Consiiuetion @es Meifes (MeEdes e Encer de @és Replas)

> P > >

Mr Monopoly nous méne
vers la prochaine
propriéte !
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4 Représentation (mise en forme conditionnelle) de la matrice des regles du jeu sur Excel
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4 Représentation (mise en forme conditionnelle) de la matrice des regles du jeu sur Excel
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4.2. Théoréme. Soit P une matrice erqgodique de probabilité invariantel .

Alors, pour tout (1,7),
im[P"]; ; =V;.
T

3.5. Proposition. Toute matrice PP stochastique et irréductible admet une

unique probabilité invariante! 1) De plus, cette probabilité invariante est
strictement positive.

3.2. Définition. Une probabilité invariante d’une matrice stochastique . P
est un vecteur i € M ,(R) positif et de somme 1 tel quel VA =1/,

(Adapté de Algebre linéaire. Réduction des endomorphismes - Roger Mansuy, Rached Mneimné)

Vecteur Propre de
valeur propre 1
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Représentation des probabilités long terme de chaque case dans une partie classique de Monopoly
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Représentation des probabilités long terme de chaque case dans une partie rapide de Monopoly
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Comparaison des probabilités long terme de chaque case pour chaque version du jeu

0,04

0,035

0,03

0,025

0,02

0,015

0,01

005

0

0

e 21

N IpINeL
sa9sA3-sdweyd
Iouey 3IUBED
SlezEIUES SiED

sall | 2nd e

FANBUNLWIL O 3 35518

y3o4
jina3aig

UOSs|d Us Ta
anahed B
HNe3 s3p 310
@51nog &7
FlOUOH- RS
PlOp Np 315
Ul3de -1 uag
sadlaysa| e
JDUBRYD IUED
uouF ey

I MmelD Jed

@ |eFid

[BYIIN-I eSS

2INEBUN LWL 7 3 35512

Uezo
UaAT] ap s
sipEIEd

Alnap

FUAHIISF 21D
1= BT
uoslidfaasn aduns
sanb||qndzy

52| |3N0)

S3UBYD 3ED
plENSNERN

SR BdIuU O] Sdesy
sapduwi|

204 No37

SINBUN LWL 07 3P 355180

2| |n2=g

Hedag ased

32 /52

10 11 12 13 14 |15 16 17 18 18 20 21 22 23 4 5 2% 27 238 29 30 31 3 B

B 9

7

B Rapide W assique




rapide classique

6,23% 4.40%

| o 7,79% 7,05%
Comparaison des probabilités long terme de chaque groupe 8 72% 7 15%
de cases pour chaque version de jeu 15 18,19 3 83% 8,58%
- 9,87% 8,18%
25 27,29 7,91% 8,02%

31,32,34 8,50% 7,80%
37,39. 5,68% 4,32%
Gares 11,05% 10,04%

Cie {12 28) 5,52% 4,98%

0,08 I 5,06% 7,69%
Chance 5,04% 7,42%
Taxes 2,99% 4.42%
0,06 :
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0,02
0 ~ ‘
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0,1

rapide ' classique




0,12

0,1

0,08

0,06

0,02

=

Comparaison des probabilités long terme de chaque groupe
de cases pour chaque version de jeu

’ .

!

il

!

11,1314 161819 21,2324 262729 313234 3739.  Gares CGie(12,28)
RAPIDE (opaque) / CLASSIQUE (semi-transparent)

c™Mm

34 /52

Chance Taxes




2%, Limfees cf&vaes et Condlusfen

> > )

D
EimitesidellEtudeldu
DélR'apide
. Libre Arbitre du joueur: Dé Rapide (Triple, |3us),d

Prison (longueur du Séjour)
- Interdépendance des joueurs (Dé Rapide/Mr approximatifs
Monopoly)

- Probabilités a long terme (24 lancers soit 8
heures de jeu! (5min/tour et 4 joueurs))

- Implications financieres (la rentabilité et la
négociation)
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> >

Gonclusion:

Le Dé Rapide renforce I'importance des
stratégies "'classiques’ en augmentant
significativement les probabilités
d'atterrir sur les cases propriétés. De plus,
il offre au joueur une plus grande
flexibilité et une certaine liberté de
mouvement sur le plateau.
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Mum Case 100W | MaMC | Rapide Classique | rapide
0 Case Départ 0,034 0,0368J0,0143764 0,0214219/1,3. 0,0622703 0,0439985
1 Belleville 0,0235 0,0252)0,0320569 0021592 0,0779312 0,0705292
2 Caisse de Communauté 0,0237 0,0223|0,0146425 0,0219779 0,0872283 0,0714984
3 Lecourbe 0,0238 0,0256|0,0302134 0,0224065 16,1819 00888051 0,085754
4 Impéts 0,0256 0,0277| 0,015031 0,0225805 0,0986791 0,0817976
5 Gare Montparnasse 0,0327 00352 0030573 00229248 2627,29  0,0791345 0,0802096
] Vaugirard 0,02a8 0,0268|0,0258554 0,0234639 0,085038 0,0779843
7 Carte Chance 0,0254 0,0102}0.0154988 0,0568134 00431879
Courcelles 0,0255 0,02740,0272181 0,1105182 0,1003548
] Républigues 0,0254 0,0252)0,0248577 0,0552117 0,0497986
10 simple Visite/Prison 0,1342 0,0268)0,0157785 0,0229886 CCM 0,0506365 0,0769399
11 [ERIES 0,0299 0,0321)0,0373012 0,0226624 Chance 0,0504099 0,0742179
i Cie Electricité 0,0305 0,031)0,0291334 0,0232426 Taxes 0,0299279 0,044222
&Y Neuilly 0,0254 0,0281)0,0254677 0,0239597
P Paradis 0,0283 0,0293)0,0244586 0,0248763
15 Gare de Lyon 0,0275 0,0346)0,0246758 0,0264484
16 Mozart 0,0312 0033100264993  0,02785
17 Caisse de Communauté 0,0306 0,030710,0180669 00294421
18 Saint-Michel 0,0328 0,0340)0,0322381 0,0291915
19 Pigalle 0,0328 0,0366|0,0300677 0,0287125
20 Pan: Gratuit 0,0329 0,03430,0194542 0,0284049
21 [ 0o0:0s  00335[0,03650937 0,0279835
22 Carte Chance 0,0325 0,0125|0,0187109 0,0276287
_ 00209 00325j0,0337272 0,026972
0,0349 0,0377|0.0288582 0,0268421
25 Gare du Nord 0,0337 0,0364|0,0279336 0,0269931
26 Saint-Honoré 0,0296 0,0321)0.0268148 0,0270424
27 La Bourse 0,0204 0,0318)0,0260824 0,0268671
Cie des Eaux 0,0309 0,0333)0.0260783 0026556
29 La Fayette 0,0284 0,0307)0,0262373 0,0263
30 Allez en Prison 0,025 00469)0,0177867 0,026692
31_ 0,0204 0,0318f0,0267651 0,0269204
32 0,0289 0031200269599 00262288
33 Caisse de Communauté 00297 0,0282)0,0173272 0,0255158 ,
se/Capucines 00275 0029700313120 00248262 Capture d’écran du
35 Gare Saint-Lazare 0,0267 0,0285)0,0273358 0,0239885 tableau Excel des
36 {:artecnce 00254 00102|00162002 0022797 (jfférentes probabilités
00241 0,026)0,0279815 00216038 |
0024 002600148069 00216415 G atterrissage long terme
0029 00312f0,0288319 00215841 selon différents modeles

dlassique  EEE L -

100W: 1000 Ways to Win

Monopoly Games

(JAY WALKER AND JEFFREY S.
LEHMAN)

1975

MaMC: Monopoly as a

Markov Process
(ROBERT B.ASH AND RICHARD L.
BISHOP)

Rapide: Probabilités
d’atterrissage long terme de
chaque case, dans une partie
rapide

(avec dé rapide)

Classique: Probabilités
d’atterrissage long terme de
chaque case, dans une partie

classique
(uniqu. deux dés)
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* Dé Rapide:

Stratégie fixe et
indépendance du
joueur

lgnorer la regle
des triples

Mr Monopoly
vous envoie
directement vers
la prochaine
propriété (un
lancer = un
déplacement)

e Quitter
immeédiatement la
prison

* Ignorer la regle des
doubles

- CCM:

* Annuler I'effet
des cartes
«Vous étes
libéré de
prison »

* Mélanger les
cartes a
nouveau
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# Importation duv module numpy pour la manipulation des matrices

~ import numpy as np

# Importation du module scipy.linalg pour les opérations sur les motrices (le calcul des vecteurs propres)
import scipy.linalg as la

# Importation dv module pandas pour la manipulation et 1'exportation des données dans un fichier Excel
import pandas as pd

# Liste des noms des cases du jeu de Monopoly

~ nom_cases = [

'Case Départ', 'Belleville', 'Caisse de Communauté', 'Lecourbe', 'Impdts’',

‘Gare Montparnasse', 'Vaugirard', 'Carte Chance', 'Courcelles', 'Républiques’,
'Simple Visite/Prison’, 'La Villette', 'Cie Electricité’, 'Nevilly',

'Paradis', 'Gare de Lyon', 'Mozart', 'Caisse de Communauté',6 'Saint-Michel',
'Pigalle', 'Parc Gratuit', 'Matignon', 'Carte Chance', 'Malesherbes’,
'Henri-Martin', 'Gare du Nord', 'Saint-Honoré', 'La Bourse', 'Cie des Eaux',

'La Fayette', 'Allez en Prison', 'Breteuvil’, 'Foch', 'Caisse de Communauté’,
'Capucines', 'Gare Saint-lLazare', 'Carte Chance', 'Champs-Elysées', 'Taxe de Luxe',
'La Paix'

Capture d’écran de PyCharm Community Edition




def proba_des():
Calcule les probabilités des résultats possibles pour deux dés
:return: Liste des probabilités.

return [x / 36 for x in [1, 2, 3, 4, 5, 6, 5, 4, 3, 2, 1]]

def proba_des_rapide():
Calcule les probabilités des résultats possibles pour deux dés
:return: Liste des probabilités.

non

return [(x % (4 / 6)) / 144 for x in [1, 3, 6, 10, 14, 18, 20,

propriety = [1, 3, 5, 6, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 18, 19, 21,
def monsieur_monopoly_value(pos):
Détermine la prochaine propriété de Mr Monopoly en fonction de
:param pos: Position actuelle.
:return: Prochaine position.
if (pos == 39):
return 1
else:
for x in propriety:
if x > pos:
return Xx

standards.

rapides et Mr Monopoly.

20, 18, 14, 10, 6, 3, 11]

9%, 94, 95, 3%, 97, 98, 99, 31, 33, %4, 35, 37, 39]

Lo position actuelle.
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49 def creer_matrice(proba_list, matrice, compteur_colonne, dim):

wirn

51 Fonction récursive qui permet de remplir une matrice colonne par colonne.
52 :param probo_list: Liste des probabilités.

53 <param motrice: Motrice de tronsition 0 remplir.

54 :param compteur_colonne: L'indicateur récursif.

55 :param dim: Dimension de la matrice.

57 if compteur_colonne == dim:

58 return matrice

59 dernier_element = proba_list.pop() # Retire le dernier élément de lo liste

60 proba_list = [dernier_element] + proba_list # Ajoute cet élément ouv début de Lo liste

61 matrice[:, compteur_colonne] = proba_list # Remplit lo colonne actuelle de lo matrice
62 creer_matrice(proba_list, matrice, compteur_colonne + 1, dim) # Appel récursif pour Llo colonne suivante
3 Capture d’écran de PyCharm Community Edition




# Construire matrice_des qui regroupe simplement les probabilites de deplacement selon les lancers de dés
proba_ligne_case_depart = [0] * 40 # Initiolise une ligne de probabilités avec des zéros
proba_ligne_case_depart[2:13] = proba_des() # Remplit lo Ligne avec les probabilités des dés standards
matrice_des = np.zeros((46, 40)) # Crée une matrice de zéros de 40x40

matrice_des[:, 8] = proba_ligne_case_depart # Remplit Lo premiére colonne avec les probabilités
creer_matrice(proba_ligne_case_depart, matrice_des, compteurcolonne: 1, dim: 40) # Remplit le peste de 1o motpice

Capture d’écran de PyCharm Community Edition
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70

# Construire matrice_des_rapide qui regroupe les probabilités de déplacement selon les lancers de dés rapide

# y compris celul de Mr Monopoly

proba_liqne_case_depart_rapide = [0] * 40 # Initiolise une Ligne de probubilités avec des zéros
proba_ligne_case_depart_rapide(2:16] = proba_des_rapide() # Remplit Lo Ligne avec les probabilités des dés ropides
natrice_des_rapide = np.zeros((40, 40)) # Crée une matrice de zéros de 40x40

matrice_des_rapide[:, 0] = proba_ligne_case_depart_rapide # Remplit Lo premiére colonne avec les probobilités
creer_natrice(proba_ligne_case_depart_rapide, matrice_des_rapide, compteurcolonne: 1, dim: 40) # Remplit le reste de lo motrice

# Inplementer Mr Monopoly
for 1 in range(46):
matrice_des_rapide[nonsieur_nonopoly_valve(i), i] += 2 / 6 # Ajoute les probubilités de Mr Monopoly

47 /52



g # Construire matrice_reqles qui inclut les effets des cartes Chance et Coisse de Communouté, oinsi que la prison
8  matrice_reqles = np.eye(40) # Crée une matrice identité de 40x40
chance_cases = [7, 22, 36] # Les emplacements des cases chance
for x in chance_cases:
87 matrice_reqles[:, x] = [0] * 40 # Initiglise To colonne de Ta case Chance avec des zéros
matrice_reqles[[6, 10, 11, 15, 24, 39, x - 3], x] =1/ 16 # Ajoute les probabilités des cartes Chance
matrice_reqles(x, x] = 9 / 16 # Probabilité de rester sur la cose

caisse_cases = [2, 17, 33] # Les emplacements des coses coisse de communauté

qares_caisse_cases = [5, 25, 35] # Les emplocements des gares correspondantes

for 1, x in enumerate(caisse_cases):
matrice_reqles(:, x] = [0] * 40 # Initialise la colonne de lo cose Coisse de Communauté ovec des zéros
matrice_reqles[[6, 1, 16, qares_caisse_cases[i]], x] += 1 / 16 # Ajoute les probabilités des cartes Coisse de Communouté
matrice_reqles[x, x] += 12 / 16 # Probobilité de rester sur lo cose

matrice_reqles[10, 30] = 1 # Aller en prison
matrice_regles[30, 30] = 0 # Sortir de prison

16 Capture d’écran de PyCharm Community Edition




101 def est_matrice_de_transition(matrice, erreur=1e-6):

103 Verifie si choque ligne d'une motrice de transition o une somme €gole a 1,

104 en tenant compte d'une marge d'erreur.

105 :param motrice: Lo motrice a vérifier.

106 :param erreur: Lo marge d'erreur acceptable.

107 :return: True si choque ligne a une somme égole d 1, False sinon,

108 sommes_ligne = np.sum(matrice, axis=0) # Colcule 1o somme de choque colonne

116 return np.all(np.abs(sommes_ligne - 1) < erreur) # Verifie si les sommes sont égales d 1 dans lo marge d'erreur

111 Capture d’écran de PyCharm Community Edition

2.3. Proposition. La matrice de transition d’une chaine de Markov ho-
mogene finie est stochastique, c’est-a-dire positive et telle que la somme des
coefficients sur l'une quelconque de ses lignes vaut 1.
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def 1j_des_classique():

mwnn

114 Calcule et enpegistre les probabilités des cases pour des lancers de dés clossiques.

. i
)

matrice_finale = np.matmul(matrice_des, matrice_regles) # Colcule lo matrice finale en multipliont matrice_des par matrice_regles
vecteur_propre = la.eig(matrice_finale)[1] # Calcule les vecteurs propres de la matrice finale

118 vecteur_etat_stable = vecteur_propre[:, 8] # Sélectionne le premier vecteur propre

119 vecteur_etat_stable = vecteur_etat_stable / sum(vecteur_etat_stable) # Normolise le vecteur propre

120 vecteur_etat_stable = vecteur_etat_stable.tolist() # Convertit le vecteur en liste
vecteur_etat_stable = [float(valeur.real) for valeur in vecteur_etat_stable] # Convertit les valeurs en réels flottonts

122 afficher_valeurs(vecteur_etat_stable, nomfichier "1j_des_classique.xlsx") # Affiche les valeurs dans un fichier Excel

124 def 1j_des_rapide():

mwhn

126 Calcule et enpegistre les probabilités des cases pour des lancers de dés rapides.

N7 i n

128 matrice_finale = np.matmul(matrice_des_rapide, matrice_regles) # Colcule lo motrice finale en multipliont matrice_des_ropide par matrice_regles
129 vecteur_propre = la.eig(matrice_finale)[1] # Calcule les vecteurs propres de la matrice finale
vecteur_etat_stable = vecteur_propre[:, 8] # Sélectionne le premier vecteur propre
131 vecteur_etat_stable = vecteur_etat_stable / sum(vecteur_etat_stable) # Normolise le vecteur propre
132 vecteur_etat_stable = vecteur_etat_stable.tolist() # Convertit le vecteur en liste
133 vecteur_etat_stable = [float(valeur.real) for valeur in vecteur_etat_stable] # Convertit les valeurs en réels flottonts
134 afficher_valeurs(vecteur_etat_stable, nomfichier "1j_des_rapide.xlsx") # Affiche les valeurs dans un fichier Excel
| | Capture d’écran de PyCharm Community Edition
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136 v def afficher_valeurs(list_proba, nom_fichier="resultat.xlsx"):

138 Enregistre les probabilités de chaque case dans un fichier Excel.

139 :param list_proba: Liste des probabilités pour chaque case.

140 :param nom_fichier: Nom du fichier Excel a créer.

nunn

142 df = pd.DataFrame() # Crée un DataFrame vide
143 df['Num'] = list(range(40)) # Ajoute une colonne pour les numéros des cases
144 df['Case'] = nom_cases # Ajoute une colonne pour les noms des cases

145 df['Proba'] = list_proba # Ajoute une colonne pour les probabilités
146 df.to_excel(nom_fichier, index=False) # Souvegaorde le DataFrame dans un fichier Excel

148 v def afficher_joliment(matrix):

150 Affiche une matrice de maniére lisible.

151 :param matrix: La matrice G afficher.

153 np.set_printoptions(threshold=np.inf) # Configure 1'affichage complet de la matrice

154 np.set_printoptions(formatter={'int': '{: 4d}'.format}) # Formate les entiers pour 1'offichage
155 print(np.array2string(matrix, separator=' ')) # Affiche lo motrice

157~ def afficher_joliment_sur_excel(array):

159 Enregistre une matrice dans un fichier Excel.

160 :param array: Lo matrice a enregistrer.

162 df = pd.DataFrame(array) # Convertit 1o motrice en DataFrame

163 df.to_excel( excel_writer: "test.x1lsx", index=False) # Souvegorde le DataFrame dans un fich]

51 /52




)|

X

# Les tests stochastiques
#print(est_matrice_de_transition(matrice_reqgles))
#print(est_matrice_de_transition(matrice_des))
fprint(est_motrice_de_transition(matrice_des_rapide))

#afficher_joliment_sur_excel{np.matmul{matrice_des, matrice_regles))
#lj_des_classique()
#lj_des_rapide()

Capture d’écran de PyCharm Community Edition
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