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Problématique

De quelle manière peut-on exploiter les machines à
vecteurs de support afin de contribuer à la prédiction
des accidents cardiaques ?
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Modèle

Machine Learning Supervisé Classification SVM

On se donne un ensemble d’apprentissage {(xi, yi)}i=1,...,n

où yi ∈ {−1,+1} et xi ∈ Rd.
Objectif : chercher une fonction f : Rd → R qui permet de
prédire si un nouvel exemple appartient à la classe −1 ou à
la classe +1.
Le principe est de séparer l’espace en deux parties
{x ∈ Rd | f(x) > 0} ∪ {x ∈ Rd | f(x) < 0}.
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Séparabilité linéaire

Soient X0 et X1 deux ensembles de points dans un espace
euclidien n-dimensionnel.
Alors X0 et X1 sont linéairement séparables s’il existe n+ 1
nombres réels w1, w2, ..., wn, k tels que chaque point x ∈ X0

satisfait
∑n

i=1wixi > k et chaque point x ∈ X1 satisfait∑n
i=1wixi < k.
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(a) Les données sont séparables
linéairement

(b) Les données ne sont pas
séparables linéairement
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Construction de l’hyperplan

L’existence d’un hyperplan séparateur

Soient A et B deux ensembles non vides, convexes et dis-
joints. Alors, il existe w ̸= 0 et b tels que :

w⊤ · x+ b ≤ 0 ∀x ∈ A

w⊤ · x+ b ≥ 0 ∀x ∈ B

L’hyperplan w⊤ · x+ b = 0 est appelé l’hyperplan sépara-
teur pour A et B.

→ démonstration : voir annexe 1
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w⊤.x+ b = 0

Figure – L’hyperplan qui assure la séparation entre les deux
ensembles .
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Recherche de solution

PROBLEME : Face à la présence de multiples lignes droites
pouvant séparer les deux ensembles, comment procéder pour
sélectionner celle qui convient le mieux ?
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La marge

La marge est définie
comme la plus petite
distance,entre la surface de
décision et les points
d’entraînement de
l’ensemble de données.
Il faut choisir l’hyperplan
qui maximise la marge !

r
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Formulation primale du problème

max r

s.c yi.(⟨w, xi⟩+ b) ≥ r ∀i = 1, . . . , N

Expression de la marge

On pose : (condition de normalisation)

|wT · xs + b| = 1

Alors : r = ∥ 1
w∥

→ démonstration : voir annexe 2
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Problème primal

min
w∈Rd

1

2
∥w∥2

s.c yi.(⟨w, xi⟩+ b) ≥ 1 ∀i = 1, . . . , N

Il est toutefois mieux de passer à la formulation duale de ce
problème
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Formulation standard d’un probl‘eme d’optimisation

La forme standard d’un problème d’optimisation sur x ∈ Rn

min f0(x)
sous contraintes fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

hi(x) = 0, i = 1, . . . , p

où toutes les fonctions sont à valeurs dans R.
La valeur optimale du problème :

p∗ = inf
x∈Rn
{f0(x) | fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, hi(x) = 0, i = 1, . . . , p}
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Dualité Lagrangienne

Le Lagrangien

On définit le Lagrangien : L : Rn × Rm × Rp → R par

L(x, λ, ν) = f0(x) +

m∑
i=1

λifi(x) +

p∑
i=1

νihi(x)

Les scalaires λi et νi sont appelés multiplicateurs de La-
grange.
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Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) sont un
ensemble de conditions d’optimalité pour les problèmes
d’optimisation avec contraintes.

Conditions de faisabilité primale :
∀i yi(wTxi + b) ≥ 1 .
Conditions de faisabilité duales :
∀i αi ≥ 0 .
Conditions de complémentarité :
∀i αi(yi(w

Txi + b)− 1) = 0

Conditions de stationnarité :
∑n

i=1 αiyi = 0
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Résolution par la méthode de Lagrange :

Pour résoudre le problème mentionné précédemment, on
applique la méthode de Lagrange :

L(w, b, α) =
1

2
∥w∥2 −

N∑
i=1

αi[yi(⟨w, xi⟩+ b)− 1]

L doit être minimisée par rapport aux variables primales et
maximisée par rapport aux variables duales.

∂L(w, b, α)

∂w
= 0

∂L(w, b, α)

∂b
= 0

Un rapide calcul mène aux relations suivantes :
N∑
i=1

αiyi = 0 w =

N∑
i=1

αiyixi
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Formulation duale du problème :

Le problème d’optimisation dual s’exprime :

max
α

N∑
i=1

αi −
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

yiyjαiαj⟨xi, xj⟩

s.c.
N∑
i=1

yiαi = 0 αi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , N

d’où

f(x) =
n∑

i=1

αiyix
T
i x+ b

On obtient b par la condition de normalisation sur les
vecteurs de support.
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En réalité, les données sont distribuées de manière irrégulière, ce
qui rend difficile la séparation linéaire des différentes classes.
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Astuce du noyau

Principe : transposer les données dans un autre espace (en
général de plus grande dimension) dans lequel elles sont
linéairement séparables et ensuite appliquer l’algorithme SVM
sur les données transposées.

Hamama Mohammed Reda TIPE 20 / 40

cpge-paradise.com



Introduction et problématique
Principe des MVS

Cas des données linéairement séparables
Cas de données non séparables linéairement

Implémentation sur python et résultats
Analyse des résultats et conclusion

Principe de la méthode à noyaux :

On applique une transformation (non nécesairement
linéaire) aux données :

x 7→ ϕ(x)
dimension d dimension D

ϕ : E → F

(x1, x2) 7→ (x21, x
2
2,
√
2x1x2)

x =

[
x1
x2

]
7→ ϕ(x) =

 x21
x22√
2x1x2


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L’hyperplan séparateur devient :

H(x) = wT · ϕ(x) + b =

N∑
i=1

αiyiϕ(xi)
Tϕ(x) + b

Le problème d’optimisation dual devient :

max
α

N∑
i=1

αi −
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

yiyjαiαj⟨ϕ(xi), ϕ(xj)⟩

s.c.
N∑
i=1

yiαi = 0

∀ i = 1, . . . , N

Si D ≫ d, la transformation ne semble pas utile ! !.
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L’idée est donc de remplacer ce calcul par une fonction noyau de
la forme :

K(x, y) = ⟨ϕ(x), ϕ(y)⟩

Pour réaliser cela, on utilise le théorème (admis) de Mercer, qui
montre qu’une fonction noyau K continue, symétrique et définie
positive peut s’exprimer comme un produit scalaire dans un
espace de Hilbert (potentiellement de grande dimension).

exemple : ϕ(x)Tϕ(z) = (x21, x
2
2,
√
2x1x2) ·

 z21
z22√
2z1z2


= x21z

2
1 + x22z

2
2 + 2x1z1x2z2

= (x1z1 + x2z2)
2 = (x.z)2
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Il est alors possible d’obtenir l’équation de l’hyperplan
séparateur sans calculer ϕ(x) de manière explicite.
Il suffit de trouver une fonction K qui vérifie :

K(xi, xj) = ϕ(xi)
Tϕ(xj)

La complexité de l’apprentissage dépendra alors N et non
pas de D.

Le noyau polynomial :

K(xi, xj) = (xi · xj + 1)d

Le noyau gaussien :

K(xi, xj) = exp

(
−∥x− y∥2

2γ2

)
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Le problème d’optimisation dual devient alors :

max
α

N∑
i=1

αi −
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

yiyjαiαjK(xi, xj)

s.c.
N∑
i=1

yiαi = 0 ∀ i = 1, . . . , N

Le calcul se fait dans l’espace d’origine, ceci est beaucoup moins
coûteux qu’un produit scalaire en grande dimension.
La transformation n’a pas besoin d’être connue explicitement,
seule la fonction noyau intervient dans les calculs.
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Base de données

Figure – Base de données des informations médicales de plusieurs
patients
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Algorithm 1: Algorithme de mise à jour des αi

Données: - Ensemble d’entraînement {(xi, yi)}Ni=1

- Taux d’apprentissage η
- Nombre d’itérations T

Résultat: Vecteur α maximisant la fonction L(α)
1 Initialiser αi ← 0 pour tout i = 1, . . . , N ;
2 for t = 1 to T do
3 for i = 1 to N do
4 Calculer le gradient :

∂L(α)
∂αi

= 1−
∑N

j=1 αjyiyjK(xi, xj) ;

5 Mettre à jour αi ← αi + η ∂L(α)
∂αi

;

6 Retourner α ;
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Convergence de l’algorithme

Figure – Fonction L(α)Hamama Mohammed Reda TIPE 28 / 40
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Performance de l’algorithme
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Performance de l’algorithme

Précision du modèle développé : 89.7%
Précision du modèle généré par la bibliothèque
prédéfinie scikit-learn :
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Conclusion

Initiative possible : introduire une marge souple qui tolère
les mauvais classements.
Les MVS offrent une approche prometteuse pour renforcer
les initiatives de prévention pour sportifs,mais malgré cela
il est important de noter que la médecine reste un domaine
complexe et que des facteurs externes doivent être pris en
compte.
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Annexe 1 : démonstration de l’existence de l’hyperplan

supposons qu’il existe c ∈ C , d ∈ D tel que : dist(C,D) =
∥u− v∥2
on pose :

w = d− c

b =
∥d∥22 − ∥c∥22

2

et f(x) = wT · x+ b = (d− c)T · x− 1
2(∥d∥

2 − ∥c∥2)
Il suffit de montrer que ∀(u, v) ∈ C ×D on a
f(u) < 0etf(v) > 0
on raisonne par absurde :
supposons qu’il existe u ∈ D tel que :
f(u) = (d−c)T ·

(
u− 1

2(d+ c)
)
= (d−c)T ·(u−d)+ 1

2∥d−c∥22 < 0
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Annexe 1 : démonstration de l’existence de l’hyperplan

alors (d− c)T · (u− d) < 0
par conséquent d

dt [∥d+ t(u− d)− c∥2]t=0 = (d− c)T · (u− d) < 0
donc pour un certain t ∈]0, 1] :

∥d+ t(u− d)− c∥2 < ∥d− c∥2

donc le point d+ t(u− d) – c est plus proche à c que d, ce qui
est absurde, ainsi :

∀v ∈ D, f(v) > 0

de même on montre que :

∀u ∈ C, f(u) < 0
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Annexe 2 : démonstration de l’expression de la marge

Montrons que w est orthogonal à l’hyperplan :
Soient xa et xb deux vecteurs de l’hyperplan alors :
⟨w, xa⟩+ b = 0 et ⟨w, xb⟩+ b = 0
et par suite : ⟨w, xa − xb⟩ = 0
donc w est orthogonal à tout vecteur de l’hyperplan.
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Annexe 2 : démonstration de l’expression de la marge

Montrons que r = 1
∥w∥ :

On considère l’hyperplan d’équation ⟨w, x⟩+ b = 0 et xa un
vecteur (de support) tel que ⟨w, xa⟩+ b = 1
On note x′a la projection orthogonale de xa sur l’hyperplan.
Or w est orthogonal à l’hyperplan, ainsi xa = x′a + r · w

∥w∥
On a par définition ⟨w, x′a⟩+ b = 0
On injecte cette expression dans l’équation précédente
⟨w, xa − r · w

∥w∥⟩+ b = 0

D’où ⟨w, xa⟩+ b− r · ⟨w,w⟩
∥w∥ = 0

D’après les hypothèses ⟨w, xa⟩+ b = 1
Finalement r = 1

∥w∥
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Annexe 3 : codes python
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Annexe 3 : codes python
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Annexe 3 : codes python
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Annexe 3 : codes python
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Annexe 4 :Théorème de Mercer

Soit K une fonction continue, symétrique et définie positive sur
un domaine compact X ⊂ Rn. Alors, il existe une
transformation ϕ : X → H, où H est un espace de Hilbert, telle
que K(x, y) = ⟨ϕ(x), ϕ(y)⟩
pour tous x, y ∈ X.
Définie positive : Pour toute fonction g non nulle intégrable
sur X, l’intégrale suivante est positive∫∫

X×X

K(x, y)g(x)g(y) dx dy ≥ 0
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