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Introduction

Théoreme (Fermat-Wiles)

Il n’existe pas d’entiers strictement positifs x,y et z tels que xk 4+ yk = zk dés que
k>3

Quand est-il des corps finis ?
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Introduction

Théoreme (Fermat-Wiles)

Il n’existe pas d’entiers strictement positifs x,y et z tels que xk 4+ yk = zk dés que
k>3

Quand est-il des corps finis ?

Théoréme 0 (Babai)

Il existe x,y,z € ]Ff,< tel que xk + yk = zk dés que g > k* + 4
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On note G un groupe abélien fini de cardinal n.

G = Hom(G, C*) est appelé le groupe dual de G.

o G= Hom(G,U)
o [T, G ~TI, G ol Gi,..., Gy abéliens finis
0 r>1 3 (xa:br— e ®) induit Z, ~ Z,

Donc par théoréme de structure des groupes abéliens finis (admis),

Théoréme 1

G est isomorphe a G
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Définition (algebre de groupe)
o L(G)=CEC.
o (L(G),+, X, ) est une C-algebre de dimension n.
o (f,g) = %Zaec f(a)g(a) est un produit scalaire sur L(G).

Théoréme 2

Les éléments de G forment une base orthonormée de L(G).

Démonstration 2

Soit x € G tq x # 1. Donc 3b € G tq x(b) # 1.
Or S(x) = 2.6 X(a) = e x(b) = x(b)S(x) donc S = 0.
Pour x, 9 € G,

1. 1
Oov) = —~Sh) = ;5(X¢’1) =8y

Et |G| = |G| = n = dim L(G) donc c’est une BON.
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Définition (transformée de Fourier)

A f € L(G) on associe f € L(G) tel que f(x) = n{f,X) = > aec f(a)x(a)-

Théorémes (formule de Plancherel et inversion de Fourier)

Soit f,g € L(G)
O <?7§> = n(f,g)
o f=1% cefOx

En notant ¢ I'indicatrice de {0} il suit que

5=1

© = X

xeé

S|
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Soit Ag, ..., Am C G d'indicatrices (14,)1<i<m-
Le nombre 91 de solutions de I'équation x; + ... + xm = 0 (x; € A;, 1 < i< m) est

= AiltAnl 25 T3,

n n = ”
x€G\{1} =1

Démonstration 3

N = leeAl,...,xmeAm 5(X1 +.+ Xm) = leeAl,m,xmeAm % ZXeEX(Xl +o+ Xm) =
15 e (Sonen x00) ) oo Sopeny x0m)) =

1
n era (leeG 1A1 (XI)X(Xl)) "'(ZXmGG lAm (Xm)X(Xm)) —
%eré T, 1, (%)
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Soit AC G

On définit ¢(A) = max,__z; {[Ta(x)[}
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Lorsque m = 3 on a,

|A1]|Az]|As]

< ¢(A3)V|A1]|Az]

a=|n-

|

Démonstration 4

Par le théoreme 3 et I'inégalité triangulaire,

A<

S|

> a0l 001 < 222 57 0 0l (o)

x€G\{1} x€G
Par inégalité de Cauchy-Schwartz,

249 (ST GOP, [3 MaGoP = 223 3y, 11T |

x€G x€G

Par la formule de Parseval, A < ¢(A3) || 14, || - [| 14, [I= #(A3)\/|A1]|Az]
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On souhaite majorer ¢(A3) dans G = g lorsque A; = Ay = A3 = H(q, k) ou

H(g, k) = {ak,a € F;}

afin d'obtenir 91 > 0
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@ (g, k) = 9 dans Fq pour k > 3 donné
° 6(q, k) = [{(x,y,2) €Fg,x* +yk = 2"}/ ~ |

° D(q, k) = 2214

Remarque

° N(q,k) = [{(x,y,2) € H(q,k),x +y = z}|
o En général N(q, k) # &(q, k)
e Mais N(q, k) > O si et seulement si &(q, k) > 0
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Figure: Nombre (g, k) de solutions non triviales de x* 4+ y* = z* dans Fq.
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D(g, k)

Figure: Densité D (g, k) en solutions non triviales de x* + y* = z* dans F,.

TOUILEB Bashir Analyse harmonique et dernier théoreme de Fermat



Analyse harmonique
Nombre de solutions
Intermeéde

cpge-paradise.com <~
Intermede

4.0x10*
3.0x10*

o
20610
LI o

L0x10" o & . .
o e .

. Y .
g ® voole T wrns ‘me sooten oo .

0 | ammwe

[ 50 100 150 200 250

Figure: Densité moyenne (D)(q) en

Figure: Nombre moyen (&)(q) de solutions colutions
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Définition (somme de Gauss)

Soit x € Fq, 1 € FY, on définit

Glev) = 3 xa)yu(a)

aclq
en posant ¥(0) =0

Remarques

o G(x0,%0) =g — 1, ol xo0,%0 sont triviaux
° G(xo,%) =0si v # vy
° G(x,%0) = —1si x # xo
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Si x # X0 et ¥ # )y alors,
IG(x:¥)| = va
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Démonstrations 5

On calcul,

|G(X7 1:[})‘2 = G(X: 'Ll})G(X,’l/)) = ZQEF;< X(a)w(a) ZbE]F? X(b)w(b) =
X, perx X(a = b)p(ab™) = 32, o x(a(1 = €))¥(e)

donc,
G = 3 w(c)( S x(a(1 - ¢)) - X(O))
cE]F(;< aclFq
or Spen, x(3) = 0 et 3, (a) = O,
donc,

IGouY)P =v()g-1)— D> 9()=(q-1)—-0+1=gq

ceF\{1}

dou |G(x,¥)| = va
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On suppose dorénavant que k|q — 1

Remarque (exercice 6.4)

g—1
H(g, k)| = 1=
[H(a, K] =
Résolution
]FX
A:a€Fy — ak € F est un morphisme donc |A(F; )| = |H(q, k)| = \‘ke‘:/l|'

soit P = XK —1 € Fg[X], P' = kXk=1 #£ 0 donc P est a racines simples.
soit a € Fy tel que P(a) = 0.
orak=1et3IneN:q=nk+1doncal=a donc a € Fy.

donc | ker A| = deg P = k donc |H(q, k)| = q—;l.
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Soit H = H(q, k)

Théoréme 6

|

Soit ¥ € F;/H, on définit
$:FY — FS/H— C*
ar— (3)

Alors pour x € ]1?;,
— 1 ~
140 = > Gl?)

YEFS /H

Démonstration 6

1
On observe 7 >

|

peif 77 S0P = erx XA Ba) =
LSy XOT, o 9(3) = ey X315k = Taenx(a) = m
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Conséquence + bilan

Or ¢(H) = max, 5\ (13 [TH(X)|
Donc par inégalité triangulaire on en déduit ¢(H) < /q.

On a réussi a majorer ¢ !
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Théoréme 7

Supposons que k|g — 1, alors

’Wm@—(q

qk3

—1)3 g—1
| < ot

Démonstration 7

Suit du théoréme 4 avec A; = Ay = A3 =

F(2°3), k=7
F(5%2), k=4
F(773), k=9
F(13971), k=6

F(1372), k=8

H(q, k) et ¢(H(q,k)) < /q

| -3.6 < 0.0 <
| -21.0 < 12.0

| -544.0 < 228.0

| -184.0 < 0.0

| -218.0 < 168.0

Figure: Exemple d’encadrements dans Fg, Fos, F343, F139 et Fi69
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Démonstration 0 quand k|g — 1

Supposons que g > k* + 4,

(g-1)*
q
Or(l—%)“Zl—Edoncq(l—%)42q—42k4donc‘ﬂ(q,k)>0

( )3>f7<—>

1
>kt g1 — 2)* > k*
q

Soit k > 3

Remarque

Il suit du théoréme de Bezout que

H(q, k) = H(q, pgcd(q — 1, k))

ce qui permet de se ramener au cas précedent.

Le théoreme 0 est donc démontré !
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p2eing Nere

using Statistics
using LaTeXStrings

# objet corps finis
struct Field

105

Ir::

@22
a::FqFieldElem
R {FgFieldElem}
15723 {FqgFieldElem}
Chr
function Field(p,r,gen chr)
function to int(x)
return (lift(ZZ,x))
end
function primitive e(p)
GF, = (p,1,"a")
a= (2)
L = [GF(i) fori in 2:(p-1)]
while L =[]
a = L[1]
c =[a"iforiin 1:(p-1)]
(L, (x->xinc, L))
end
return a
end
GF, a = (p,r,"a")

(p)

F = [a”k for k in 0:(g-2)]

if gen chr
F 7= ([GF(0)1,[a"k for k in 0:(q-2)1)
Chr = [x -> (2*pi*im* ( (b*x))/p) forb in F z]
return (p,r,q,a,F,F z,Chr)

else
return (p,r,q,a,F)

end

end
end

# indicatrice
unction ind(A)

return c -> ([c(b)*f(b) for b in F1d.F z])

H =
foriin 1:(Fld.q)
h = Fld.F[ (i*k,Fld.qg-1) + 1]
if I'(h in H)
(H, h)
end
end
return H
end

# calcul de N(qg,k) et de son encadrement (théoreme 7.1)
unction N bounds(F1d,k)

A = H(Fld, k)

IL = (A)

f = FT(Fld,ind(A))




N = (1/Fld.q * ( (x -> f(x)~ 3,F1d.Chr)))
£ 0, 10 = 21 Lk o094 ), (Fld.q - 1)*L*L/Fld.q

m,e = (Fld.q - 1)"3 / (Fld.q * k~3), sqrt(Fld.q)*(Fld.q-1)/k

return m-e, N, m+e
end

# calcul de S(q,k) par bruteforce exploitant la cyclicité de F*
unction S _btf cyc(Fld, k)
S=0
t=0
q = Fld.q
foriin 0:q-2, j in i:q-2, 1 in 0:q-2
x,y,z = F1d.F[ (i*k,q-1)+11], FI1d.F[ (*k,g-1)+11, Fld.F[ I*k,q-1)+1]
if x+y==2
S+=1
end
end
return S
end

# calcul et enregistremenet de S(g,k) pour 1 <g<257et2 <k < 72
unction generate(file,prime)
s=0
f= (file,"w")
for p in prime, rin 1:8
q=p°r
ifg<=256 && q=>0
Fld = (p,t, )
for kin 3:71
S = (Fld,k)
1= (k)*, (g)*","* (S)*");"
(f,r)
("[+] "*r*"\n")
end
end
end
(®

end

# extraction des données enregistrées
unction extract(file)

= (file)

raw = (63)

(raw,";")
(raw2) - 1

( ,X), ( (raw2[i], ['(",)'D,"")) foriin 1:1]
(I->[I[1112], 2*¥1[31/A[21*(1[2]-1)"2)], data_s)

return data_s, data d
end

# graphique de <S>(q) et <D>(q)
unction SD _mean(file)

data s,data d = (file)

gs = ([1[2] for 1 in data_s])

data sks = [ (1->1[2]==q, data_d) for q in gs]
data dks = [ (1->1[2]==q, data_d) for q in gs]

mean prop = [ ( (1 ->1[3], item)) for item in data dks]
mean sol = [ ( (1 ->1[3], item)) for item in data sks]

o= (gs,mean prop, seriestype=:scatter, label=L"\langle\mathfrak{D }\rangle(q)", mc=:blue)
# p = plot(gs, mean sol, seriestype=:scatter, label=L"\langle\mathfrak{S}\rangle(q)", mc=:red)
(p)
0

end

# affichage 3D de S(q,k) et D(q,k)




unction (file)
Jeia s, dete & = (file)

(1->1[1], data)
(1->1[2], data)
(1->1[3], data_s)

= map(l -> 1[3], data_d)

(k,q,S, xlabel=L"k", ylabel=L"q",zlabel=L"\mathfrak{S}(q,k)",c= (:tofino100))
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