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II-Définitions 2
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I-Introduction

Dans le domaine de la théorie des jeux, les jeux à informations incomplètes représentent une classe
importante de problèmes où les joueurs ne possèdent pas une connaissance parfaite de l’état du jeu ou
des intentions des autres joueurs. La résolution efficace de ces jeux nécessite des méthodes sophistiquées
pour modéliser et prévoir les comportements potentiels des adversaires. Une des méthodes les plus
prometteuses et largement utilisées dans ce contexte est le Counterfactual Regret Minimization (CFR).

L’objectif de ce projet est de présenter le principe du CFR et de démontrer son efficacité et son
application, notamment dans le cadre d’un jeu extensif (c’est-à-dire, représenté sous forme d’arbre de
décision) à informations incomplètes : le Poker (variante Texas Hold’em à 2 joueur avec limite de
bet). Nous allons d’abord introduire les concepts théoriques sous-jacents au CFR, puis nous illustrerons
l’application pratique du CFR à travers deux exemples concret.

II-Définitions

II-1-Élément de théorie des jeux

Pour un jeu extensif à information incomplète, on définit :

• N = {1, . . . , n} un ensemble fini de joueurs, pour la suite on se contentera de N = {1, 2}

• H l’ensemble des histoires possibles, formellement c’est un ensemble de suites finies d’éléments
codant une partie vérifiant :

∀h = (h1, . . . , hn) ∈ H, ∀k ∈ {1, . . . , n}, (h1, . . . , hk) ∈ H

• On pose Z l’ensemble des histoires terminales, c’est-à-dire:

Z = {h ∈ H | ∀h′ ∈ H \ {h}, h n’est pas préfixe de h′}

• Pour h dans H, on pose A(h) l’ensemble des actions possibles après h:

A(h) = {a | (h, a) ∈ H}
• Enfin, on pose P : fonction qui prévoit le joueur qui doit jouer:

P : H \ Z → N ∪ {c}
P (h) = c ⇔ c’est la ”chance” (le hasard) qui doit jouer (distribution de cartes, par exemple).

• Pour chaque joueur i ∈ N , une partition Ii de {h ∈ H : P (h) = i} avec la propriété que A(h) =
A(h′) chaque fois que h et h′ sont dans le même membre de la partition. Plus précisément, un
élément Ii de Ii est un ensemble d’histoires telles que le joueur i ne peut pas les distinguer (cela est
dû au caractère incomplet des informations). Pour le Poker, Ii peut être un ensemble d’histoires
qui diffèrent dans la main attribuée à l’adversaire. On notera A(Ii) pour désigner A(h) avec h ∈ Ii
quelconque.

• Pour chaque joueur i ∈ N , une fonction d’utilité ui des états terminaux Z aux réels R. Le Poker
étant à deux joueurs et à somme nul, on a u1 = −u2. Définissons enfin ∆u,i = maxz ui(z) −
minz ui(z) comme étant l’intervalle des utilités pour le joueur i.

• Une stratégie σi (pour i ∈ N ∪ {c}) est une fonction qui a tout Ii ∈ Ii assigne une distribution
de probabilité sur A(Ii). On parle de stratégie mixte, à la différence d’une stratégie pure qui a un
état d’information associe une action (c’est le cas dans les jeux à informations parfaites)

• On appelle profil stratégique un élément σ = (σi)i∈N (on notera aussi σ−i = (σj)j ̸=i,j∈N )

• On note πσ(h) : la probabilité que l’histoire h arrive si on joue les actions par rapport à σ.

On a alors : πσ =
∏

i∈N∪{c} π
σ
i avec πσ

i qui représente la contribution du joueur i.

• Pour I ∈ P(H), on définit

πσ(I) =
∑
h∈I

πσ(h)

• On définit enfin
ui(σ) =

∑
h∈Z

ui(h)π
σ(h)
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II-2-Notion d’équilibre de Nash

On appelle un profil stratégique σ = (σi)i∈N un équilibre de Nash (resp. un ε-Eq de Nash ) si :

∀i ∈ N, ui(σ) ≥ max
σ′
i∈Σi

ui(σ
′
i, σ−i) (resp. ≥ max

σ′
i∈Σi

ui(σ
′
i, σ−i)− ε)

où Σi est l’ensemble des stratégies possibles pour le joueur i.
Qualitativement, on peut voir ici qu’un équilibre de Nash est une stratégie telle que que toute déviation
de celle ci ne peut amener à une amélioration. On peut aussi parler d’exploitabilité : c’est à dire que
même en supposant que notre adversaire connaisse parfaitement notre stratégie, il lui ai impossible d’en
trouver une qui nous batte en espérance.
Enfin, on pourrait se poser la question suivante : existe t’il toujours une stratégie mixte qui est une
équilibre de Nash ? La réponse est oui, et vient du Théorème de Nash , qui nécessite l’hypothèse d’un
jeu avec un nombre d’action fini (ce qui est le cas dans la variante du Poker utilisée dans la suite)

III-Principe de l’algorithme

III-1-Principe général

Le principe général du CFR est le suivant : à chaque décision prise pendant une partie, l’algorithme
explore les alternatives possibles à cette décision et calcule le regret associé. Le regret est défini comme
la différence entre la récompense réellement obtenue et la récompense qui aurait été obtenue en prenant
une autre décision, les décisions qui ont un fort regret seront ensuite plus jouées à l’avenir.

Plus formellement, étant donné I ∈ Ii, h ∈ I, on définit la récompense qu’on aurait pu recevoir si on
avait joué a ∈ A(h) comme :

vσi (h, a) =
∑

h′∈Z,h préfixe de h′

πσ−i(h)πσI→a(h, h′)ui(h
′)

avec σI→a la stratégie identique à σ mais dont le joueur i joue forcement a si il est dans une histoire
dans I, et πσI→a(h, h′) la probabilité de passer de h à h′ en jouant selon la stratégie σI→a. On définit
aussi notre récompense de base comme :

vσi (h) =
∑

h′∈Z,h préfixe de h′

πσ−i(h)πσ(h, h′)ui(h
′)

On définit alors naturellement :
vσi (I, a) =

∑
h∈I

vσi (h, a)

vσi (I) =
∑
h∈I

vσi (h)

On a alors le regret immédiat contrefactuel qui vaut :

Ri,imm(I, a) = vσi (I, a)− vσi (I)

Notons maintenant T le nombre de fois qu’on est tombé sur I (c’est à dire, t s’incrémente de 1 à chaque
fois qu’on a rencontré I), et σt la stratégie mixte au temps t, on a alors :

RT
i,imm(I, a) =

T∑
t=1

Rt
i,imm(I, a) =

T∑
t=1

vσ
t

i (I, a)− vσ
t

i (I)

On pose alors
RT,+

i,imm(I, a) = max(RT
i,imm(I, a), 0)

Notre stratégie au temps T+1 vaut donc :

σT+1
i (I, a) =


RT,+

i,imm(I,a)∑
a∈A(I) R

T,+
i,imm(I,a)

si
∑

a∈A(I) R
T,+
i,imm(I, a) > 0

1
|A(I)| sinon.

Enfin pour clore cette partie, on peut donner le pseudo-code de ce principe :
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Algorithme 1 Minimisation du regret contrefactuel (CFR)

1: Entrée : Arbre de jeu G, Nombre d’itérations T
2: Initialiser les tableaux de regret et de stratégie : regretSum[I, a] ← 0, strategySum[I, a] ← 0 pour

tous les ensembles d’information I et actions a
3: for t = 1 à T do
4: s← Échantillonner le profil de stratégie en utilisant getStrategy(regretSum)
5: Parcourir l’arbre de jeu G pour calculer les utilités et les regrets contrefactuels
6: for chaque ensemble d’information I rencontré do
7: Mettre à jour les regrets : regretSum[I, a] ← regretSum[I, a] + regret[I, a] pour toutes les

actions a
8: Mettre à jour les sommes de stratégie : strategySum[I, a]← strategySum[I, a] + strategy[I, a]

pour toutes les actions a
9: end for

10: end for
11: Sortie : Stratégie moyenne : π∗(I, a) ← strategySum[I,a]∑

b strategySum[I,b] pour tous les ensembles d’information I

et actions a

Algorithme 2 getStrategy

1: function getStrategy(regretSum)
2: Initialiser le tableau de stratégie : strategy[a]← 0 pour toutes les actions a
3: R+ ←

∑
a max(regretSum[a], 0)

4: if R+ > 0 then
5: for chaque action a do
6: strategy[a]← max(regretSum[a], 0)/R+

7: end for
8: else
9: for chaque action a do

10: strategy[a]← 1/|actions|
11: end for
12: end if
13: return strategy
14: end function
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III-2-Du regret à l’équilibre de Nash

Il reste donc maintenant à prouver que la minimisation du regret comme ci dessus amène bien à approcher
l’équilibre de Nash. Et pour cela, on va énoncé le lien fort entre équilibre de Nash et le fait de minimiser
le regret, et c’est l’objet du :

Théorème 1 Dans un jeu à somme nulle au temps T , si le regret moyen global des deux joueurs est
inférieur à ϵ, alors le profil de stratégie moyenne σ̄T est un 2ϵ-équilibre de Nash.

avec le regret moyen global au temps T définit formellement comme :

∀i ∈ N, RT
i,moy =

1

T
max
σ∗
i ∈Σi

T∑
t=1

(
ui(σ

∗
i , σ

t
−i)− ui(σ

t)
)

et la strategie moyenne définit aussi comme :

σ̄T
i (I)(a) =

∑T
t=1 π

σt

i (I)σt
i(I)(a)∑T

t=1 π
σt

i (I)

Ainsi, formellement : si
RT

1,moy ≤ ϵ et RT
2,moy ≤ ϵ,

alors
σ̄T est un 2ϵ-équilibre.

Preuve :
D’une part

RT
1 =

1

T
max
σ∗
1∈Σ1

T∑
t=1

(
u1(σ

∗
1 , σ

t
2)− u1(σ

t)
)

= max
σ∗
1∈Σ1

[
1

T

T∑
t=1

u1(σ
∗
1 , σ

t
2)− u1(σ

t)

]
= max

σ∗
1∈Σ1

[
u1(σ

∗
1 , σ̄

T
2 )− u1(σ̄

T )
]

D’autre part,

RT
2 =

1

T
max
σ∗
2∈Σ2

T∑
t=1

(
u2(σ

t
1, σ

∗
2)− u2(σ

t)
)

= max
σ∗
2∈Σ2

[
1

T

T∑
t=1

u2(σ
t
1, σ

∗
2)− u2(σ

t)

]
= max

σ∗
2∈Σ2

[
u2(σ̄

T
1 , σ

∗
2)− u2(σ̄

T )
]

Donc,

RT
1 +RT

2 = max
σ∗
1∈Σ1

[
u1(σ

∗
1 , σ̄

T
2 )− u1(σ̄

T )
]
+ max

σ∗
2∈Σ2

[
u2(σ̄

T
1 , σ

∗
2)− u2(σ̄

T )
]

≤ 2ϵ (car u1 = −u2)

Puis,

u1(σ̄
T ) ≤ 2ϵ+ max

σ∗
2∈Σ2

[
u1(σ̄

T
1 , σ

∗
2)
]

Symétriquement,

u2(σ̄
T ) ≤ 2ϵ+ max

σ∗
1∈Σ1

[
u2(σ

∗
1 , σ̄

T
2 )

]
CQFD.

Il suffit enfin de donner le lien entre le regret moyen, et le regret immédiat (c’est à dire celui donner
lors du III-1), et cela vient du :
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Théorème 2 Le regret total RT
i du joueur i est borné par la somme des regrets contrefactuels immédiats

positifs sur tous les ensembles d’information I ∈ Ii.

Formellement :
RT

i,moy ≤
∑
I∈Ii

RT,+
i,imm(I)

La preuve (assez technique) sera admise. Ce résultat est centrale dans la justification de l’approche
du CFR, car cela indique que réussir à minimiser les regret immédiats permet d’aussi minimiser le regret
moyen, et donc par le Théorème 1 d’approcher (en moyenne) l’équilibre de Nash.

III-3-Exemple simple d’application : Pierre Feuille Ciseau

Pour mieux comprendre, on va essayer d’appliquer le CFR au jeu du Pierre-Feuille-Ciseaux.

P1

C F

P
0

-1
1

Calcul des Regrets :
Le regret pour chaque action est calculé comme
suit :

• Pour l’action C (Ciseaux) : Si le joueur
avait choisi C, le payoff aurait été 0. Le
regret est donc la différence entre le payoff
obtenu (par exemple, -1 en choisissant F)
et le payoff hypothétique, soit R(C) =
0− (−1) = 1.

• Pour l’action F (Feuille) : Le payoff est -
1. Le regret est donc R(F ) = −1−(−1) =
0.

• Pour l’action P (Pierre) : Si le joueur
avait choisi P, le payoff aurait été 1. Le
regret est donc R(P ) = 1− (−1) = 2.

On imagine que c’est la première partie que notre algorithme a joué, sa stratégie sera donc au prochain
tour de : 2/3 pour pierre, 1/3 pour feuille et 0 pour ciseau. Notre algorithme pour apprendre va donc
jouer contre lui même et essayer d’ajuster sa stratégie de manière à minimiser le regret. J’ai donc
implémenter cela (code en annexe), et voici le résultat :

Figure 1: PFC stratégie

avec en abscisse le nombre de parties joués et en ordonné la probabilité de joué un coup, on voit que
l’algorithme converge bien vers un équilibre de Nash en stratégie mixte (qui est la stratégie aléatoire)

III-4- 2ème exemple d’application : Poker

On va maintenant voir l’efficacité du CFR dans un jeu (beaucoup) plus compliqué : le Poker, pour ce
faire on va considérer une version simplifié du Poker (7 niveau de cartes au lieu de 13, une limite de bet
fixé à 4 jetons : on a donc que 5 actions possibles à chaque prise de décision (de 0 à 4 jetons)). Un état
d’information sera donc composer de nos cartes, des éventuelles cartes sur la table, et de l’ensemble
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des actions passées (les nôtres et celles de l’adversaire). Notre algorithme va donc apprendre en jouant
contre lui même, j’ai donc implementé cela (code en annexe), et on peut donc tester notre algorithme
s’étant entrainer pendant 106 parties, pour ce faire on peut le faire jouer contre des stratégie näıves :

P1 \ P2 CFR Random Fullbet
CFR - 87% 85%

Random 13% - 49%
Fullbet 15% 51% -

Table 1: Table de résultat (en % de victoire de P1)

Où Fullbet signifie le fait de miser tout le temps 4 (le maximum donc), et Random signifie jouer de
manière aléatoire. On peut donc noter que le CFR est assez efficace contre ces stratégies naives.
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V-Annexe

A-Code PFC

Figure 2: PFC variables

Figure 3: PFC stratégie
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Figure 4: PFC entrainement

B-Code Poker

Figure 5: class 1
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Figure 6: class 2

Figure 7: class 3
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Figure 8: class stratégie

Figure 9: fonction calculant le regret d’un état

Figure 10: fonction renvoyant l’ensemble des états dont on doit calculer le regret

Figure 11: fonction de synthèse des deux précédentes
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Figure 12: fonction d’entrainement
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