
Mathématiques en MP* d’après un cours au lycée Louis-le-Grand

Comparaison de normes et espaces produits
chapitre 11.4

Dans tout ce chapitre, K est un corps égal à R ou C, E est un K−espace vectoriel et n est un entier
naturel strictement positif.

I Comparaison de normes

Soient N1 et N2 deux normes sur E. On dit que N1 est plus fine que N2 (ou domine N2) s’il
existe C > 0 tel que pour tout x ∈ E, N2(x) ≤ CN1(x).

Définition I.1.

Si N1 est plus fine que N2, alors
1. Pour tout (xn) ∈ EN, xn −−−−→

n→+∞
l pour N1 =⇒ xn −−−−→

n→+∞
l pour N2.

2. Si F est une partie fermée de E pour N2, alors elle l’est pour N1.
3. Si O est une partie ouverte de E pour N2, alors elle l’est pour N1.

Proposition I.2.

Preuve
Supposons que N1 est plus fine que N2. soit C > 0 tel que pour tout x ∈ E, N2(x) ≤ CN1(x)

1. Soit (xn) une suite à valeurs dans E qui converge vers l pour N1. On a alors

N2(xn − l) ≤ CN1(xn − l) −−−−→
n→+∞

0

d’où le résultat voulu.
2. Soit F une partie fermée de E pour N2. Soit (xn) une suite à valeurs dans F convergente pour N1

vers x ∈ E. (xn) converge alors pour N2 vers x. F étant fermé pour N2, on a x ∈ F et alors F est
fermé pour N1.

3. Si O est ouvert pour N2, alors E \ O est fermé pour N1 donc pour N2 et finalement O est ouvert
pour N1.

On dit que deux normes N1 et N2 sont équivalentes lorsque N1 est plus fine que N2 et N2 est
plus fine que N1. Dans ce cas, on note N1 ∼ N2.

Définition I.3.
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Soit N1 et N2 deux normes équivalentes.
1. Les suites convergentes pour N1 sont exactement les suites convergentes pour N2.
2. Les ouverts (resp. fermés) pour N1 sont exactement les ouverts (resp. fermés) pour N2.
3. Les fonctions continues pour N1 sont exactement les fonctions continues pour N2.
4. Les application lipschitziennes pour N1 sont exactement les applications lipschitziennes

pour N2, mais le rapport de lipschitzianité ne reste plus le même quand on passe d’une
norme à l’autre.

Proposition I.4.

Exemple : dans le cas où E = Kn, les normes ∥.∥∞, ∥.∥1 et ∥.∥2 sont équivalentes. En effet, on a pour
tout x ∈ E

→ 1
n

∥x∥1 ≤ ∥x∥∞ ≤ ∥x∥1, donc ∥.∥1 ∼ ∥.∥∞.

→ ∥x∥2 ≤ ∥x∥1 ≤
√

n ∥x∥2, donc ∥.∥2 ∼ ∥.∥1.

→ Par transitivité, ces trois normes sont deux à deux équivalentes.

Lorsque E est de dimension finie, alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

Proposition I.5.

Preuve : la preuve de ce résultat sera faite dans une partie ultérieure de ce cours, car nous n’avons pas
encore exposé les outils nécessaires pour le montrer.

Exemple 1 : Dans le cas où E = C([a, b],R) avec a < b, alors ∥.∥2 est plus fine que ∥.∥1 et ∥.∥∞
est plus fine que ∥.∥2, mais parmi ces trois normes, il n’y en a aucune qui est équivalente à une autre.

→ On a pour tout f ∈ C([a, b],R), ∥f∥1 ≤
√

b − a ∥f∥2 ≤ (b − a) ∥f∥∞.

→ Les inégalités dans le sens contraire sont toutes fausses en général. En effet, si on considère la suite
de fonctions (fn)n∈N = (x 7−→ xn)n∈N de [0, 1] dans R, alors on a fn −−−−→

n→+∞
0 pour ∥.∥1 et ∥.∥2,

mais ∥fn∥∞ = 1 pour tout n, donc (fn) ne tend pas vers 0 pour ∥.∥∞.

Exemple 2 : On se place dans le cas où E = C1([0, 1],R) et on considère la norme ∥.∥ telle que pour
tout f ∈ E, ∥f∥ = |f(0)| +

∫ 1

0
|f ′(x)| dx.

→ ∥.∥ est plus fine que ∥.∥∞.
En effet, on a pour tout f ∈ E et x ∈ [a, b],

|f(x)| =
∣∣∣∣f(0) +

∫ x

0
f ′(t)dt

∣∣∣∣ ≤ |f(0)| +
∫ x

0
|f ′(t)| dt ≤ |f(0)| +

∫ 1

0
|f ′(t)| dt = ∥f∥

Ce qui entraine ∥f∥∞ ≤ ∥f∥.

→ ∥.∥∞ n’est pas plus fine que ∥.∥.
En effet, si on considère la suite de fonctions (fn)n∈N = (x 7−→ 1

n
sin(nπx)), on trouve

• ∥fn∥∞ = 1
n

−−−−→
n→+∞

0

• Pour tout n, ∥fn∥ =
∫ 1

0
|sin(nπt)| dt ≥

∫ 1

0
sin(nπt)2dt ≥ 1

2 et donc ∥fn∥ ne tend pas vers 0.
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On reprend les notations de l’exemple précédent. Soit f ∈ E. Montrer que∫ 1

0
f(t) |sin(nt)| dt −−−−→

n→+∞

2
π

∫ 1

0
f(t)dt

Exercice I.6.

On pose E = Rn[X]. Comparer les normes suivantes sur E, telles que pour tout P =
n∑

k=0

akXk ∈ E

→ ∥P∥0 = max(|a0| , . . . , |an|)

→ ∥P∥1 =
n∑

k=0

|ak|

→ ∥P∥∞ = supx∈[0,1] |P (x)|

Exercice I.7.

II Espaces produits
Soit p ∈ N∗. On consdière p espaces métriques E1, . . . , Ep munis respectivement des distances d1, . . . , dp

et on pose E = E1 × · · · × Ep. On définit pour tout i ∈ J1; pK la i−ème projection canonique

πi :
E1 × · · · × Ep −→ Ei

(x1, . . . , xp) 7−→ xi

Remarque préliminaire : pour tout i ∈ J1; pK, si Ai est une partie de Ei, alors

π−1
i (Ai) = E1 × · · · × Ei−1 × Ai × Ei+1 × · · · × Ep

1. Métrique produit
On munit E de la distance d définie par

∀(x1, . . . , xp), (y1, . . . , yp) ∈ E, max
i∈J1;pK

di(xi, yi)

Remarque : pour tout x = (x1, . . . , xp) ∈ E et ε > 0

Bd(x, ε) = {(y1, . . . , yp) ∈ E, ∀i ∈ J1; pK, di(xi, yi) < ε} = Bd1(x1, ε) × · · · × Bdp(xp, ε)

Vocabulaire : on appelle pavé ouvert tout produit de la forme ω1 × · · · × ωp avec pour tout i ∈ J1; pK,
ωi un ouvert de Ei.

1. Tout pavé ouvert est ouvert dans E.
2. Tout ouvert de E est réunion de pavés ouverts.

Proposition II.1.
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Preuve

1. Soit Ω = ω1 × · · · × ωp un pavé ouvert. soit x = (x1, . . . , xp) ∈ Ω. On a pour tout i ∈ J1; pK, il existe
εi > 0 tel que Bdi

(xi, εi) ⊂ ωi. On pose alors ε = mini∈J1;pK εi > 0.
Le choix de ε nous permet d’affirmer que B(x, ε) ⊂ Bd1(x1, ε1) × · · · × Bdp(xp, εp) ⊂ Ω donc Ω est
ouvert.

2. Soit Ω un ouvert de E. Pour tout a ∈ O, il existe εa > 0 tel que B(a, εa) ⊂ Ω.
On peut alors écrire Ω =

⋃
a∈Ω

B(a, εa). Une boule ouverte de E est par définition un pavé ouvert,

donc Ω est bien une union de pavés ouverts.

Soit F1, . . . , Fp des parties de E1, . . . , Ep. Si pour tout i ∈ J1; pK, Fi est fermé dans Ei, alors
F = F1 × · · · × Fp est fermé dans E.

Proposition II.2.

Preuve : Commecons par remarquer que F = F1 × · · · × Fp =
p⋂

i=1
Gi avec pour tout i ∈ J1; pK,

Gi = E1 × · · · × Ei−1 × Fi × Ei+1 × · · · × Ep

Or on a pour tout i ∈ J1; pK,

E \ Gi = E1 × · · · × Ei−1 × (Ei \ Fi) × Ei+1 × · · · × Ep

E \ Gi est un produit de d’ouverts, il est donc ouvert et alors Gi est fermé. Finalement, on en déduit que
F est intersection de fermés, il est donc fermé.

Exemple : placons nous dans le cas où E = Rp.

→ La distance associée à Rp est la distance induite par ∥.∥∞.

→ Pour tout x = (x1, . . . , xp) ∈ Rp et ε > 0, B(x, ε) =]x1 − ε, x1 + ε[× · · · ×]xp − ε, xp + ε[.

→ Les pavés ouverts s’écrivent sous forme de ω1 × · · · × ωp avec pour tout i ∈ J1; pK, ωi un ouvert de
R.

→ Tout ouvert de Rp est réunion d’ensembles de la forme ]x1 − ε, x1 + ε[× · · · ×]xp − ε, xp + ε[.

1. Pour tout k ∈ J1; pK, πk est 1−lipschitzienne.
2. Pour tout k ∈ J1; pK, si Ω est un ouvert de E, πk(Ω) est ouvert.

Proposition II.3.

Preuve : soit k ∈ J1; pK.

1. Il suffit d’écrire la définition de la 1−lipschitzianité de πk. En effet, on a pour tous x, y ∈ E,
dk(πk(x), πk(y)) = dk(xk, yk) ≤ d(x, y).

2. Soit Ω un ouvert de E. Soit a = (a1, . . . , ap) ∈ Ω et ε > 0 tel que B(a, ε) ⊂ Ω. On a alors
Bdk

(ak, ε) = πk(B(a, ε)) ⊂ πk(Ω), donc πk(Ω) est ouvert.

Attention : si F est un fermé de E, sa projection πk(F ) avec k ∈ J1; pK n’est pas forcément un fermé.
En effet, dans le cas où E = R2, on peut considérer F = {(x, y) ∈ R2, xy = 1} qui est fermé car l’image
réciproque du fermé {1} par l’application continue (x, y) 7−→ xy, mais π1(F ) = R∗ n’est pas fermé.
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2. Fonctions à valeurs dans un espace produit

Soit (xn)n∈N = (xn,1, . . . , xn,p) ∈ EN et x = (x1, . . . , xp) ∈ E. Les propositions suivantes sont
équivalentes.

1. xn −−−−→
n→+∞

x

2. ∀i ∈ J1; pK, xn,i −−−−→
n→+∞

xi

Proposition II.4.

Preuve
(1) ⇒ (2) Si xn −−−−→

n→+∞
x, alors pour tout i ∈ J1; pK, par continuité de πi (πi est 1−lipschitzienne donc

continue)
xn,i = πi(xn) −−−−→

n→+∞
πi(x) = xi

(2) ⇒ (1) Il suffit d’écrire la défintition de la distance

d(xn, x) = max
i∈J1;pK

di(xn,i, xi) −−−−→
n→+∞

0

Soit A un ensemble, f une fonction de A dans E et a ∈ A. On pose pour tout x ∈ A,
f(x) = (f1(x), . . . , fp(x)) avec pour tout i ∈ J1; pK, fi une fonction de A dans Ei. On a alors
équivalence entre les points suivants

1. f admet une limite l = (l1, . . . , lp) en a.
2. Pour tout i ∈ J1; pK, fi admet la limite li en a.

Proposition II.5.

Preuve : la preuve se fait d’une manière identique à celle pour les suites et est donc laissée comme
exercice au lecteur.

On reprend les notations précédentes et on considère cette fois-ci que a ∈ A. la propriété
précédente implique l’équivalence entre les deux points suivants

1. f est continue en a.
2. Pour tout i ∈ J1; pK, fi est continue en ai.

Proposition II.6.
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3. Fonctions d’un espace produit
Dans cette partie, on considère Y un ensemble et pour tout f ∈ Y E, i ∈ J1; pK et a ∈ E, on désigne par
i−ème application partielle de f en a l’application

fa,i :
Ei −→ Y

x 7−→ f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , ap)

Soit f : E −→ Y et a ∈ E une application. Si f est continue, alors ses toutes se sapplications
partielles en a sont continues.

Proposition II.7.

Preuve : considèrons pour tout i ∈ J1; pK, l’application

ja,i :
Ei −→ E

x 7−→ (a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , ap)

Cette application est une isométrie, elle est donc continue. Or on a pour tout i ∈ J1; pK, fa,i = f ◦ ja,i.
fa,i est composition de fonctions continues, elle est donc continue.

On considère le cas particulier où pour tout i ∈ J1; pK, Ei est un intervalle ouvert de R et Y
est un espace vectoriel normé. Pour tout i ∈ J1; pK, on appelle i−ème dérivée partielle partielle
de f lorsqu’elle existe, l’application suivante

∂f

∂xi

:
E −→ Y

x 7−→ limti→xi

fx,i(ti)−fx,i(xi)
ti−xi

Cette dernière associe un réel x à la dérivée de la i−ème application partielle de f en x au
point xi.

Définition II.8.

Vocabulaire : une fonction de E vers Y continue, qui admet des dérivées partielles continues est dite
dans C1.

Attention : la continuité des applications partielles de f n’implique pas la continuité de f . En effet, il
suffit de considérer l’application suivante

f :


R2 −→ R

(x, y) 7−→


xy

x2+y2 si (x, y) ̸= (0, 0)
0 sinon

Les applications partielles de f en tout point de R2 sont continues sur R, mais f n’est pas continue en
(0, 0), car en considèrant la suite qui tends vers 0, (( 1

n
, 1

n
))n∈N∗ on voit que pour tout n ∈ N∗ f( 1

n
, 1

n
) = 1

2
et ne tend donc pas vers 0, ce qui fait que f n’est pas continue en (0, 0).

Soit f une application de R2 dans R qui admet des applications partielles continues en tout
point de R2. Montrer que f est limite simple d’une suite de fonctions continues.

Exercice II.9.
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4. Polynômes à plusieurs indeterminées

Dans cette partie, pour tout α ∈ Nn, on note α1, . . . , αn ses coordonées. On appellera tout élément α ∈ Nn

un multi-indice.

Soit K un corps. On pose K[X1, . . . , Xn] l’ensemble des sommes de la forme

P (X1, . . . , Xn) =
∑

(α1,...,αn)∈A

aα1,...,αnXα1
1 . . . Xαn

n

Avec A une partie finie de Nn. Dans toute la suite de cette partie, on fixe P ∈ K[X1, . . . , Xn].

Définition II.10.

Remarque : en première année, les polynômes ont étés vus comme des suites stationnaires en 0. De la
même manière, on peut voir les polynômes de K[X1, . . . , Xn] comme des suites à valeurs dans K indexées
par Nn et dont le nombre de termes non nuls est fini. Ici par exemple, on se limite dans la somme aux
indices (α1, . . . , αn) ∈ Nn tels que aα1,...,αn ̸= 0, mais sachant qu’il y a un nombre fini de coefficients non
nuls, on aurait pu écrire

P (X1, . . . , Xn) =
∑

(α1,...,αn)∈Nn

aα1,...,αnXα1
1 . . . Xαn

n

Vocabulaire : Soit (α1, . . . , αn) ∈ A.

→ aα1,...,αn est un coeffcient de P .

→ Xα1
1 . . . Xαn

n est un monôme.

→ Le degré total du monôme Xα1
1 . . . Xαn

n est α1 + · · · + αn.

→ Pour tout i ∈ J1; nK, le degré partiel du monôme Xα1
1 . . . Xαn

n en Xi est αi.

→ Le degré de P est défini par deg P = maxα∈A′(α1 + · · · + αn) avec A′ l’ensemble des multi-indices
α tels que aα ̸= 0.

Soit d ∈ N. On dit que P est homogène de degré d si

∀(α1, . . . , αn) ∈ A, aα1,...,αn ̸= 0 =⇒ α1 + · · · + αn = d

L’ensemble des polynômes homogènes de degré d est noté Hd(X1, . . . , Xn).

Définition II.11.

Soit P =
∑

(α1,...,αn)∈A

aα1,...,αnXα1
1 . . . Xαn

n et Q =
∑

(α1,...,αn)∈B

bα1,...,αnXα1
1 . . . Xαn

n deux éléments de

K[X1, . . . , Xn]. On pose C = A ∪ B.
1. P + Q =

∑
(α1,...,αn)∈C

(aα1,...,αn + bα1,...,αn)Xα1
1 . . . Xαn

n

2. P.Q =
∑

(α,β)∈A×B

aαbβXα1+β1
1 . . . Xαn+βn

n

Proposition II.12.
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Soit d et d′ deux éléments de N.
1. Si P ∈ Hd(X1, . . . , Xn) et Q ∈ Hd′(X1, . . . , Xn), alors PQ ∈ Hd+d′(X1, . . . , Xn).
2. K[X1, . . . , Xn] = ⊕

k∈N
Hk(X1, . . . , Xn)

3. K[X1, . . . , Xn] est une K−algèbre commutative unitaire intègre.

Proposition II.13.

Preuve

1. Soit P et Q deux éléments appartenant respectivement à Hd(X1, . . . , Xn) et Hd′(X1, . . . , Xn). Soit
A (resp. B) l’ensemble des multi-indices α (resp. β) tels que aα ̸= 0 (resp. bβ ̸= 0). On a alors

P =
∑

(α1,...,αn)∈A

aα1,...,αnXα1
1 . . . Xαn

n et Q =
∑

(α1,...,αn)∈B

bα1,...,αnXα1
1 . . . Xαn

n

On a
PQ =

∑
(α,β)∈A×B

aαbβXα1+β1
1 . . . Xαn+βn

n

et pour tout (α, β) ∈ A × B, α1 + β1 + · · · + αn + βn = d + d′, donc PQ ∈ Hd+d′(X1, . . . , Xn).

2. Soit P ∈ K[X1, . . . , Xn]. Il suffit de diviser la somme de P selon le degré de chaque monome. En
effet, on a

P =
∑

(α1,...,αn)∈A

aα1,...,αnXα1
1 . . . Xαn

n =
deg P∑

d=0

∑
(α1,...,αn)∈A
α1+···+αn=d

aα1,...,αnXα1
1 . . . Xαn

n

︸ ︷︷ ︸
∈Hd(X1,...,Xn)

L’unicité de cette écriture découle du fait qu’un polynôme nul est nécessairement à coefficients nuls,
on a donc bien P ∈ ⊕

k∈N
Hk(X1, . . . , Xn), d’où le résultat voulu.

3. Le fait que K[X1, . . . , Xn] soit une algèbre commutative ne présente pas de difficulté majeure, nous
allons donc uniquement montrer que cette algèbre est intègre.
Soit P, Q ∈ K[X1, . . . , Xn] \ {0}. On pose

P =
∑

(α1,...,αn)∈A

aα1,...,αnXα1
1 . . . Xαn

n et Q =
∑

(α1,...,αn)∈B

bα1,...,αnXα1
1 . . . Xαn

n

Posons aussi
PQ =

∑
(α1,...,αn)∈C

cα1,...,αnXα1
1 . . . Xαn

n

Considèrons α, β ∈ Nn maximaux pour l’ordre lexicographique tels que aα ̸= 0 et bβ ̸= 0.
Le coefficient devant Xα1+β1 . . . Xαn+βn est aαbβ = cα+β et α + β est le multi-indice maximal pour
l’ordre lexicographique vérifiant cα+β ̸= 0. PQ admet donc un coefficient non nul ce qui nous permet
de déduire qu’il est non nul, d’où l’intégrité de K[X1, . . . , Xn].
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Soit P =
∑

(α1,...,αn)∈A

aα1,...,αnXα1
1 . . . Xαn

n un élément de K[X1, . . . , Xn].

On appelle fonction polynôme associée à P la fonction

P̃ :


Kn −→ K
(x1, . . . , xp) 7−→

∑
(α1,...,αn)∈A

aα1,...,αnxα1
1 . . . xαn

n

Définition II.14.

Lorsque K = R ou K = C, pour tout P ∈ K[X1, . . . , Xn], P̃ est continue.

Proposition II.15.

Preuve : pour tout i ∈ J1; pK, X̃i = πi, donc X̃i est continue. Pour tout P ∈ K[X1, . . . , Xn], la fonction
P̃ est produit et combinaison linéaire des fonctions continues X̃i avec i ∈ J1; nK, elle est donc continue.

Soient A1, . . . , An des parties infinies de K. Soit P ∈ K[X1, . . . , Xn]. Si P̃ s’annule sur
A1 × · · · × An, alors P est nul.

Proposition II.16.

Preuve : montrons ce résultat par récurrence sur n.
Lorsque n = 1, P est un polynôme à une seule indéterminée qui s’annule en un nombre infini de points,
il est donc nul.
Soit n ≥ 2. Soit P =

∑
(α1,...,αn)∈A

aα1,...,αnXα1
1 . . . Xαn

n ∈ K[X1, . . . , Xn]. Réécrivons P de la manière suivante

P =
N∑

k=0

Qk(X1, . . . , Xn−1)Xk
n

avec N ∈ N et pour tout k ∈ J1; NK, Qk ∈ K[X1, . . . , Xn−1].
Soit (a1, . . . , an−1) ∈ A1 × · · · × An−1. Pour tout an ∈ An,

P̃ (a1, . . . , an−1, an) =
N∑

k=0

Qk(a1, . . . , an−1)ak
n = 0

le polynôme R(Y ) =
N∑

k=0

Qk(a1, . . . , an−1)Y k est nul sur An et possède donc une infinité de racines. Ce

polynôme est donc nul. On peut alors affirmer que pour tout k ∈ J1; NK et (a1, . . . , an−1) ∈ A1×· · ·×An−1,
Qk(a1, . . . , an−1) = 0. Qk s’annulle donc sur A1 × · · · × An−1 et alors par hypothèse de récurrence, pour
tout k ∈ J1; NK, Qk = 0 et finalement P = 0.

Montrer que GLn(C) = {M ∈ Mn(C), det M ̸= 0} est ouvert.

Exercice II.17.
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Soit P ∈ C[X1, . . . , Xn] \ {0}. Montrer que Z(P ) = {(x1, . . . , xn) ∈ Cn, P̃ (x1, . . . , xn) = 0} est
fermé d’intérieur vide.

Exercice II.18.

Soit P ∈ C[X, Y ] non consant. Montrer que Z(P ) est infini.

Exercice II.19.
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Correction de l’exercice I.6 :
Commencons démontrer le lemme suivant.

Soit f une fonction continue et g une fonction de signe constant sur [a, b] non identiquement
nulle. Il existe c ∈ [a, b] tel que ∫ b

a
f(t)g(t)dt = f(c)

∫ b

a
g(t)dt

Lemme II.20.

Preuve : on suppose sans perte de généralité que g est positive. On a alors
∫ b

a
g(t)dt > 0. Soit α, β ∈ [a, b]

telle que f(α) = inft∈[a,b] f(t) et f(β) = supt∈[a,b] f(t). On a
∫ b

a
f(α)g(t)dt ≤

∫ b

a
f(t)g(t)dt ≤

∫ b

a
f(β)g(t)dt

et alors

f(α) ≤

∫ b

a
f(t)g(t)dt∫ b

a
g(t)dt

≤ f(β) (∗)

f étant continue, le théorème des valeurs intermédiraire nous permet d’affirmer l’existence d’un réel
c ∈ [a, b] tel que ∫ b

a
f(t)g(t)dt∫ b

a
g(t)dt

= f(c)

d’où le résultat voulu.
Remarque : l’inégalité (∗) est en général fausse lorsque g n’est pas de signe constant.
Montrons à présent que l’intégrale de l’exercice converge vers la quantitée voulue.
Soit n ∈ N∗, on a

∫ 1

0
f(t) |sin(nt)| dt =

⌊ n
2π

⌋−1∑
k=0

∫ (2k+1)π
n

2kπ
n

f(t) sin(nt)dt −
∫ (2k+2)π

n

(2k+1)π
n

f(t) sin(nt)dt +
∫ 1

⌊ n
2π

⌋ 2π
n

f(t) |sin(nt)| dt

En appliquant le lemme précédent sur les deux premières intégrales ci-dessus, on peut affirmer, pour tout
k ∈ J0; ⌊ n

2π
⌋ − 1K l’existence de ck,n ∈ [2kπ

n
, (2k+1)π

n
] et c′

k,n ∈ [ (2k+1)π
n

, (2k+2)π
n

] tels que

∫ (2k+1)π
n

2kπ
n

f(t) sin(nt)dt = f(ck,n)
∫ (2k+1)π

n

2kπ
n

sin(nt)dt = 2
n

f(ck,n)

et ∫ (2k+2)π
n

(2k+1)π
n

f(t) sin(nt) = f(c′
k,n)

∫ (2k+2)π
n

(2k+1)π
n

sin(nt) = − 2
n

f(c′
k,n)
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On a alors, en posant c̃k,n = c k
2 ,n si k pair et c̃k,n = c′

k−1
2 ,n

sinon, on obtient

∫ 1

0
f(t) |sin(nt)| dt = 2

n

⌊ n
2π

⌋−1∑
k=0

f(ck,n) + 2
n

⌊ n
2π

⌋−1∑
k=0

f(c′
k,n) +

∫ 1

⌊ n
2π

⌋ 2π
n

f(t) |sin(nt)| dt

= 2
π

2⌊ n
2π

⌋−1∑
k=0

π

n
f(c̃k,n)

+
∫ 1

⌊ n
2π

⌋ 2π
n

f(t) |sin(nt)| dt

La somme dans la ligne ci-dessus est une somme de Riemann sur [0, 1], donc elle converge vers
∫ 1

0
f(t)dt.

De plus t 7−→ f(t) |sin(nt)| est bornée uniformément (sa borne supérieure ne dépend pas de n) sur [0, 1]
et ⌊ n

2π
⌋2π

n
−−−−→
n→+∞

1, donc ∫ 1

⌊ n
2π

⌋ 2π
n

f(t) |sin(nt)| dt −−−−→
n→+∞

0

On en déduit donc directement que∫ 1

0
f(t) |sin(nt)| −−−−→

n→+∞

2
π

∫ 1

0
f(t)dt

Correction de l’exercice 2 :
On a pour tout P =

n∑
k=0

akXk ∈ E,

∥P∥0 = max(|a0| , . . . , |an|) ≥ 1
n

n∑
k=0

|ak| ≥ 1
n

max(|a0| , . . . , |an|) = 1
n

∥P∥0

donc
∥P∥0 ≥ 1

n
∥P∥1 ≥ 1

n
∥P∥0

et alors ∥.∥0 ∼ ∥.∥1.
On a aussi

∥P∥∞ ≤
n∑

k=0

|ak| = ∥P∥1

donc ∥.∥1 est plus fine que ∥.∥∞, mais ∥.∥∞ n’est pas toujours plus fine que ∥.∥1.

En effet, si on consisdère la suite le polynôme Pn =
n∑

k=1

(−1)kkXk−1, on a pour tout x ∈ [0, 1],

P̃n(x) =
 n∑

k=0

−xk

′

=
(

x
1 − (−x)n

1 + x

)′

= −x
1 − (−x)n

(1 + x)2 + 1 − (−x)n

1 + x
− n(−x)n

1 + x

on a alors pour tout x ∈ [0, 1]

∣∣∣P̃n(x)
∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣x1 − (−x)n

(1 + x)2

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣1 − (−x)n

1 + x

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣n(−x)n

1 + x

∣∣∣∣∣ ≤ 2 + 2 + n = n + 4

et donc ∥Pn∥∞ ≤ n + 4.
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On a aussi ∥Pn∥1 =
n∑

k=1

k = n(n + 1)
2 , donc s’il exsite C > 0 tel que pour tout n ∈ N,

∥Pn∥1 ≤ C ∥Pn∥∞, alors on aura n(n+1)
2 ≤ C(n + 4) ce qui est faux pour n assez grand, d’où le résultat

voulu.

Correction de l’exercice 3 :
On va approcher f par une suite de fonctions de première application partielle affine par morceaux.
Soit n ∈ N∗. On subdivise R en la famille d’intervalles ([ k

n
, k+1

n
[)k∈Z. Pour tout n ∈ N∗, on définit fn

de la manière suivante : pour tout (x, y) ∈ R2 et k ∈ Z, si x ∈ [ k
n
, k+1

n
[, on pose x = k+εn,x

n
avec

εn,x = nx − ⌊nx⌋ ∈ [0, 1[. On a alors

fn(x, y) = f

(
k

n
, y

)
+ εn,x

(
f

(
k + 1

n
, y

)
− f

(
k

n
, y

))

Montrons que pour tout n ∈ N∗, fn est continue. Soit n ∈ N et x ∈ R, soit k ∈ Z tel que x ∈ [ k
n
, k+1

n
[.

→ Cas x ∈] k
n
, k+1

n
[

] k
n
, k+1

n
[ étant ouvert, on peut supposer que tous les couples considérés sont dans ] k

n
, k+1

n
[×R. On

pose alors pour tout u ∈] k
n
, k+1

n
[, u = k+εn,u

n
avec εn,u ∈ [0, 1[. On a alors, lorsque (u, v) −→ (x, y),

εn,u −→ εn,x et par continuité de la seconde application partielle de f

fn(u, v) = f

(
k

n
, v

)
+ εn,u

(
f

(
k + 1

n
, v

)
− f

(
k

n
, v

))

−−−−−−→
(u,v)→(x,y)

f

(
k

n
, y

)
+ εn,x

(
f

(
k + 1

n
, y

)
− f

(
k

n
, y

))
= f(x, y)

donc fn est continue en (x, y)
→ Cas x = k

n

Étudions séparément la continuité à droite et à gauche.
• Continuité pour u à droite de k

n

Lorsque (u, v) ∈ [ k
n
, k+1

n
[×R, si (u, v) −→ ( k

n
, y), alors εn,u −→ 0 et f

(
k+1

n
, v
)

− f
(

k
n
, v
)

reste
bornée. On a peut donc affirmer que

fn(u, v) = f

(
k

n
, v

)
+ εn,u

(
f

(
k + 1

n
, v

)
− f

(
k

n
, v

))
−−−−−−→
(u,v)→(x,y)

f

(
k

n
, y

)

d’où la continuité de fn à gauche de x.
• Continuité pour u à gauche de k

n

Lorsque (u, v) ∈]k−1
n

, k
n
] × R, si (u, v) −→ ( k

n
, y), alors εn,u −→ 1 et

fn(u, v) = f

(
k − 1

n
, v

)
+ εn,u

(
f

(
k

n
, v

)
− f

(
k − 1

n
, v

))
−−−−−−→
(u,v)→(x,y)

f

(
k

n
, y

)

d’où la continuité à gauche en k
n

On en déduit donc que pour tout n, fn est continue sur R2. Il reste maintenant à montrer que fn converge
simplement vers f .
Soit (x, y) ∈ R2. On a εn,x ∈ [0, 1[ et le terme f

(
k+1

n
, y
)

− f
(

k
n
, y
)

−−−−→
n→+∞

0, car la première application
de f est continue. On a alors

fn(x, y) = f

(
k

n
, y

)
+ εn,x

(
f

(
k + 1

n
, y

)
− f

(
k

n
, y

))
−−−−→
n→+∞

f(x, y)
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D’où la résultat voulu.

Correction de l’exercice 4 :
On a pour tout M = (mi,j)i,j∈J1;nK ∈ Mn(C)

det M =
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

i=1
mi,σ(i)

L’application det est alors polynômiale et donc continue. Or GLn(C) = det−1(R∗), il s’agit de l’image
réciproque d’un ouvert par une application continue, c’est donc un ouvert.

Correction de l’exercice 5 :
On a Z(P ) = P̃ −1({0}), il s’agit de l’image réciproque d’un fermé par une application continue (car
polnyômiale), c’est donc un fermé.
Supposons que Z(P ) n’est pas d’intérieur vide. Il existe alors ε > 0 et x = (x1, . . . , xn) ∈ Z(P ) tel que
B(x, ε) ⊂ Z(P ). P s’annule alors sur B(x, ε) = Bd1(x1, ε)×· · ·×Bdn(xn, ε). Pour tout i ∈ J1; nK, Bdi

(xi, ε)
est infinie. P s’annule sur le produit d’ensembles infinis, il est donc nul ce qui est absurde. On en déduit
donc que Z(P ) est bien fermé d’intérieur vide.

Correction de l’exercice 6 :
On peut écrire P de la manière suivante

P (X, Y ) =
N∑

k=0

Qk(Y )Xk

avec QN ̸= 0.
→ Cas N = 0

Lorsque N = 0, alors Q0 est nécessairement non nul et admet au moins une racine qu’on note a.
On a alors pour tout x ∈ C, P̃ (x, a) = 0 ce qui implique que C× {a} ⊂ Z(P ). Z(P ) est donc infini.

→ Cas N ≥ 1
A = {a ∈ C, QN(a) ̸= 0} est infini. soit a ∈ A. x 7−→ P̃ (x, a) est une fonction polynômiale de degré
N , elle admet donc au moins une racine b et donc (a, b) ∈ Z(P ). A étant infini, on peut construire
une infinité de couples d’élèments distincts de Z(P ), Z(P ) est alors bien infini.

* *
*

Document compilé par Omar Bennouna et révisé par Issam Tauil le 22/12/2021 pour
cpge-paradise.com.

Si vous repérez une erreur, ou avez des remarques, prière de me contacter via l’adresse
contact@cpge-paradise.com.
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